
QA371 R 293 1998 
GRANVILLE 
CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

0233007122 



Temas que trata la obra: 

• Resumen de fórmulas 
• Variables, funciones y límites 
• Derivación 
• Reglas para derivar funciones algebraicas 
• Aplicaciones de la derivada 
• Derivadas sucesivas de una función. 

Aplicaciones 
• Derivación de funciones trascendentes. 

Aplicaciones 
• Aplicaciones a las ecuaciones para métricas y polares 

y al cálculo de las raíces de una ecuación 
• Diferenciales l . 
• Curvatura. Radio de curvatura. Círculo de curvatura 
• Teorema del valor medio y sus aplicaciones 
• Integración de formas elementales ordinarias 
• Constante de integración 
• Integral definida 
• La integración como suma 
• Artificios de integración 
• Fórmulas de reducción. Uso de la tabla de integrales 
• Centros de gravedad. Presión de líquidos 
• Trabajo. Valor medio 
• Series 
• Desarrollo de funciones en serie de potencias 
• Ecuaciones diferenciales ordinarias 
• Funciones hiperbólicas 
• Derivadas parciales 
• Aplicaciones de las derivadas parciales 
• Integrales múltiples 
• Curvas importantes 
• Tabla de integrales 

{ , 

http://carlos2524.jimdo.com/



, 

CALCULO 
DIFERENCIAL 
E INTEGRAL 

http://carlos2524.jimdo.com/



SIR ISAAC NEWTON 

http://carlos2524.jimdo.com/



, 

CALCULO 
DIFERENCIAL 
E INTEGRAL 

WllLlAM ANTHONY GRANVlllE 
Doctor en Filosofía. Doctor en Leyes 

Ex Presidente del Colegio de Gettisburg 

Edición revisada por: 

PERCEY F. SMITH 
WllLlAM RAYMOND lONG lEY 
Doctores en Filosofía y Profesores 

de Matemáticas de la Universidad de Yale 

LIMUSA 

http://carlos2524.jimdo.com/



Granville. William Anthony 
Cálculo diferencial e integral = Elements of differential 

and integral calculus / William Anthony Granville. -- México: 
Limusa, 2009. 
704 p. : il. ; 23 x 15.5 cm. 
ISBN-13: 978-968-18-1178-5 
Rústica. 

1. Cálculo diferencial 2. Cálculo integral 
1. Byngton, Steven, tr. 11. Romero Juárez, Antonio, colab. 

Dewey: 515.33 122/ G765c Le: QA303 

VERSiÓN AUTORIZADA EN ESPAÑOL DE LA OBRA PUBLICADA 
EN INGLÉS CON EL TíTULO: 

ELEMENTS OF DIFFERENTIALAND 
INTEGRAL CALCULUS 
© JOHN WILEY & SONS, INC. 

C OLABORADOR EN LA TRADUCCiÓN: 
STEVEN T. BYNGTON 

REVISiÓN: 

ANTONIO ROMERO JUÁREZ 
PROFESOR EN LA UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE 

MÉXICO. 

LA PRESENTACiÓN Y DISPOSICiÓN EN CONJUNTO DE 

CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

SON PROPIEDAD DEL EDITOR. NINGUNA PARTE DE ESTA OBRA 
PUEDE SER REPRODUCIDA O TRANSMITIDA, MEDIANTE NINGÚN 

SISTEMA o MÉTODO, ELECTRÓNICO O MECÁNICO (INCLUYENDO 
EL FOTOCOPIADO, LA GRABACiÓN O CUALQUIER SISTEMA DE 

RECUPERACiÓN Y ALMACENAMIENTO DE INFORMACiÓN) , SIN 
CONSENTIMIENTO POR ESCRITO DEL EDITOR. 

DERECHOS RESERVADOS: 

© 2009, EDITORIAL LlMUSA, S.A. DE C.v. 
GRUPO NORIEGA EDITORES 
BALDE RAS 95, MÉXICO, D .F. 
C.P. 06040 

~ 51300700 

r2J 5512 2903 
)iiii limusa@noriega.com.mx 
'T"' www.nonega.com.mx 

CANIEM NÚM. 121 

HECHO EN MÉXICO 
ISBN-13: 978-968-18-1178-5 

45.1 

http://carlos2524.jimdo.com/



PROLOGO 

Esta obra es, en sus líneas generales, una edición revisada y 

aumentada del texto debido al profesor Grall\' ille. Los únicos cambios 
introducidos se reducen a pequefios detalles en las demostraciones, a 
la revisión de los problemas - afiadiendo algunos de aplicación a la 
Economía y otros adicionales al final de cada capítulo para alumnos más 
aventajados- y a la redacción de un capítulo sobre Funciones hiperb6-
licas, junto con algunos pjelllplos de aplicación de las eoorrlenadas cilín
dricas en las integrales dobles. El capítulo a11adido ha sido p,.;crito 
siguiendo el Illétodo del libro , procurando quP fOl'llle un todo armónico 
con pI resto de la obra. 

Lai::l soluciones de la mayor parte de 10i::l problemaf' i-'P dan en pi 
texto. Algunas soluciones f'e Ollliten de intento para a,costulllbl'ar al 
estudiante a tener confianza en sí mismo. 

El trabajo de los autores de esta edición. se verá ampliamente COI1l

pensado si tiene la misma acogida que tUYO la primpra edición de la 
obra de Granville . 

PERCEY F. SMITH 

\VILLIAM R. LONGLEY 
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CAPITULO PRIMERO 

RESUMEN DE FORMULAS 

1. Fórmulas de Algebra y de Geometría elementales. Para como
didad del estudiante, en los Artículos 1 a 4 damos un resumen de 
f()rmulas elementales. Empezaremos por las relativas al Algebra. 

(1) Resolución de la ecuación de segundo grado 

AX2 + Ex + C = O. 

1. Factorizando: Se descompone AX2 + Bx + C en factores, se 
iguala cada factor a cero y se resuelven las ecuaciones que resultan, 
con respecto a x. 

2. Completando el cuadrado: Se transpone C al segundo miem
bro, se divide la ecuación por el coeficiente de x 2

, se añade a ambos 
miembros el cuadrado de la mitad del coeficiente de x y Re extrae la 
raíz cuadrada. 

;~ . Empleando la fórmula 

x= 
-B ±v B2 - 4 AC 

2A 

Carácter de las raíces. La expresión B 2 
- 4 AC, que aparece en la 

fórmula debajo del signo radical, se llama discriminante de la ecuación. 
Las dos raíces son reales y desiguales, reales e iguales, o imaginarias, 
según que el discriminante sea positivo, cero o negativo. 

(2) Logaritmos. 

log ab = log a + log b . 

a 
log b = log a - log b . 

log a" = n log a. 

. " / - 1 log v a = - log a. 
n 

log 1 = O . 

loga a = 1. 
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4 CALCULO DIFERENCIAL

(3) Fórmula del binomio de Newton (siendo n un número entero
positivo) .

n(n -1)(a + b)" = a" + nan-1b + a,,-2 b2+
I~

+ n (n-ti (n - 2) a,,-3 b3 +

+ n(n -1) (n - 2) ... (n - r + 2) an-J'+1br-1 +
I r - 1

(4) Factoríal de un número,

n!=I~=1·2·3·4 ... (n-l)n.

En las siguientes fórmulas de la Geometría elemental, r o R repre-
senta el radio, a la altura, B el área de la base y s el lado o altura
inclinada.

(5) Círculo. Longitud de la circunferencia = 2n:r. Area = n:r2•

(6) Sector circular. Area = Yz r2a, siendo a = ángulo central del
sector, medido en radianes .

(7) Prisma. Volumen = Ba.

(8) Pirámide. Volumen = HBa.
(9) Cilindro circular recto. Volumen= n:r2a. Area lateral =2 n:ra.

Area total = 2 n:r(r + a).

(10) Cono circular recto. Volumen =}~ m·2a. Area lateral = nrs .
Area total = n:r(r + s).

(11) Esfera. Volumen = j(¡ n:r3. Area = 4 n:r2.

(12) Tronco de conocircular recto. Volumen = % n:a (R2 +1'2+Rr) .
Area lateral = ns (R + r) .

2. Fórmulas de Trigonometría plana. Son de uso frecuente mu-
chas de las siguieñtes fórmulas.

(1) Medida de ángulos. Hay dos métodos generalmente usados
para medir ángulos; es decir, hay dos sistemas de unidades angulares.

Medida en grados. En este sistema el ángulo unidad es %60 de una
revolución completa y se llama grado.

Medida circular. En esté sistema el ángulo unidad es el que sub-
tiende un arco de longitud igual al radio del arco, y se llama radián.

La ecuación que da la relación entre los dos ángulos unidad es
180 grados = ]( radianes (n: = 3,14159 ... ) ,

RESUMEN DE F'

de donde: 1 grado = ~= O 01'
180 '

1 radián = 180 = 57 2'
n: '

De dicha definición tenemos

N úmero de radianes en un ángnl

Estas ecuaciones permiten pasar de

(2) Relaciones entre las funciones
1ctg x = --' sec x = -

tg x ' c
sen x eT,g x = --' ctg x = -
cos x ' s

sen" x + cos" X = 1; 1+ tg2 X =
(3) Fórmulas para reducir ángulo:

Angulo Seno Coseno Tangente

-x - sen x cos x - tg x
900

-x cos x sen x ctg x
90°+ x cos x - sen x - ctg x

180°- x se n x - cos x - tg x
180°+ x - sen x - cos x tg x
2700-x - cos x - sen x ctg x
270°+ x - cos x se n x - ctg x
360°_ x - sen x cos x - tg x

(4) Funciones trigonométricas de

sen (x+ y) = sen z COE

sen (x - y) = sen x cos
cos (x + y) = cosz cos
cos (x - y) = cos x cos

tg (x + ) = tg x + tg Y ti
Y. l-tgxtgy'

(5) Funciones trigonométricas de
~n2x=2~nxoosx;oos2x=oo~

x /1- C.os x z !1
sen 2= ± \j 2 ; cos'2= ±\j-

sen2 x ;:; Yz - Yz cos 2 x i co
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rea lateral = nrs ,

so frecuente mu-

eralmente usados
.dades angulares.
dad es 7~60 de una

ad es el que sub-
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ngulos unidad es
. . ) ,
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de donde: 1 grado = I~O= 0,0174 radianes :

1 radián = 180 = 57 ,29 grados
Jt

De dicha definición tenemos
N ' d d' , l arco correspondiente

umero e ra wnes en un anqu. u = radio

Estas ecuaciones permiten pasar de una medida a la otra.

(2) Relaciones entre las funciones trigonométricas.
1 1 1ctg x = --' sec x = --' csc x = -- .tg x ' cos x ' sen z '

sen x cos zT.gX = --' ctg x = -- .
cos x ' sen x

sen" z + cos" X = 1; 1+ tg2 X = sec" x; 1+ ctg" X = ese" x.

(3) Fórmulas para reducir ángulos.
I

Anzulo Seno Coseno Tangente Cotangente Secante Cosecante

-x - sen x eos x - tg x - etg x see x -ese x
900-x eos x sen x etg x tg x ese x see x
90°+ x cos x - sen x - etg x - tg x - ese x see x

180°- x sen x - eos x - tg x - etg X - see x ese x
1800+x - sen x - eos x tg x etg x - see x - ese x
270°- x - eos x - sen x etg x tg x - ese x - see x
270°+ x - eos x sen x - etg x - tg x ese x - sec x
360°- x - sen x eos x - tg x -etg x sec x - cs~ .A

i

(4) Funciones trigonométricas de (x + yJ y (x - y).

sen (x + y) = sen z cos y + cos x sen y .
sen (x - y) = sen x cos y - cos x sen y.
cos (x + y) = cos x cos y - sen x sen y.
cos (z - y) = cos x cos y + sen x sen y.

tg (x + ) = tg x + tg Y . t (x _ ) = tg x - tg Y
y, l-tgxtgy g. y l+tgxtgy'

(5) Funciones trigonométricas de 2 x y de Y2 x.
2tg x

sen 2 x = 2 sen x cos x; cos 2 x = cos" X - sen2 x; tg 2 x = 1-tg2 X .

x /1 - c.osx x /1 + cos x t z /1 - cos x
sen 2= ± '\j 2 ; cos 2= ± '\j 2 ; g 2= ± '\j 1+ cos x'

sen" x = Y2 - Y2 cos 2 x i cos? X = ~:!+ .Y:! 00S 2 x .

5

http://carlos2524.jimdo.com/



6 CALCULO DIFERENCIAL 

(6) Transformación de sumas y diferencias de senos y cosenos en 
productos. 

sen x + sen y = 2 sen ~ (x + y) cos ~ (x - y) . 

sen x - sen y = 2 cos ~ (x + y) sen Yz (x - y). 

cos x + cos y = 2 cos Yz (x + y) cos Yz (x - yj. 

cos x - cos y = - 2 lOen Yz (x + y) sen Yz (x - y). 

(7) Relaciones en un triángulo cualquiera. 

Ley de los senos. 

Ley de los cosenos. 

Fórmulas para el área. 

a b e 
sen A = sen B = sen C . 

a2 = b2 + c2 - 2 be cos A . 

K = Yz be sen A . 

K = Yz a2 sen B sen C 
sen (B+C) 

K = ,/ ses - a) (s - b) (s - e) , siendo s = Yz (a + b + e). 

3. Fórmulas de Geometría ana!Hica plana. Las fórmulas más 
importantes son las siguientes: 

(l) Distancia entre dos puntos Pl (Xl, yd y P2{X2, Y2). 

d = y' (Xl - X2)2+ (y¡ - Y2)2 . 

Pendiente de P l P2 . m = Jll - y2 
Xl - X2 

Coordenadas del punto medio. 

x = Yz (Xl + X2), y = Yz (Yl + Y2) . 

(2) Angulo de dos rectas en función de sus pendientes. 

tg () = ml - m2 . 
1 +ml m2 

(Si las rectas son paralelas es ml = m2; si las rectas son perpen
diculares es ml m2 = - 1 . ) 

(3) Ecuaciones de la línea recta. 

En función de uno de sus puntos y de la pendiente. 

y - yl = m (x - Xl) 

En función de la pendiente y de la ordenada en el origen. 

y=mx+b. 
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En función de dos de sus puntos . 

y - YI 
X -Xl 

En función de los segmentos que determina s()/Yre los ejes 

(4) Distancia del punto PI(XJ, y¡} a la recta Ax + By + e = o. 
d = AXl + BYI + C . 

± VA2+ B2 

7 

(5) Relacior.<:s entre las coordenadas rectangulares y las polares. 

X = (> cos () , y = º sen (), º = V x2 + y2 , 

(6) Ecuación de la circunferencia. 

Centro (h, k). 

(7) Ecuaciones de la parábola. 

Con vértice en el origen. y2 = 2 px, foco (Y2 P., O) . 

x2 = 2 py, foco (O, Y2 p) . 
Con vértice en (h, k) . 

() = are tg]L· 
X 

(y - k)2 = 2 p (x - h), eje y = k . 
(X - h)2 = 2p(y-k), ejex = h. 

Con eje en el eje de las y. y = AX2 + c. 
(8) Ecuaciones de otras curvas. 

Elipse con centro en el on'gen y focos en el eje de las x . 

X2 y2 
~+b2 = 1. (a>b). 

Hipérbola con centro en el origen y focos en el eje de las x . 

Hipérbola equilátera con centro en el origen y los ejes de coordenada~ 
como asíntotas . 

xy = C. 

Véase también el Capitulo XXVI 
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8 CALCULO DIFERENCIAL 

4. Fórmulas de Geometría analítica del espacio. He aquí algunas 
de las fórmulas más importantes. 

(1) Distancia entre PI (Xl, gl, Zl) y P'1 (X2, g2, Z2). 

d = V (Xl - X2)2 + (YI - Y2) 2 + (Zl - Z2)2 . 

(2) Línea recta. 

Cosenos directores: co~ u, cos (:\, cos y. 
N lImeros directores: a, b, c. 

Entonces 
cos (( cos [1 cos y 
-a- = --b - = -c--

cos2 a + cos2 (3 + cos2 y = l. 

a 
cos a = - , 

± , / a2 + b2 + c2 

b 
cos ~ = , 

± ,/ a2 + b2 + ,.2 
c 

cos y = --:=~=== 
± V a2 + b2 + c2 

Para la recta que une los puntos (Xl, yl, Zl ) y (X2, y2, Z2), se 
tiene: 

cos a 
X2 - Xl 

(3) Angulo de dos rectas. 

cos ~ 
y2 - yl 

ros y 

Z2 - ZI 

Cosenos directores: cos a, cos ~, cos y; cos a', cos W, cos y' . 
N Úilleros directores: a, b, c; a', b' , c'. 
Si 8 = ángulo de las dos rectas, se tiene: 

eos 8 = cos a cos a' + cos ~ cos W + cos y cos y' , 

aa' + bb' + cc' cos 8 = ----;-==~~~..:....:...:=====:=====. 
V a2 + b2 + c2 V a/2 + b'2 + C/2 

Rectas paralelas . 

Rectas perpendiculares. aa' + bb' + cc' = O. 

(4) Ecuaciones de la recta que pasa por el punto (Xl, gl, Zl), y sus 
números directores son a, b, c. 

x - Xl Y - Yl Z - Zl 
---a-=--b--= --c-
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RESUMEN DE FORMULAS 9 

(5) Ecuación del plano. En el plano Ax + By + Cz + D = O, los 
cueficientes A, B, C sun los números directores de la recta perpen
dicular al plano. 

Ecuación de un plano que pasa por el punto (Xl, Yl, z¡) y es per
pendicular a la recta que tiene los números directores A, B, c. 

A (x - x¡) + B (y - Yl) + C (z - z¡) = O. 

(6) Angulo de dos planos. 

Ecuaciones: Ax + By + Cz + 1J = O. 

A'x + B'y + C'z + D' = O. 

Números directores de la recta de intersección: 

BC'- CB', CA'-AC', AB'- BA'. 

~i () es el ángulo de los dos planos, se tiene: 

cos () = --;-==~A=A='=+~B:..:B=-:-=' =+===,C=,C='====
.... / A 2 + B2 + C2 V A,2 + B,2 + C/2 . 

(7) Coordenadas cilíndricas. La distancia z (fig. 1) de un punto 
p (x, y, z) al plano XY y las coordenadas polares (Q, ()), de <;u 
proyección A (x, y, O) sobre el plano XY, se llaman coordenadas 
cilíndricas de P. Las coordenadas cilíndricas de P se escriben (Q, (), z). 

Si x, y, z son las coordenadas rectangulares de P, entonces, de las 
definiciones y de la figura, tenemos: 

x = Q cos () , y = Q sen () , z = z ; 

Q2 = X2 + y2 , () = arc tg JL . 
x 

z 

p 

x 

p 

y A 

Fig. 1 Fig. 2 

(8) Coordenadas esféricas. El radio vector r (fig. 2) de un pun
to P, el ángulo cf> que forma OP con el eje de las z y el ángulo () 
que forma la proyección de OP sobre el plano XY con el eje de 
las x, se llaman coordenadas esféricas de P. El ángulo cf> se llama 
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10 CALCULO DIFERENCIAL

la colatitud y (j la longitud. Las coordenadas esféricas de P se escriben
(1-, cf>, 8).

Si x, y, z son las coordenadas rectangulares de P, entonces, de
las definiciones y de la figura, tenemos:

x = r sen cf> eos 8 , y = r sen cf> sen 8 ,

8 = are tg JL,x

z = r cos «,
~---c

V x2 + y2cf> = arc tg .
z

5. Alfabeto griego. CAPITU

LETRAS NOMBRES LETRAS NOMBHES LETRAS NOMBRES
A a Alfa I lota l' º Ro
/1 (i Beta J{ Kapa \" rr SigrnaK

r r Gama A ,\ Lambda t :- Tau
Ll o Delta M p. Mi o mu r u Ipsilon
E Epsilon N ~ Ni o nu 1/1 l' Fi
Z t Dseta o zeta E , Xi X 1. Ji o ki
H YJ Eta O o Omieron '1'· ~" Psi
e o Teta H t: Pi !! w Omega

VARIABLES, FUNCII

6. Variables y constantes. Un¡
se le puede asignar, durante el CUT

número ilimitado de valores. Las va
las últimas letras del alfabeto

Una cantidad que durante el curs
se llama constante.

Constantes numéricas o absolutas
valores en todos los problemas, corr

Constantes arbitrarias, o parámetro
asignar valores numéricos, y que d
esos valores asignados. Usualmente
letras del alfabeto.

Así. en la ecuación de la recta,

~+JL.
a b

x y y son las coordenadas variables d
línea, mientras que a y b son las cons
la abscisa en el origen y la ordenada E
que son valores definidos para cada rE

El valor numérico (o absoluto) de u
de su valor algebraico , se representa 1
símbolo I a I se lee "valor numérico d

7. Intervalo de una variable. A
a una porción del sistema de números
gir nuestra variable de manera que to
didos entre a y b. También puede SE
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AL

sféricas de P se escriben

res de P, entonces, de

z = r cos cf> ; ---vi x2 + y2
cp = arc t.g .

z

LETRAS NOMBRES
r º Ro
\" rr Sigma
r :- Tau
r u Ipsilon

¡p l' Fi
X 1 Ji o ki
'r ~" Psi
~l w Omega

CAPITULO II

VARIABLES, FUNCIONES y LIMITES

6. Variables y constantes. Una variable es una cantidad a la que
se le puede asignar, durante el curso de un proceso de análisis, un
número ilimitado de valores. Las variables se designan usualmente por
las últimas letras del alfabeto

Una cantidad que durante el curso de un proceso tiene un valor fijo
se llama constante.

Constantes numéricas o absolutas son las que conservan los mismos
valores en todos los problemas, como 2, 5, "";7, cr , etc.

Constantes arbitrarias, o parámetros, son aquellas a las que se pueden
asignar valores numéricos, y que durante todo el proceso conservan
esos valores asignados. Usualmente se representan por las primeras
letras del alfabeto.

Así. en la ecuación de la recta,

x y-+-= 1a b '

x y y son las coordenadas variables de un punto que se mueve sobre la
línea , mientras que a y b son las constantes arbitrarias que representan
la abscisa en el origen y la ordenada en el origen, las cuales se supone
que son valores definidos para cada recta.

El valor numérico (o absoluto) de una constante a, para diferenciarlo
de su valor algebraico , se representa por 1al. Así, 1- 21 = 2 = 121. El
símbolo 1 a I se lee "valor numérico de a" o "valor absoluto de a' , .

7. Intervalo de una variable. A menudo nos limitamos solamente
a una porción del sistema de números. Por ejemplo, podemos restríu-
gir nuestra variable de manera que tome únicamente valores compren-
didos entre a y b. También puede ser que a y b sean incluidos o que
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12 CALCULO DIFERENCIAL 

uno () ambos sean excluÍdos. Emplearemos el símbolo [a, b], siendo 
a menor que b, para representar los números a y b y todos los núme
ros comprendidos entre ellos, a menos que se diga explícitamente otra 
cosa . Este símbolo [ a, b] se lee "intervalo de a a b' , . 

8. Variación continua,. Se dice que una variable a varía de una 
manera continua en un intervalo [a, b] cuando x aumenta desde el 
valor a hasta el valor b, de tal manera que toma todos los valores 

o---------<g~--____ ~o ______ ~g 
o A P 8 

Fig.3 

intermedios entre a y b en el 
orden de s u s magnitudes; o 
cuando x disminuye desde x = b 
hasta x = a, tomando sucesiva
mente todos los valores interme-

dios. Esta idea se ilustra geométricamente mediante el diagrama 
de la · figura 3. 

Tomando el punto O como origen, marquemos sobre la recta los 
puntos A y B correspondientes a los números el y b. Además, haga
mos corresponder el punto P a un valor particular de la variable x . 
Evidentemente, el intervalo [a , b] estará representado por el seg
mento AB. Al variar x de una manera continua en el intervalo [ a, b], 
el punto P engendrará el segmento AB si x aumenta o el segmento BA 
SI x disminuye. 

9. Funciones. Cuando dos variables están relacionadas de tal 
manera que el valor de la primera queda determinado si se da un valor 
a la segunda] entonces se dice que la primera es función de la segunda . 

Casi todos los problemas científicos tratan con cantidades y rela
ciones de esta naturaleza, y en la experiencia de la vida diaria nos 
encontramos constantemente con situaciones en las que intervienen 
magnitudes dependientes unas de otras. Así, por ejemplo, el peso 
que un hombre puede levantar depende directamente, a igualdad de 
otras circunstancias, de su fuerza. Análogamente, se puede considerar 
que la distancia ql,le un muchacho puede recorrer depende del tiempo. 
O también podemos decir que el área de un cuadrado es una función de 
la longitud de su lado, y que el volumen de una esfera es una función 
de su diámetro . 

10. Variables independientes y dependientes. La segunda varia
ble, a la. cual se pueden asignar valores a voluntad dentro de limites 
que dependen del problema particular, se llama la variable .independiente 
o el argumento. La primera variable, cuyo valor queda fijado cuando 
se asigna un valor a la variable independiente, se llama la variable 
dependiente o la funci6n. 
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VARIABLES. FUNCIONES y LIMITES 13 

Frecuentemente, cuando se consideran dos variables ligadas entre 
sí, queda a nuestro arbitrio el elegir a una de ellas como variable inde
pendiente; pero una vez hecha esta elección, no es permitido cambiar 
de variable independiente sin tomar ciertas precauciones y hacer laE 
transformaciones pertinentes. El área de un cuadrado, por ejemplo, 
es una función de la longitud del lado , y, recíprocamente, la longitud 
del lado es una función del área. 

11. Notación de funciones. El símbolo f(x) se emplea para desig
nar una función de x, y se lee f de x . Con objeto de distinguir entre 
diferentes funciones se carp.bia la letra inicial, como en F (x), 4> (x) , 
J' (x), etc. 

Durante todo el curso de un proceso, un mismo símbolo de funcio
nalidad indicará una misma ley de dependencia entre una función y su 
variable. En los casos más simples, esta ley expresa la ejecución de un 
conjunto de operaciones analíticas con la variable . Por consiguiente, 
en un caso de esta clase el mismo símbolo de función indicará la misma 
operación, o conjunto de operaciones, aplicadas a diferentes valores de 
la variable. Así, por ejemplo, si 

f(x) = X2 - 9 x + 14, 

entonces, 
f ( ?I) = y2 - 9 Y + 14 ; 

f(b+1)= (b+1) 2- 9(b + 1)+14=b2 -7b + G 

f( O) = 02 
- 9· 0 + 14 = 14, 

f( - 1) = (_1)2 - 9 ( - 1) + 14 = 24, 

f(3) =32 - 9. 3 + 14= - 4 . 

12. La división por cero, excluida. El cociente de dos números 
a y b es un número x tal que a = bx. Evidentemente, con esta defini
ción la división por cero queda excluída. En efecto, si b = O , Y recor
dando que cero tomado cualquier número de veces como sumando es 
siempre igual a cero, se ve que x no existe, a menos que a = O. 
Si a = O, entonces x puede ser cualquier número. Por lo tanto, las 
expresiones que se presentan en una de las formas 

a O 
O' O I 

carecen de sentido por no ser posible la división por cero. 
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14 CALC ULO DIFERENCIAL 

Debe tenerse cuidado de no dividir inadvertidamente por cero. 
La siguiente paradoja es un ejemplo . 

Supongamos que a = b. 
ab = a2 • Entonces, evidentemente, 

Restando b2
, 

Descomponiendo en factores, 

Dividiendo por a -/¡ , 

ab - b2 = a~ - b~ . 

h(a- b) = (a+b) (a- /; ) . 

b=a+b. 
Pero, a = b; 

luego, 
o ~ea que 

b = 2 b, 

1 = 2 . 

E l resultado absurdo proviene de haber dividido por a - b = O. 

PROBLEMAS 

1. Dado f (x) = x a - 5 X2 - 4 x + 20 , d emostrar qu e 

f ( I )=12, f(5)=0, ( 0) = - 2(3), (7)=5( -1 ). 

2 . S i {(x)=4-2 x2+x·, calcular (O), f( I ), f( - I), (2), (-2) 

3 . Si F (e) = sen 2 e + cos e, hallar F (O), F ( Yz n), F (n). 

4. Dado f (x) = x 3 - 5 X2 - 4 x + 20, demostrar que 

f(t+I)=t3 - 2r 2 -11 t+ 12. 

5. Dado f (y) = y2 - 2 y + 6, demos trar 'q U C 

f (y + h) = y2 - 2 y + 6 + 2 (y - 1) h + !-J2. 

n. 0 .1<.10 (x) = x 3 + 3 x , d emostrar quc 

(x+h) - (x )=3(x2 +1)h+ 3 Xh2 +h a. 

7. D ad o f(x) =..!.. . drmostrarquef(x+h)-(x)=- h 
x X2 + xh 

8. D ado </>(z);;' 4=, demostrar que </>(z + 1) - </>(z) = 3 </>(z) . 

10. 

9. Si </> (x) = al', demostrar que</> ( y ) • </> (z) = </> (y + z). 

1 ·- x 
Dado</> (x) = log - - , demostra r que 

11. 

I+ x 

</>('1)+</>(z) = </>('1+Z). 1+ lJZ 

D ado f ~ x) = se n x. d emostrar que 

f(x + 2h)-f(x) =2cos (x +h ) senh. 

S UGESTION . Utili za r l as fórmu las (6) del Articulo 2 . 
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13. Gráfiéa de una función; continuidad. Consideremos la función 
x2 y hagamos 

(1) Y = Xl. 

Esta relación da un valor de y para cada valor de x; es decir, 
(1) define unívocamente a y para todos los valores de la variable inde
pendiente. El lugar geométrico de (1) es una parábola (fig. 4) Y se 
llama la gráfica de la función X2. Si x varía continuamente (Art. 8) 
desde x = a hasta x = b, entonces y variará continuamente desde 
y = a2 ha"ta y = b2

, Y el punto P (x, y) se moverá continuamente, 
a lo largo de la curva, desde el punto (a, a2 ) hasta (b, b2 ). Además, 
a y b pueden admitir todos los valores. En este caso decimos que 
, 'In. función X2 es continua para todos los valores de x". 

Fig.4 Fig. 5 

1 
Consideremos ahora la función Hagamos 

x 

(2) 
1 

Y = -X' 
EflLá p.cuacÍún da un valor de y para cada valor de x, con p.xcep

ci{m de x = O (Art.. 12) ; para x = O la función no está definida. La 
gráfica (fig. 5), que es el lugar geométrico de (2), es una hipér
bola equilátera. Si x aumenta continuamente en cualquier intervalo 
la, bl que no incluya x = O, entonces y decrecerá continuamente 

dp.sde ~ hasta ~ , y el punto P (x, y) describirá la curva entre los 

puntos correspondientes ( a, ~), (b, ~ ). En este caso decimos 

quc "la función 1- es continua para todos los valores de x con excep-
x 

ción de x = O' '. No existe en la gráfica un punto correspondiente a 
x = O. 

Estos ejemplos ilustran el concepto de continuidad de una función. 
Una definición se dará en el Artículo 17. 
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16 CALCULO DIFERENCIAL 

14. Límite de una variable. La noción de una variable que se 
aproxima a un limite se encuentra, en la Geometría elemental, al 
establecer o deducir la fórmula que da el área del círculo. Se considera 
el área de un polígono regular inscrito con un número n cualquiera de 
lados, y se supone, después, que n crece infinitamente. El área 
variable tiende así hacía un limite, y este límite se define como área 
del círculo . En este caso, la variable v (área) aumenta indefinida
mente, y la diferencia a - v (siendo a el área del círculo) va disminu
yendo hasta que, finalmente, llega a ser menor que cualquier número 
positivo escogido de antemano, sin importar lo pequeño que éste se 
haya elegido. 

El concepto de límite se precisa mediante la siguiente 

DEFINICIÓN. Se dice que la variable v tiende a la constante l como 
límite, cuando los valores sucesivos de v son tales que el valor numé
rico de la diferencia v - l puede llegar a ser, finalmente, menor que 
cualquier número positivo predeterminado tan pequeño como se quiera. 

La relación así definida se escribe lim v = l. Por conveniencia, nos 
serviremos de la notación v -7 l, que se leerá "v tiende hacia el 
límite l" o, más brevemente, "v tiende al". (Algunos autores 
usan la notación v -:"l . ) 

EJEMPLO. Si u toma la sucesión infinita de va lores 

es evidente que u -72 al crecer n . es decir . lim u = 2. 

Si sobre una línea recta, como en el Artículo 8, se señala el punto L 
que corresponde al limite l, y se coloca a ambos lados de L la longitud E, 

sin importar lo pequeño que éste sea, entonces se observará que los 
puntos determinados por v caerán todos, finalmente, dentro del seg
mento que corresponde al intervalo [l - E. l + E ] . 

15. Límite de una función. En las aplicaciones de la definición 
de límite, se presentan usualmente casos como el siguiente: se tiene 
una variable v y una función dada z de v, y se supone que la variable 
v recibe valores tales que v -7 l. Tenemos que examinar entonces los 
valores de la variable dependiente z e investigar, particularmente, si 
z tiende también a un limite. Si efectivamente existe una constante a 
tal que lím z = a, entonces se expresa est.a relación escribiendo 

límz=a, 
V-71 

y se leerá: "el límite de z. cuando v tiende a l, es a . ' , 
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16. Teoremas sobre límites. En el cálculo del límite de una fun
ción tienen aplicación los teoremas siguientes. Las demostraciones se 
darán en el Artículo 20 . 

Supongamos que u, v y w sean funciones de una variable x y que 

lím u = A, lím v = B, lím w = c. 
",~a ",~a x~a 

Entonees son ciertas las siguientes relaciones. 

(1) 

(2) 

(3) 

lím (u + v- w) = A + B - C. 
x~a 

lím (uvw) = ABC. 
x~a 

1, u A . B 
1m - = -, SI no es cero. 
x~a V B 

En breves palabras: el límite de una suma algebraica, de un producto 
o de un cociente es igual, respectivamente, a la suma algebraica, al pro
ducto o al cociente de los límites respectivos, con tal de que, en el último 
caso, el límite del divisor no sea cero. 

Si c es una constante (independiente de x) y B no es cero, de lo 
anterior se deduce: 

(4 ) Hm (u + c) = A + c, lím cu = cA , lím ~ = ~. 
x~a x~a x~" V B 

Consideremos algunos ejemplos. 

1. Demostrar q ue l i m (x 2 + 4 x) = 12. 
x~2 

Demostración. La f unción dada es la suma de X2 y 4 x. En primer lugar 
hallaremos lo s li mites de estas dos funciones. 

Segú n (2). 

Seg ún (4). 

lim X2 = 4. p uesto q ue xc = x·x. 
x~2 

lim 4x=4 lim x = 8. 
:t ~ 2 x~2 

Luego. seg ún (1). el limite bu scado es 4 + 8 = 12. 

2. "Demostrar q ue l im Z2 - 9 = _ 2.. 
z~2 z +2 4 

Demostración. Co nside rand o el num erador. lim (Z2 - 9) = - 5. según 
2~2 

(2) Y (4). E n cuanto al denominador . li m (z + 2) = 4 . Lu ego. de (3). 
2~~ 

tenemos el resultado buscado. 

17. Funciones continuas y discontinuas. En el ejemplo 1 del 
Artículo 16 , donde se demostró que 

lím (X2 + 4 x) 12, 
x-;'2 
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18 CALCULO DIFERENCIAL 

observamos que la solución es el valor de la función para x = 2 ; es 
decir, el valor límite de la función cuando x tiende a 2 es igual al valor 
de la función para x = 2. En este caso decimcs que la función es 
continua para x = 2. La definición general es la siguiente: 

DEFINICIÓN. Se dice que una función f(x) es continua para x = a 
si el límite de la función, cuando x tiende a a, es igual al valor de 
la función para x = a. En símbolos, si 

lím ¡(x) = ¡(a), 
X-7a 

entonces f (x) es continua para x = a. 
Se dice que la función es discontinua para x = a si no se satisface 

esta condición. 
Llamamos la atención de los dos casos siguientes, que se presentan 

frecuentemente. 

CASO l. Como ejemplo sencillo de una función que es continua 
para un valor particular de la variable, consideremos la. función 

X2 - 4 
f(x) = - -o 

x - 2 

Para x = 1, f e x) = fe 1) = 3. Además, si x tiende al, la fun
ción f(x) tiende a. 3 como límite (Art. 16). Luego la función es 
continua para x = 1 . 

CASO n. La definición de función continua supone que la función 
está definida para x = a . Sin embargo, si este no es el caso, a veces 
es posible asignar a la función tal valor para x = a que la condición de 
continuidad se satisfaga. En estos casos se aplica el siguiente teorema: 

Teorema. Si f (x) no está definida para x = a, pero 

lím ¡(x) = B, 
X-7 a 

entonces fex) será·-continua para x = a, si se toma como valor de f ( x) 
para x = a el valor B. 

Así, por ejemplo, la función 

X2 - 4 

x-2 

no está definida para x = 2 (puesto que entonces habría división por 
cero ) . Pero para todo otro valor de x 

x~ - 4 
x_2=x-l-2; 
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VARIABLES, FUNCIONES Y LIMITE S 

lím (x + 2) = 4; 
:<-72 

X2 - 4 
lím --- = 4. 
:<-72 x - 2 

19 

Aunque la función no está definida para x = 2, si arbitrariamente 
asignamos a ella para x = 2 el valor 4, se hace continua para este 
valor. 

Se dice que una función f (x) es cont1'nua en un intervalo cuando es 
continua para todos los valores de x dentro de este intervalo. * 

En el Cálculo diferencial e integral, es frecuente tener que calcular 
el límite de una función de la variable v, cuando v tiende a un valor a 
situado en un intervalo donde la función es continua. En este caso el 
límite de la función es el valor de la función para , v = a. 

18. Infinito (00). Si el valor numérico de una variable v llega a 
ser y permanece mayor que cualquier número positivo asignado de 
antemano, por grande que éste sea, decimos qlle v se vuelve infinita . 
Si v toma solamente valores positivos, se hace infinita positivamente; 
si solamente toma valores negativos, se hace infinita negativamente. 
La notación que se emplea para los t res casos es 

lím v = 00, Iím v = + 00, lím v = - 00 

En estos casos v no se aproxima a un límite, según la definición del 
Artíct:lo 14 . La notación lím v = 00 , o V-7oo • debe leE' rse "v se 
vuelve infinita" y no "v se aproxima al infinito" ** 

Con esta notación podemos escribir , por ejemplo, 

1
, 1 
lm- = oo, 

"'-70 x 

significando que ~ se hace infinito cuando x tiende a cero. 
x 

En este libro trataremos solamente funciones que son, en general. conti 
nuas, es decir , que so n co ntinuas para todos los va lores de x , con la posible 
excepción de ciertos valores aislados; se sobrentiende que, en general. nuestros 
resu ltados son vál idos solamente para aq uel los valores de x para los cuales la 
función que se considera es realmente continua, 

** A causa d e la notación y para mayor uniformidad. a veces la expresión 
U-7+ 00 se lee" u tiende al límite más infinito " . De igual manera U-7 - 00 

se lee" u tien'de al límite menos infinito " y U-7oo se lee " u, en valor numé
rico, tiende al límite infinito". 

Es ta fraseología es cómoda , pero el lector no debe olvidar que el infinit o no 
es un límite , puesto que el infinito no es un número. 
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Según el Artículo 17 , es evidente que si 

lím f(x) = 00 , 
x -,)a 

0S dccir, si f (x) se hace infinita cuando x tiende a a, entoncc;; f (x) es 
discontinua para x = a . 

Una función puede tender hacia un lími te cuando la. variable inde
pendien te se hacc infinit.a . Por ejemplo, 

lím ~ = o. 
x-,)oo X 

En general, si f (x) tiende al valor constante A como límite 
cuando x-,) 00 , empleamos la notación del Artículo 17 y escribimos 

lím f(x) = A . 
x -,)"-

Ciertof' límite:;: particulares que se presentan frecuentemente se dan 
a continuación. La constante e no es cero. 

Escrito en forma de límites Forma abreuiada. fr ec u ent emente usada 

(1 ) lím .!:... = e 
00 00 

,'-,)0 v O 

(2) lím 
'/"-,)00 

cv = 00 c · 00 00 

(3 ) lím ...!!... = 
00 

00 00 
,.-,)", e e 

(4 ) lím .!:... = O. .!:... = O. 
/"-,) 00 V 00 

Estos límites particulares Ron ú t.ilef' pa ra hallar el límite del cociente 
de dof' polinomios cuando la variable se hace infinita . E l siguif'nte 
ejemplo ilustrará el método . 

EJEMPLO IL USTR ATIVO. D emostrar que lím 2 x
3 

- 3 XZ + 4 = _ ~. 
x-,) 00 5 x - X2 - 7 x 3 7 

Demostración. Di v ídanse el numerador y el denominador por x 3 • que es 
la mayor ' potencia de x que entra en la fracción . Entonces tenemos: 

lím 2 x 3 - 3 X2 + 4 
",-,) oC 5 x - X2 - 7 x 3 

2-2. -I- '± 
= l ím x ' x

3 

x-,)oo2. _ ~_7 
X2 x 

El l ímite de cada término que contiene a x. tanto en el numerador como en el 
denominador del segundo miembro. es cero. de acuerdo con (4). Por consi
gui ente. se obtiene la solución aplicando las fórmulas (1) y (3 ) del Artículo 16. 
En cualquier caso análogo se procede . por lo tanto. como sigue: 

Se diuiden numerador y d enominador por la mayor potencia de la uariable 
que entre en la fracci ón. 
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Si u y v son funciones de x, y

lím u = A,
"'-7a

lírn v = O,
"'-7 u

r" f (x) es
y A no es igual a cero, entonces

uble inde-
lím ~ = 00
"'-7a v

Esta fórmula resuelve el caso excepcional de (3), del Artículo 16 I

cuanclo B = O Y A no es cero. Véase también el Artículo 20.

mo límit.e
escribimos

PROBLEMAS

Demostrar cada una de las siguientes igualdades:

mente usada Demostración.

2. - 2
5-2x2 x2

lím = lím --o
X-7",,3x+5x2 x-7",,1.+5

x

[Dividiendo numerador y denominador por X2.]

el cociente
1 siguiente

El límite de cada término conteniendo a x. en el numerador y en el denomi-
nador. es cero. de acuerdo con (4). Aplicando (1) y (3) del Artículo 16 se
obtiene la solución.

=-~
7

2. lím 4x+5 =2. 7. lím ax' + b x? + e = O.
%-700 2 x + 3 X-7'" d x? + ex3 + fx

3. lím 4 (2 + 3 (+ 2 1 8. lím ax' + b x? + e = oo.
t-70 (3 +2 t r-: 6 T X-7oo dx3+ex2+fx+g

4. lím x2h + 3 xh? + h3 X 9. lím s'-a4=2a2.
/1.-70- 2 xh + 5 h2 -1' 8-7a,S2 - a2

•' 5. lím 6 x3 - 5 x2 + 3 = 3. 10 . lím x2 + x - 6 = 2.. .
%-700 2 x3 + 4 x - 7 ",-72 x2 - 4 4

6. lím (2 z + 3 k) 3 - 4 k2z =1. 11. lím 4 y2 - 3 = O.
k-70 2 z (2 z - k) 2 -7002y3+3y2

r x3• que es

r como en el
Por consi-

Artículo 16.

12. l í m 3 h + 2 xh2 + x2h3 = __ 1_
"-7'" 4-3xh-2x3h3 2x

e la variable

13. l í m aox" + a¡x"b-l + '" +an e o

:<-700 box" + b¡Xn.-l + .,. + b« = bu .
14. lím aox" + a¡xn-1 + ... + an an

%-70 t-ox1t + b i x" 1 + O" + b « bn.

http://carlos2524.jimdo.com/



22 CALCULO DIFERENCIAL 

(n = número entero y posit ivo . ) 

. V x + h - ,/~ I 
16 . 11m =--

h---70 h 2 V~· 

Demostración. No se p ued e hallar el limite su st itu ye nd o h = O, porque se 

obtiene la fo rma indeterminad a ~ (A rt. 12). P or esta ra zó n hay que trans
O 

fo rmar la exp resión d e una m a nera convenie nte, como se indica abajo, a saber, 
rac io nali za nd o el num era dor. 

V x + h - V-; V x + h + V-; X _ 
h ~+vx 

P or tanto , 
. V x+ h - V-; 

11m = lim ---
h---7 0 h 11---70 Vrl-h + V-; 2V-; 

17. Dado f(x) = x 2 , demostrar que 

lim r(x+h)--f(x~ =2 x . 
h---7 0 h 

18. Dado f (x ) = ax 2 + bx + c. demostrar que 

lím f(x+h ) - f(x) = 2ax+b. 
h---70 h 

19. Dddo f (x) = ~ d emostrar q ue 
x 

¡ím f(x+h)-f(x) 
h---70 ' h -;z . 

20. Si f (x) = x 3 , hallar 

lím f(x +h ) - f(x) 
h---70 h 

19. Infinitésimos. Una variable v que tiende a cero se llama un 
infi:nitésimo. Simbólicamente se escribe (Art. 14) 

lím v = O o v ---7 O , 

Y quiere decir que el valor numérico de v llega a ser, y permanece, 
menor que cualquier número positivo asignado de antemano, por 
pequeño que sea. 

Si lím v = l, entonces lím (v - l) = O; es decir, la diferencia 
entre una variable y su límite es un infinitésimo . 

Recíprocamente, si la diferencia entre una variable y una constante 
es un infinitésimo, entonces la constante es el limite de la variable . 
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20. Teoremas relativos a infinitésimos y límites. En las siguientes 
consideraciones todas las variables se suponen funciones de la misma 
variable independiente, y, además, que tienden a sus límites respec
tivos cuando esta variable tiende a un valor fijo a . La constante E es 
un núraero positivo asignado de antemano, tn,n pequeño como se 
quiera, pero no cero. 

En primer lugar demostraremos cuatro teoremas sobre infinitésimos. 

1 . La suma algebraica de n infinitésimos, siendo n un número 
finito, es otro infinitésimo. 

En efecto, el valor numérico de la suma llegará a ser, y permane
cerá, menor que E cuando el valor numérico de cada infini tésimo llega 

E 
a ser, y permanece, menor que n . 

II . El producto de una constante c por un infinitésimo es otro infi
nitésimo. 

EH efecto , el valor numérico del producto será menor que E cuando 

el valor numérico del infinitésimo sea menor que I~I . 

III . El producto de un número finito n de infinitésimos es otro 
infinitésimo. 

En efecto, el valor numérico del producto llegará a ser, y perma
necerá, menor que E cuando el valor numérico de cada infinitésimo 
llega a ser, y perma.nece, menor aue la raíz n de E . 

IV. Si lím de v = l Y l no es cero, entonces el cociente de un 1:nfini
tésimo i dividido por v es también un infinitésimo. 

En efecto, podemos elegir un número positivo c , numéricamente 
menor que l, tal que el valor numérico de v llega a ser, y perma
nece, mayor que c, y también tal que el valor numérico de i llega a 
ser, y permanece, menor que CE. Entonces el valor numérico del 
cociente llegará a ser, y permanecerá, menor que E. 

Demostraciones de los teoremas del Artículo 16. Sea 

(1 ) u-A=i, v-B=j, w-C=k. 

Entonces i, j, k son funciones de x, y cada una tiende a cero 
cuando x -7 a; es decir, son infinitésimos (Art. 19). De las igual
dades (1) obtenemos 

(2) u + v - w - (A + B - C) = i + j - k . 
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El segundo miembro es un infinitésimo ::egún el teorema l. Luego, 
según el Artículo 19, 

(3 ) lím (u + v - w) = A + B - c. 
x~a 

Según (1) t.enemos u = A + i, v = B + j. Multiplicando y trans
poniendo AB resulta: 

(4) uv - AB = Aj + Bi + ij. 
Según los teoremas I a III que hemos demostrado, el segundo miembro 
es un infinitésimo . Luego, 

(5 ) lím uv = AB. 
x~a 

La demostración se extiende fácilmente al producto uvw. 
En fin, podemos escribir, 

(6 ) 
u 
v 

A A+ i A Bi - Aj 
B = B + j - B = B (B + j) . 

El numerador es un infinitésimo según los teoremas I y II. Según 
(3) Y (4), lím B (B + j) = B2 . Según el teorema IV, el segundo 
miembro de (6) es un infinitésimo y, por lo tanto, 

(7 ) lím ~ = .!l. 
x~a v B 

Luego las proposiciones del Artículo 16 están demostradas. 
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CAPITULO III 

DERIVACION 

21. Introducción. En este capítulo vamos a investigar cómo varía 
el valor de una función al variar la variable independiente. El proble
ma fundamental del Cálculo diferencial es el de establecer con toda 
precisión una medida de esta variación. La investigación de problemas 
de esta índole, problemas que trataban de magnitudes que variaban de 
una manera continua, llevó a Newton * al descubrimiento de los prin
cipios fundamentales del Cálculo infinitesimal, el instrumento científico 
más poderoso del matemático moderno. 

22. Incrementos. El incremento de una variable que pasa de un 
valor numérico a otro es la diferencia que se obtiene restando el valor 
inicial del valor final. Un incremento de x se representa por el símbo
lo ~x, que se lee "delta x' '. El estudiante no debe leer este símbolo 
, , delta veces x' , 

Es evidente que el incremento puede ser positivo o negativo, ** 
según que la variable aumente o disminuya al cambiar de valor. 
Asimismo, 

~y 

~cp 

~f(x) 

significa incremento de y, 

significa incremento de cp 1 

sig?ifica incremento de f (x), etc. 

" El célebre matemático y físico inglés Isaac Newton (1642-1727) ha sido 
uno de los genios más grandes que han existido. Desarrolló la ciencia del Cálculo 
diferencial e integral bajo el nombre de fluxiones. Aunque Newton descubrió 
y empleó la nueva ciencia desde 1670, su primera obra publicada que la exhibe 
está fechada en 1687, teniendo el título " Philosophiae Naturalis Principia Ma
thematica". Esta es la obra principal de Newton. De ella dijo Laplace: 
" Siempre pe!manecerá preeminente sobre todas las otras producciones de 1.1 
mente humana." 

** Algunos autores al incremento negatilJo le llaman" decremento". 

http://carlos2524.jimdo.com/



26 CALCULO DIFERENCIAL 

Si en y = f (x) la variable independiente x toma un incremento ~x , 
entonces ~y indicará el incremento correspondiente de la función f (x) 
(o sea, de la variable dependiente y). 

El incremento ~y siempre ha de contarse desde el valor inicial defi
nido de y, que corresponde al valor inicial arbitrariamente fijado de x 
desde el cual se cuenta el incremento ~x. Por ejemplo, consideremos 
la función 

Si tomamos x = 10 como valor in icial de x, est.o fija y = 100 
corno valor inicial de y. 

Supongamos que x aumenta hasta x = 12, es decir , ~x = 2 ; 

entonces y aumenta hasta y = 144, y ~y = 44 . 

Si se supone que x decrece hasta x = 9, es dec'ir, ~x = -1 ; 

entonces y decrece hasta y = 81 , y ~y =-19. 

En este ejemplo, y aumenta cuando x aumenta, y y decrece cuan~ 
do x decrece. Los valores correspondientes de ~x y ~y tienen un 
mismo signo. Puede acontecer que y decrezca cuando x aumenta, o 
viceversa; ~x y ~y tendrán entonces signos contrarios. 

23. Comparación de incrementos. Consideremos la función 

(1 ) . y = X2. 

Supongamos que x tiene un valor inicial fijo y le damos después un 
incremento ~x . Entonces y tomará un incremento correspondiente ~y, 
y tendremos: 

y + ~y = (x + ~xr, 
o sea, y + ~y = X2 + 2 x· ~x + (~X)2. 

Restando (1), Y = X2 

(2) 

obtenemos el incremento ~y en función de x y ~x. 
Para hallar la razón de los incrementos, basta dividir los dos 

miembros de (2) por ~x, y resulta: 

~~= 2 x + ~x. 
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DERIVACION

remento Óx,

función f (x)
Si el valor de x es 4, es claro (Art. 16) que

l1y
lím - = 8.

6x---;>0 ÓX

Observemos ahora con cuidado, mediante una tabla, cómo se
comporta la razón de los incrementos de x y de y cuando el incre-
mento de x decrece.

r inicial defi-
e fijado de x
consideremos

fija y = 100
Valor Valor Incremento Valor Valor \ Incremento 1'1!J

inicial de x final de x 1'1x inicial de !J final de !J 1'1!J 1'1x

4 5.0 1.0 16 25 9 9
4 4.8 0.8 ; 16 23.04 7.04 8.8
4 4.6 0.6 16 21. 16 5.16 8.6
4 4.4 0.4 16 19.36 3.36 8.4
4 4.2 0.2 16 17.64 1.64 8.2
4 4.1 0.1 16 16.81 0.81 8.1
4 4.01 0.01 I 16 16.0801 0.0801 8.01

, Ó."C = 2;

Óy = 44.

Esta tabla pone de manifiesto que al decrecer -Óx también dismi-
nuye -Óy, mientras que la razón de los dos incrementos toma los
valores sucesivos 9, 8,8, 8,6, 8,4, 8,2, 8,1, 8,01. Esta sucesión

de '.'al ores nos dice que podemos hacer que el valor de la razón ~~ sea

tan próximo a 8 corno deseemos con sólo tornar a -Óx suficientemente
pequeño. Luego,

, Óx = -1;

Óy=-19.

ecrece cuan-
y tienen un
aumenta, o

nción ~lím -...1!.. = 8.
6x---;>0 I1x

24. Derivada de una función de una variable. La definición fun-
damental del Cálculo diferencial es la siguiente:

La derivada * de una función es el límite de la Tazón del incremento
de la función al incremento de la variable independiente cuando éste
tiende a cero.

s después un
ondiente Óy,

idir los dos

Cuando el límite de esta razón existe , se dice que la función es
deriooble o que tiene derivada.

La definición puede darse mediante símbolos, en la forma siguiente:
Dada la función

(1) y =f(x),

consideremos un valor inicial fijo de z .

•. Llamada ta mb ié n coeficiente diferencial o función derivada.

27
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28 CALCULO DIFERENCIAL 

Demos a x un incremento ~x; entonces obtenernos para la función 
y un incremento ~y, siendo el valor final de la función 

(2) y + ~y = f (x + ~x) . 
Para hallar el incremento de la función, restarnos (1) de (2); se 

obtiene 

(3) ~y = f (x + Sx) - f (x) 

Dividiendo los dos miembros por ~x, incremento de la variable 
independiente, resulta: 

(4 ) 
~y f(x+~x) - f(x) 
~x ~x 

El límite del segundo miembro cuando ~X-70 es, por definición, 
la derivada de f( x), o sea, según (1), de y, y se representa por el 

dy 
símbolo dx. Luego, la igualdad 

(A) dy = lím ¡(x + ~x) - ¡(x) 
dx 6 X-70 ~x 

define la derivada de y ro de f ( x) 1 con respecto a x. 
De (4) obtenemos también 

dy _ lím ~y. 
dx - 6 X-70 ~x 

Asimismo , si u es función de t, entonces, 

du ~u . 
dt = 6~í~0 ~t = derIvada de u con respecto a t. 

La operación de hallar la derivada de una función se llama derivación. 

25. Símbolos para representar las derivadas. Puesto que l1y y I1x 
son siempre cantidades finitas y tienen valores definidos, la expresión 

es una verdadera fracción. Pero el símbolo 

dy 
dx 

ha de mirarse no como una fracción, sino como el valor límite de una f?"ac
ción. En muchos casos veremos que este símbolo sí tiene propiedades de 
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DERIVACION 29 

fracción, y más adelante demostraremos el significado-que puede atri

buirse a dy y dx, pero, por ahora, el símbolo ~; ha de considerarse 

como conjunto. 
Puesto que, en general, la derivada de una función de x es también 

función de x, se emplea también el símbolo J' (x) para representar la 
derivada de j(x). Luego, si 

podemos escribir la igualdad 
y=j(x), 

dy = J' (x) 
dx ' 

que se lee "la derivada de y con respecto a x es igual a j prima 
de x" El símbolo 

d 
dx' 

considerado por sí mismo, se llama operador derivada; indica que 
toda función que se escriba después de él ha de derivarse con respecto 
a x. Así, 

dy d 
- (1 - y indica la derivada de y con respecto a x; 
dx dx 

ix f (x) indica la derivada de j (x) con respecto a x; 

d~ (2 x2+5) indica la derivada de 2 x2+5 con respecto a x. 

El símbolo y es una forma abreviada de ~~ . 
d 

El símbolo Dx se emplea por algunos autores en lugar de dx Llle-

go, si 
y=j(x), 

podem-os escribir las identidades 

dy d d 
y' = - = -y =- j(x) = Dxj(x) = j'(X). 

dx dx dx 

Debe hacerse hincapié en esto: en el paso esencial de hacer que 
t1x~O, la variable es t1x y no x. El valor de x se supone fijo desde 
el principio. Para hacer resaltar que x = Xo desde el principio hasta el 
fin, podemos escribir: 

J' (xo) = Hm j(xo + t1x) - j(Xo) 
6x~O t1x 
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30 CALCULO DIFERENCIAL 

26. Funciones derivables. De la teoría de los límites se deduce 
que si existe la derivada de una función para cierto valor de la variable 
independiente, la función misma debe ser continua para aquel valor de 
la variable. 

Sin embargo, la recíproca no es siempre cierta: se han descubierto 
funciones que son continuas y, a pesar de eso, no t ienen derivada. 
Pero tales funciones no son frecuentes en las Matemáticas aplicadas, 
yen este libro se consideran solamente las funciones derivables, es decir, 
las funciones que tienen derivada para todos los valores de la variable 
independiente, con excepción, a lo más, de valores aislados. 

27. Regla general para la derivación. 
derivada se puede ver que el procedimiento 
y = f (x) comprende los siguientes pasos: 

Según la definición de 
para derivar una función 

REGLA GENERAL PARA LA DERIVACIóN 

PRIMER PASO. Se sustituye en la función x por x + !::..x, y se 
calcula el nuevo valor de la función y + /1y . 

SEGUNDO PASO . Se resta el valor dado de la función del nuevo valor 
y se obtiene /1y ( incremento de la función ) . 

TEIWEH PASO. Se divide /1y ( incremento de la función ) por /1x 
(1:ncremento de la variable independiente) . 

CUARTO PASO. Be calcula el límite de este cociente cuando llx 
( incremento de la variable independiente) t'iende a cero. El límite así 
hn'uado es la den:vada buscada . 

El estudiante debe familiarizarse con esta regla, aplicando el pro
cedimiento a muchos ejemplos . La resolución detallada de tres de 
estos ejemplos se da a continuación. Nótese que los teoremas del 
Artículo 16 se emplean en el cuarto paso, manteniéndose x constante . 

EJEMPLO 1. Hal lar la derivada de la f un ción 3 X2 + 5. 

Resolución. Ap l icando los pasos s ucesi vos de la regla ge neral, obtenemos, 
después de h acer 

y = 3 X2 + 5, 

Pri mer paso. y + Ay = 3 (x + 1'1 x ) 2 + 5 
= 3 X2 + 6 x· 1'1 x + 3 (1'1 x ) 2 + 5, 

Segundo paso. y + l'1y = 3 x2+6 x.l'1x+ 3 (l'1x) 2 + 5 
y - 3 X2 + 5 

1'1 y = 6x'l'1x+3(óX)2 
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Tercer paso. 

Cuarto paso. 

o bien, 

EJEMPLO 2. 

DERIVACION 

11/j = 6 x + 3.l1x . 
I1x 

31 

En el segundo m iembro haga m os I1x----;'O. Seg ún CA) re
sul ta : 

d/j = 6 x . 
dx 

/j' = ~ (3 X2 + 5)'-~ 6 x. 
dx 

Hallar la der i vada de x 3 - 2 x + 7 . 

Resol ución. Hagamos /j = x 3 - 2 x + 7. 

Primer paso. 

Segundo paso. 

Tercer paso. 

Cuart o paso. 

o bi e n , 

EJEM PLO 3. 

Resol ución. 

Primer paso . 

Segundo paso . 

Tercer paso. 

Cuarto paso. 

/j + 11/j = (x + I1x) 3 - 2 (x + I1x) + 7 

= x 3+3 X2 'l1x+3 x. ( l1x ) 2 + (l1x) 3- 2 x-2 .l1x+ 7. 

/j + 11/j = x 3 +3 X2 .l1x+ 3 x. (l1x) 2+ (l1x) 3-2 x - 2.l1x+7 

/j = x 3 - 2 x +7 

11/j = 

11/j =3 x 2+3 x.l1x+(l1x)2-2. 
I1x 

- 2·l1x 

En el se g undo mi em bro hagam os I1x----;'O. Según (A) ten 
dremos: 

'.!J¿=3x 2 - 2. 
dx 

y' = ~ ( x 3 - 2 x + 7) = 3 X2 - 2 . 
dx 

Ha l lar la deri vada d e la función c ? 
Hagamos y = -~ . 

X2 

/j + l1y = C 
(x + l1x)2 

y + 11/j = c 
(x + I1x) 2 

y 

11 _ c 
y - -:-( x--:+---;-I1-x -'-) -;:2 

11/j = -e 2 x + I1x 
I1x X2 (x + I1x) 2 

- c ·l1x (2 x + I1x) 
x2(x+l1x)2 

En e l segu n do miembro hagamos I1x ----;'O. Según (A) ten 
dremos : 

d/j = _c.~ =_ ~. 
dx X2(X)2 x 3 [ /_ d(C) _ 2e ] 

/j - d x X2 - - x 3 ' 
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32 CALCULO DIFERENCIAL

PROBLEMAS . Procedamos ahora a deri
a interpretar cada paso gE
punto P (x, y) de la curva,
también de la curva y cerca

Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones usando la regla
general.

lo y=2-3 x . Sol. y' = -3. 16. 1 dy=_ 2xy=--.
2. y=mx+b. y' = m. x2+a2 dx {x2+(2)2

3. y=ax2. y'=2ax. 17. x «v : l-x2

s =2 (_(2. s' = 2-2 t.
Y = x2+1 . dx (x2+1)24.

5. q=c x" . y'=3cx2. 18. x2 «v : 8x
y =4-x2' dx (4-X2)2

6. y =3 x-x3. y' = 3-3 x2.

u=4 v2+2 v3. u'=8v+6v2.
19. y = 3 x2 - 4 x - 5.7.

y' = 4 x3.
20. s = a(2 + bt + e.8. y=x'.

2 dQ = ___ 2_
2lo u = 2 v3 - 3 v2.

9. Q=--.0+1 dO (8+1)2 22. Y = ax3 + bx? + ex + d.

10. 3 d u __ 6x 23. (a-bO)2.y=--. Q=
x2+2 dx (x2+2) 2

t+4 ~= 4 24. y= (2 - x) (l-2x).
1lo S=-.

t dt t2 25. y= (Ax + B) (Cx+D).

12. 1 dy = 2 26. (a+bt)3.y=I-2x' s =
dx (l--2x) 2

O dQ = 2 27. x
13. Q=--.

(0+2) 2'
y=~+bX2'

0+2 dO

At+B ds AD-BC 28. a + b x?14, s=--· (j(-
y=---.

Ct+D (Ct+D) 2 x2

15. x3+1 r!:l = 2 x __ 1_. 29. x2
y=--. y = a + bX2'x dx x2

PRIMJ.:H. PASO. y+L

y+L
y

SEGUNDO PA •.O.

TERCER PASO.

Con este paso vemos que la
a la pendiente de la secante

P (x, y)

en la gráfica de f( x) .
Examinemos el sentido g

sidera el valor de x como fi;
Asimismo , ~:l: varía tendie
punto Q ha de moverse a u
posición limite Luego la s
corno lím ite la tangon te en

28. Interpretación geométrica de la derivada. Ahora vamos a
considerar un teorema que es fundamental en todas las aplicaciones

del Cálculo diferencial a la Geometría.
Primero es necesario recordar la definición
de tangente a una curva en un punto P de
la misma, Supongamos una secante que
pase por P y un punto próximo Q de la
curva (fig. 6). Hagamos que el punto Q
se mueva sobre la curva aproximándose
indefinidamente a P: La secante girará
alrededor de P, y su posición límite es,

por definición, la tangente a la curva en P. Consideremos ahora la gráfica
de la función f (x) , o sea, la curva AB (fig. 6) , dada porla ecuación

</> = inclin

7 = inclin

A

Luego lím </> _. Suponi
6.1'---70

(véase el Art , 70), tenemo

dy _
d~-CUARTO PAi-iO.

y

N xo

Fig. 6

Así hemos establecido el im

(1) y=f(x).

Teorema. El valor de le
iqual. a la pendietue de la tal
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DERIVACION 33 

. Procedamos ahora a derivar la función ( 1) según la regla general y 
a in terpl'etar cada paso geométricamente. P ara ello pscogemoR un 
punto P(x, y) de la curva, y un segundo punt.o QCx + ¡}. :r, y + ¡}.y), 
también de la curva y cercano a P. 

PRIMIC]i PASO. Y + ¡\y = f( x + ¡}.:r) =NQ 

=NQ S~iGUNDO PASO . Y + ¡}. y = f(x + ¡}.x) 

TERCER PASO . 

y = f(x) =ll1P = N R 

¡}.Y = ;(x + ¡\x) - f (x) ;= RQ 

¡}.y _ f(x + ¡}.x) - f(x) RQ RQ 
¡}.X - ¡}.x = MÑ = PR 

= tg L RPQ = tg 1> 

= pendiente de la secante PQ . 

Con cRLe pa:;;o vemos que la raz<'m de los incrementos ¡}.y y ¡}.x AS i¡!;ual 
a la pendien te de la secante determinada por IOR puntaR 

P (x, y ) y Q(x + ¡}.x, y + ¡}.y) 

en la gráfica de f(x). 
Examinemos el sentido geométrico del cuarto paso. Ahora se con

sidera. el valor d(' x como fijo. Luego P es un punto fijo de la gráfica . 
Asimismo, ¡}. :¡: varía tendiendo a cero. Por tanto, eviclent(,ll1enLP, p. l 
punLo Q ha de moverse a lo largo de la curva y aproximarse a P como 
posición líll1il e. Luego la secctnte PQ girará alrededor de P y tendrá 
CO!rlO límite la tal1g(~ntc en P . ¡';n la figura, 

cp = inclinación de la secante PO, 
:- = inclinaci<Ín de la t.angente P'l'. 

Luego lím 1> _. Suponiendo :¡ue Lg 1> es \lna fllllciún c;)ntinll:t 
6..1" ----;. u 

(véase el Art. 70), tenemos: 

-dd~ = f I ( x) = Iím tg 1> = t g :- , 
X 6 :1: ----7 0 

CUAR'!'O PASO. 

= pendiente de la tangente en P . 

Así hemos establecido el importante teorema siguien te : 

Teorema. El valor de la derivada en cualq¡úer punto de ¡¿na c¡¿rva. es 
1·gual a la pend1·ente de la tangente a la cu rva en w¡uel punto . 
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14 CALCULO DIFERENCIAL [

Este problema de la t.angente llevó a Leibnitz * al descubrimiento
del Cálculo diferencial.

6. Hallar el punto de la cur
tangente es de 45°.

EJ ElvIPLO. Hallar las pendientes de las tangentes a la parábola y = x2

(fig. 7) en el vértice y en el punto de a bscisa x = Yz .

7. En la curva y = ;(3 + )
paralela a la recta y = 4 x .

Solución. Derivando según la regla general (Arr. 27)
resulta:

(2) dy = 2 x = pendiente de la tangente en cualquier
dx

punto (x, y) de la curva.
Para hallar la pendiente de la tangente en el vértice,

bastará sustituir x = O en (2), obteniendo:

E n cada uno de los tres sig u ier
sección del par de curvas dado; 1
a cada curva, y el ángulo forma
sección (véase (2) del Artículo

o x dy = O.
dx

8. y=l-x2, Sol.

y = x2 - 1,

9. Y = x2,

X - Y + 2 = O.
Fig. 7

11. Hallar el ángulo de las C1

de intersección (3, 3).
Luego la pendiente de la tangente en el vértice es cero;

es decir, la tangente es paralela al eje de las x , y en este caso coincide con él.
Para hallar la pendiente de la tangente en el punto P, de ahscisa x = Yz '

bastará s u st it u i r x = Yz en (2). Se obtiene:

dy = l :
dx '

es de cir , la tangente en el punto P forma con el eje de las x un a n g ul o de 45".

PROBLEMAS

Aplicando las derivadas hallar la pendiente y la inclinación de la tangente a
cada una de las curvas siguientes en el punto cuya absc isa se indica. Verificar el
res u l t ad o r ra z.an do la curva y la tangente,

1. Y x2 - 2, s ie n do x .. 1.

2. lJ 2x - Yz x2, s ie n do x 3.

3. 4 siendo 2.y - x-l x =

4. Id = 3 + 3 x - x3• siendo x = - J.

5. Y = x3 - 3 x2, siendo x = 1.

So!' 2; 63" 26'.

Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) nació en Le ipz ig . Su gran
talento se manifestó con investigaciones originales en varios ramos de la Ciencia
y de la Filosofía, Fué el primero que publicó sus descubrimientos de Cálculo
infinitesimal en un breve ensayo que apareció en la revista Acta Eru d i t or um .
de Leipzig. en 1684. Se sabe, no obstan te, que ya existían manuscritos de
Ne w to n sobre las" fluxiones", y algunos hi si or i.idores creen que Leibnitz
recibió las nuevas ideas de aquéllos. Actualmente se cree, a lo que parece, que
Ne w to n y Leibnitz inventaron el Cálculo inf in ite si mal independientemente
el uno del otro. La notación que hoy se usa es la que Le ibn itz introdujo.
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6. Hallar el p un to de la cu rva y = 'í x - X 2 en el qu e la inclinaci ó n de la 
tan ge nte es de 45° . S ol . (2, 6 ) . 

7. En la cur va y = x 3 + x h allar los puntos en los que la tangente es 
paral ela a la recta y = 4 x. Sol . (1. 2) . (-1. -2) . 

E n cada uno de los tres siguientes problemas hallar: a) los puntos de intei. 
sección del par de curvas dado; b) la pendiente y la inclinación de la tallgente 
a cada curva, y el ángulo formado por las tangentes. en cada punto de inter
sección (véase (2) del Artículo 3) . 

8. y=l-x2 , 

y = X2 - 1. 

9. Y = X2. 

X - !J + 2 = O. 

Sol. Angulo de intersección arc tg % 

10. !J = x 3 - 3 x. 

2 x +!J "" O. 

53° 8'. 

11. Hallar el ángulo de las curvas 9!J - x 3 y !J - 6 + 8 x - x 3 en el punto 
de intersección (3, 3). Sol. 21° 27'. 
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CAPITULO IV 

REGLAS PARA DERIVAR FUNCIONES ALGEBRAICAS 

29. Importancia de la regla general. La regla general para 
derivación, dada en el Artículo 27, es fundamental, puesto que se 
deduce directamente de la definición de derivada, y es muy impor
tante que el lector se familiarice completamente con ella. Sin embargo, 
el procedimiento de aplicar la regla en la resolución de problemas es 
largo o difícil; por con¡>iguiente, se han deducido de la regla general, 
a fin de facilitar la tarea, reglas especiales para derivar ciert.as formas 
normales que se presentan con frecuencia. 

Es cómodo expresar estas reglas especiales por medio de fórmulas, 
de las cuales se da a continuación una lista . El lector no sólo debe 
aprender de memoria cada fórmula cuando se ha deducido, sino tam
bién poder enunciar en palabras la regla cOlTespondiente . 

En estas fórmulas 1l, v, w representan funciones derivables de x. 

1 

II 

III 

IV 

v 

FÓHMULAS DE 1)b~RJVAC16N 

de = O 
dx . 

d:r = 1 
dx . 

d du do dw 
- (u + v - w) = -, + - - -. 
dx dx dx dx 

d dv 
-(ev) = e-. 
dx dx 

d dv du 
- (uv) = u - + v-o 
dx dx dx 
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REG LAS PARA DERIVAR FUNCIONES ALGEBRAICAS 37 

VI 

VIa 

VII 

VIIa 

VIII 

IX 

d dv _(vn) = mi'-l -. 
dx dx 

d 
dx (xn) = nXn- l. 

du dv 
v dx -- ud; 

V
2 

du 

~ (~) = d;. 
dy dy dv 
- - - . - siendo y función de v. 
dx - dv dx' 

dy 1 
- - - siendo y función de x. dx - dx' 

dy 

30. Derivada de una constante. Si se sabe que una función tiene 
el mismo valor para cada valor de la variable independiente, esta 
función es constante, y podemos representarla por 

y = c . 

Cuando x toma un incremento .1x, el valor de la función no se 
altera j es decir, .1y = O, Y 

Ay = O 
.1x . 

Pero 
, .1y dy 

hm --=-= o. 
1\"' -70 I1x dx 

I :. ~~ = o. 

La derivada de una constante es cero. 

Este resultado se prevé fácilmente. En efecto, la gráfica de la 
ecuación y = c es una recta paralela a OX j luego su pendiente es 
cero . Y como la pendiente es el valor de la derivada (Art. 28) resulta 
que la derivada es cero. 
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38 CALCULO DIFERENCIAL 

31. Derivada de una variable con respecto a sí misma. 

Sea y = x. 

Siguiendo la regla genera.! (Art. 27), tenemos: 

PRIMER PASO. 

SEGUNDO PASO. 

TERCER PASO. 

CUARTO PASO. 

11 

y + f'..y = x + f'..x . 

f'..y = f'..x . 

f'..y = Al. 
o;¡; 

dy 
-= 1 dx . 

dx = 1. 
dx 

La derivada de una variable con respecto a sí misma es la unidad. 

Este resultado se prevé fácilmente. En efecto, la pendiente de la 
recta y = x es la unidad. 

32. Derivada de una suma. 

Sea 1! = u + v - -w . 

Según la regla general: 

PRIMER PASO. 

SEGUNDO PASO. 

y + f'..y = u + f'..u + v + f'..v - It' - f'..w. 

f'..y = f'..u + f'..v - f'..w. 

TERCElt PASO. 
f'.. y = f'..u+ f'..v _ f'..U) 
f'..x I1x f'..x f'..x· 

Ahora bien (A;-t. 24) , 

lím f'.. u = du lím f'..v = dv lím f'..1Jj = dw 
6.>:-)0 f'..x dx' 6 :1:--70 f'..x dx' 6X--70 f'..x dx . 

Luego, según (1) del Artículo 16 , 

CUARTO PASO. 
dy = du + dv_ dy; . 
dx dx dx dJ; 

III d . du dv dw 
-(u+v-- w) = -+---. dx dx dx dx 
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Una demostración semejante es válida para la suma algebraica de 
cualquier número de funciones. 

La derivada de la suma algebraica. de un n"Ílmero finito n de funciones 
es 1:gual a la suma algebraica de las derivadas de las funciones. 

33. Derivada del producto de una constante por una función. 

Sea y = cv . 

Según la regla general: 

PRIMER PASO 

SEGUNDO PASO 

TERCER PASO 

y + f1y = e (v + f1v) = cv + c/).v. 

f1y = cf1v 

f1,!/ f1v 
- =c -
f1x /).x· 

De donde, según (4) del Artículo 16, 

CUARTO PASO 

IV d dv 
- (ev) = e-. 
dx dx 

La derivada del producto de una constante por una función es 1·gual 
al producto de la constante por la derivada de la función . 

34. Derivada del producto de dos funciones. 

Sea y = uv. 

Según la regla general: 

PRIMER PASO y + f1y = (u + f1u) (v + f1v) . 

Efectuando la multiplicación: 

SEGUNDO PASO. 

TERCER PASO. 

?J + l1y = uv + uf1v + vf1u + f1uf1v. 

f1y = uf1v + vf1u + f1uf1v . 

i1y /10 f1u /).V 
-=u-+v-+/).u-. 
/).x /).x /).x /).x 
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40 CALCULO DIFERENCIAL 

Aplicandn (2) Y (4) del Artículo 16, notando que lím l1u = O, 
6X-7 0 

I1v 
y que, por tant.o, el límite del producto l1u I1x es cero, tenemo¡,;: 

CUARTO PASO. 

v 

dy = u dv + u du . 
dx dx d.l: 

d dv du 
-(uv) = u- + v-o 
dx dx dx 

T,a derivada di! un JHvdw ·to de dus funciones es igual al producto de 
la primera función por la derivuda de la segunda, más el producto de {n 
segunda por ln dr!1'1'vadn de la prirnem . 

35. Derivada·del producto de n funciones, siendo n un número fijo. 
Si se dividen am bos miembros de la fnl'mula V por <lU, se obtiene: 

.!i (uv) du dI; 

~=dx+dx. 
uv u v 

Luego, si tenemos el producto de n funciones, 

y = Vl V2' .. Vn, 
podemos escrihir 

d dl'l d - (VI I'~ . .. 11,,) - - (1'2 V;¡ ••• 1',,) 
dx = dx + (_lx ____ _ 

VI V2 ... Vn VI V2 V3 . .. Vn 

dVI dvz dV3 dv" - - - -
dx dx dx dx =-+-+-+"'+-. VI V2 V3 V" 

Multiplicando ambos miembros por VI V2 ... V'" tenemos: 

d ~ ~ 
dx(vlv2'" Vn) = (V2 V3'" Vn) dx + (VIVa'" Vn) dx + ... 

) 
dVn 

+ (VI V2 ... Vn - l dx' 

La derivada del producto de n funciones, siendo n un número finito, 
es igual a la suma de los n productos que se forman multiplicando la 
derivada de cada función por todas las otras funciones . 
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36. Derivada de la potencia de una función, siendo el exponente 
constante. Si en el resultado obtenido en el artículo anterior, cada uno 
de los n factores es igual a v, se tiene 

.!i (vn ) dv 
dx dx 
--- =n -an v ' 

VI ~ (un) -=- nUn 1 du 
dx dx· 

Cuando v = x eRl,o se convierte en 
d 

VIa dx(xn) = nxn-l. 

En esta demostración VI hemos supuesto que n es número entero 
positivo. En el Artículo 65 se demostrará que esta. fórmula. es válida 
')nra cualquier valor de n, y nos serviremos desde ahora. de est,e 
resul tado general. 

La derivada de la potencia de una función de exponente constante es 
ignal al producto del exponente por la función elevada a un exponente 
disminuido en una unidad y por la derivada de la funáón. 

Esta regla se llama, a veces, regla de potencias. 

37. Derivada de un cociente. 

Sea 
u 

y= - . 
v 

Según la regla general: 
u + L1u 

PRIMEH PASO. Y + L1y = --- . 
v + L1v 

SEGUNDO PASO. L1 _ u + L1u 
y - v + L1v 

u 
v 

L1u L1v 

TBRCER PASO. 

v--u-
L1x L1x 
1I(v+L1v) 

Aplicando 1013 teoremas del Artículo 16 : 

du dv 
v--u-

dy dx dx 
dx = v2 CUARTO PASO. 

du du 

VII .E-. (.!:..) = v;¡x - u ;¡x 
dx V v2 

(v ~ O) 

v·L1u-u·L1v 
v(v + L1v) 
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42 CALCULO DIFERENCIAL 

La derivada de un cociente de funciones es igual al producto del 
denominador por la derivada del numerador, menos el producto del nume
rador por la derivada del denominador, todo dividido por el cuadrado del 
denominador. 

Cuando el denominador es constante, basta poner v = c en VII; 
esto da: 

du 

VII a .!!...(~) = dx. 
dx e e 

ueSTO que - =- = o. l P d () ele ] 
dx dx 

Podemos también obtener VII a de IV como sigue: 

du 

:x ( ~ ) = ! ~: = :x. 
La derivada del cociente de una función d1'vidida p01' una constante es 

igual a la derivada de la función dividida por la constante . 

PROBLEMAS * 

Hallar la derivada de las sig uientes funciones: 

1. Y = x 3 • 

Solución. dy = ~ (x 3 ) = 3 X2. 
dx dx 

Según VI a 

2. y = ax 4 - bX2. 

Solución. dy = !!...- (ax4 - I>x2) = !!...- (ax 4) - ~ (bX2) 
dx dx dx dx 

según II! 

= a~ (x 4 ) - ¡,~ (X2) 
• dx dx 

seg ún IV 

= 4 ax 3 - 2 bx. Según VI a 

3. Y = x% + 5. 

Solución. dy = !!...- (x%) + _~ (5) 
dx dx dx . 

según JII 

= % x Va . Según VI a y 

* Mientras el estudiante aprende a derivar. debe recibir lección oral de 
derivación de funciones sencillas. 
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según IIr 

Seg ún IV y vr a 

5. y=(x2-3)~. 

Solución. dy = 5 (x 2 -- 3) 4~(.X2 -)) 
dx dx 

segun VI 

l () = X2 - 3 y 11 = 5. J 
=5(x2 -3)4.2x= IOx (x 2 - 3)4 

Es posible desarrollar esta función según la fórmula del hinomi0 de Newtoll 
l (3 ). Art. 11 y ento nces aplicar III. etc .. pero el procedimiento aqui dado 
es preferible. 

6. 1} = Va 2 - x2 • 

Solución. dy =.!!... (a2 _ x2)Yo=.l (a2_ xZ ) -Yo .!!... (a Z -x2) 
dx dx 2 dx 

según VI 

[() = a2 - X2 y n = l1z .1 

=..!...(a2 - x 2)-Yo(-2x) =- x 
2 V a2 - X2 

7. y = (3 x2 + 2) vi 1 + 5 X2. 

Solución. dI} = (3 x2+2)~ ( 1 +5 x 2 )v, + ( 1 +5 X2)Y, ~ (3 x2+2) 
dx dx dx 

según V 

..!... (1 + 5 X2) -Yo .!!... (l +' 5 X2) + 
2 dx 

+ (1 + 5 x2) Y, 6 x según VI. etc. 

(1 +5 x 2)-y, 5 x+6x(1 +5 x 2) y, 

5x(3x2+2) ./ 5 . 45x3 +16x 
= V 1 + 5 X2 + 6 x v 1 + X2 = V l + 5 X2 . 

a2 + X2 
y = . 

V a2 - X2 

Solución. 
(a 2 - X2) y, ~ (a 2 + X2) - (a 2 + x2) .!!... (a 2 - X2) y, 

dy = . dx dx 
dx a2 - X2 

2 x (a 2 - x2) + x (a 2 + X2) 

(a 2 - X2) % 

según VII 

[Multiplicando num erado r y denominador por (a 2 - x2»L 1 

3 a2x - x 3 

(a 2 - X2) % 
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28. y=(a+~y

29. y = X\/ II +b x .

~O. s = t V a2 +t2•

Comprobar cada una de las s ig u ie n t es derivadas.

10. s. (4 + 3 x - 2 x3) = 3- 6 x2•
dx

11. ~ (atÓ -- 5 b(3) =5 at" - 15 bt>.
dt

:z (~ - z7
7

) = Z - Z6.

31. a - xy=--.
a+x
a2 + x2

y=---.
a2 - x2

12.
32.

15.

~vv=~elu
d x 2vudx'

:x (~ - ;) = - ~ +~.
~(2t%-3 t%) =.2t~-2 t-~.
dt 3

~ (2 x% + 4 x-X) = 2. x-X - x-X.
d x 2

33. V~2
y= x

13.

14.
34. y= .. V a2 - x2

x

16. 35. r = 02V3=40.,

17. 36.

18. s: ( a + bx + cx2
) = C _ .z .

d x X x" 37.

19.
V-:; 2

y=------.
2 V-:;

dy __ 1__ I_
d x - _ /- + _/- .

4vx xvx 38. s ~ H/2 + 3 t.
"\j2-3t

20. a + bt + ct2
s = ve

d s a b 3 cve-=---+--+---.
dt 2 t Ve 2 ve 2

39. lj = .y-:¡-¡; .

21. Y = I/-¡;; + _a_ovax
dy a_ u
dx - 2,/ax 2 xV-ax

40. Y = ~ V {/~- x2•
(/

24. F (x ) = ~ 4 - 9 x.

de 1
dO = - V 1- 2O'

F'(t) = -18 t(2 - 3 t2)2.

3

Hallar la derivada de cada UI

22. e=v~_
23. F(t) = (2-3t2)3.

42. f (x) = V2x + ~3
F' (x) = 43. 2-x

y = J ~- 2.\2 .

y= .
V a2 - x2

dy x
dx = 31 •(a2 _ X2) 12

x
25. 44.

26. F (O) = (2 - 5 O) %. F'(O) =
3

y = .. V a - hx

V~
s =

27.

- 2/'
(2 - 5 IJ) 15

dy=2b(a_~).
dx x2 x

45.

46.
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28. y=(a+~t rjy = -?J>.(a + ~)2.
d x x3 x2

29. y = x\/ ({+ bx .
d Y 2 a + 3 ¡'X
dX=2v/a+'-;;

30. s = / V a2 + /2.
lis a2+2/2
di = V a2 + {2

d u 2 a
d~ = - (a +;)231. a - x.

y=-;+x

a2 + x2•
y = a2 - x2

dy _ 4 a2x
dx- (a2-x2)~32.

33. V~2
y= x

ti Y u2

"d.; = - x2V ~2 + x2

dy a2•
- = 3/'
d x (a2 _ X2) /2

d r 6 (1 - 10 (12

liH - \li 3 - 4 ()

dy _
d x -

e

34.
y = V a2 - x2

x

35. r = 02 V 3 - 4 O.

._ ..

1I - ex
36. y=\j~'

1 a2 + x2
•

y = \j a2 - x2

(l+ex)VI-e2x2

40. y = .!2- V {/2 - x2•
(/

is : 2a2x
d.x - _ ¡----

. (a2 - x2) V {/4 - x"

d s 4

'T:" (2+3/)% (2 -3/)%'

e/y = E...
dx y
d!J _ /)2.'
~,:~- - lI2~1

~

.-
d u _ _ Y
e/x - -:;.

37.

3R.
.:.. H/2 + 3 t

s-\j2_3/

+3 ,VI
2

::¡9 . lj -e- ...;-=¡-¡;; .

ax
41. ti = (a% _.. \Y<)X.

Hallar la de r iv ada de cada una de las siguientes funciones:

42. r (x ) = v'2-; + ~T;. 47. Y = x2,/ 5 - 2 x .

43. 2-x
48. y = x~ 2 + 3 x .y = I ~. 2 x2 •

X
s =~2/-J....44.

!J = V a - i: 49. /2
V a + 6/ 50. Y = (x + 2) 2V x2 + 2.45. s =

{

46.
~ a+¡,iJ 51. VI +2x

l' = lj y=~1+3x'
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En cada uno de los siguientes ejercicios. hallar el valor de dy para el valor 
dx 

dado de x. 

52. Y = (x 2 - x) 3; X = 3. 

53. Y = "';;; + Vx; x = 64. 

54. y=(2x) Y:í +(2 x)% ; x =4. 

55. !J = v' 9 + 4 x 2; X = 2. 

56. y= ; 
v' 25 - X2 

x = 3. 

57. 
v' 16 + 3 x 

y= x 
x = 3. 

58. y = xv' 8 - X2; x = 2. 

59. y=x 2 v'I+x3; x=2 . 

60 . 1J = (4 - X2) 3; X = 3. 

x~ + 2 
y = 2 -x'! ; In. .\' = 2. 

v'5-2 x 
'/ = . 
. 2 x+ l 

I 
x =-. 

2 

Sol. 540 . 

%. 

%. 

o. 
20. 

63. y= xv'3 +2x; x [=3. 

64. 

(i!j. 

/4\'+ l 
Y = \JT7=I'; 

",2 - 5 ~
-

, - . 
.1 - IV _ x"' 

x = 2. 

.\' = 3. 

32. Derivada de una función de función. A veces acontece que y 
no se define directamente como función de x, sino que se da como 
función de otra variable v que se define como función de x. En est,p. 
(~a::;o, y es función de x por int.errnedio ele 1/ , Y :;;f> lIalJla. función d.: 
f;~nr:i,¡n . 

Por ej(~fltplo, si 

y 

2/, 
Y = 1 - v~ 

entonces y es una función de función. Eliminando v podemos expre
sar y directamente como función de x, pero, en genera!, este método 

dy 
no es el mejor cuando deseamos hallar dx' 

Si y = f (v) y v = 4> (x), decimos que y es función de x por 
intermedio de v. Entonces, si damo~ a x un incremento ~x, obten
dremos para v un incremento ~v y para y un incremento correspon
diente L1y. Teniendo esto en cuenta, apliquemos la regla general de 
derivación sirnultárieamente a las dos funcione:;; 

y = f(v) y ¡; = cp(x). 
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PlUM¡';lt PASO. v+l1y=f(v+l1v)

SEGUNDO PASO. y+l1y=f(v+l1v)

y =f(v)

ara el valor v+l1v=1> (X+I1X) .

V+I1V= </> (X+I1X)

V = </> (X)o/ . 540.

7\2'

%.
%.

% •.

l1y=f(v+l1v) - f(v)

l1y _f(v+l1v)-f(v)
I1v - I1v

I1v= </> (X+I1X)-</> (X)

I1v </> (X+I1X)-</> (X)
I1x- I1x

TERCER PASO.

Los miembros de la izquierda expresan la razón del incremento de
cada función al incremento de la variable correspondiente, y los
miembros de la derecha expresan las mismas razones en otra forma.
Antes de pasar al límite, formemos el producto de las dos razones.
tomando las formas de la izquierda. Resulta:o.

20.

(B) ~~ = f'(v). </>'(x).

= 3.
l1y I1v . l1y
-. - que e$ Igual a '\x.I1v I1x' , .. L\

= l. l1y = l1y . l1.u
!1:r !1/! 11. x .

= J. ( 'l' AttT') l' A~u .
litnitr: . SI' obtiene :

Cuando ~;¡: ---70, igua Imen te 11.¡r-7(). Paliando al

dy dy dv
dx = dv' dx '

tece que y
da como

. En este
unción de

(A) Según (2), A rt , !ti

Esta igualdad puede también escribirse en la forma:

Si y = f (v) y v = </> (x) , tu derioada de y ('un respecto a x es 'igual
al producto de la derivada de y con. respecto a v por la derivada de v cori
respecto a x ,

os expre-
te método 39. Relación entre las derivadas de las funciones inversas. Sea

una función V llana como función de x según la ecuación

y=f(x).
de x por

x, obten-
orrespon-
eneral de

.A menudo es posible, en el caso de las funciones que se consideran
en e:-;I e libro, resolver la ecuación con respecto a x y hallar

x=</>(y);

es decir, poclemos también considerar V como la variable indepeu-
diente y x como la dependiente En este caso se dice que f(x) y </> (y)
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son funciones inversas. Cuando deseamos distinguir la una de la otra , 
es usual llamar función directa la que se dió al principio, y funcüín 
'inversa a la segunda. Así, en los ejemplos que siguen, si los segundos 
llliemul'Os en la primera columna se Loman como laR funciones directas ) 
entonces los miembros co rrespondientes en la segllnda serin respeeti-
varncnf.e las funciones ·/;nversas. 

y = X2 + 1, 

y = aX
, 

x= ± , / y-l. 

x = log" y. 

y= scnx, x = arc sen y. 

Ahora derivemos las funciones inversas y = f(x) y x = 1> (y) SI

multáneamente según la regla general. 

PHIMr,m PASO. y+~y= f(x+~x) 

SEGUNDO PASO. y+!\y= f(x+~x) 

Tlc l tC~~R PA SO. 

y = f(x) 

~y= f(x+~x) - f(x) 

~y f(x+~x)-f(x) 

~x ~x 

x+~x=1> (y+Ay). 

x+!\x= 1> (y-t,1y) 

x = 1> (y) 

~x =1> (y + ~y) - 1> (y). 

~x _ 1>(y+ ~y) - 1>(y) 
~y- ~y 

Multiplicando e:-;Las ra zo,n es , Lomando las formas de la izquierda, 
tenemos: 

l1y I1x 
- -=1 
11~: l1y , 

~y =-
I1x ~x ' 

Ay 

CUARTO PASÜ. Cuando Ax-;'O, entonces, en general, tamhién 
[). y -;. O. Pasando al límite, 

(e) 

(n) 

dy 1 
dx = dx' 

dy 

1 
f'(x) = cf>/{y) • 

según (3), Art. Hi 

La derivada de la función inversa es igual al1'ecíproco de la derivada 
de la función directa. 
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40. Funciones implícitas. Cuando se da una relación entre x y y 
por medio de una ecuación no resuelta para y, entonces y se llama 
función implícita de x. Por ejemplo, la ecuación 

(1 ) X2 - 4 Y = O 

define y como función implícita de x . Es claro que por medio de esta 
ecuación x se define igualmente como función implícita de y. 

A veces es posible resolver la ecuación que define una función implí
cita con respecto a una de las variables, obteniendo así una función 
explícita. Así, por ejemplo, la ecuación (1) puede resolverse con res
pecto a y, obteniéndose 

1 
Y = -x2

, 
4 

donde aparece y como función explícita de x. En un caso dado, 
sin embargo I puede ocurrir que semejante resolución sea imposible I o 
demasiado complicada para una aplicación cómoda. 

41. Derivación de funciones implícitas. Cuando y se define como 
función implícita de x I puede no ser conveniente (como hemos dicho 
en el artículo anterior) el resolver la ecuación para obtener y como 
función explícita de x, o x como función explícita de y. 

Entonces para calcular la derivada seguimos la siguiente regla: 

Derivar la ecuación, término a término, considerando y corno función 

de X, y de la ecuación resultante despejar ~~ . 

La justificación de este método se dará en el Artículo 231. En la 
derivada pueden sustituirse solamente los valores correspondientes 
de x y y que satisfacen a la ecuación dada. 

Apliquemos esta regla en hallar ~; en la función 

Tendremos: 

d d d d 
- (ax6) +.- (2 X3 y ) - - (y7:x;) = - (10); 
dx dx dx dx 

dy dI} 
6 ax" + 2 xa - + 6 x2y - y7 - 7 xy6 ~ = O . 

dx dx ) 

(2 x3 - 7 xl;) dy = y7 - 6 axó .- 6 xly ; 
dx 
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desneu de dyY espejan O dx' resulta:

dy _ yl - 6 ax5 - 6 :J.;~y
dx - 2 x3 - 7 xl

El estudiante debe notar que, en general, el resultado contendrá
tanto u T como a y.

25. Demostrar que las par
tan en ángulo recto.

26. Demostrar que las cir
x2 -\- y2 -1- 2 x -1- y = 10 son t

27. ¿ Bajo qué ángulo co rt:

PROBLEMAS

28. Si f (x) y <P (y) son
</> (x) puede dibujarse construy
a la izquierda 90° alrededor del

Hallar dy para cada una de las funciones siguientes:
dx

PROBL

2. y = V 2 u - u2, U = x3 - X.
d,y _
d x -

1. El vértice de la parábo
de la parábola es un extremo
parábola y la elipse se cortan er

1.

(3 x2 - 1) .

3. a - u b -- X
1I=~-- .

b -\- x
d Y = ~4.,-::..ab=--__
d x (,,-I-lI)2 (b-\-X)2

2. Se traza un círculo de
c o r t a en ángulo recto a la elipsey._--

a -1- (1

4. lI=VI-x2. ".J!
e/x

3. Se une un punto cuale
que estas rectas forman con la

5. 15 x 15 Y -1- 5 y" -1- 3 y". (~!!.= __ --=l __
d x 1 + y2 + y' 4. Demostrar que \.¡ recta

f.. x = Vy -I--Y;;. dy 6 y%--- = --,-;--.
il x 3 y ...I;-\- 2

13. x" -1- 3 x2y -1- y~ = ('''.

H. .v +- 2V--'::Y + y = (/.

15. x2 -1- aV---;';y -1- y2 = b>.

16. x4+4x3'l+y4=20.

17. ax3 - 3 b2xy -\- cy3 = 1.

18. ~-I-~~ = 6.

ú n i c am e n te si se vc r if ica que t.

'l. y2 = 2 p x .

8. x2 + y2 = ('2.

9. b2 x2 -1- a2y2 = a2 1>2.

10. V~+ Vy = V~.
2' 2/ 2/11. xl3 + yl3 = a/3 .

12. x3 - 3 axy + y3 = O.

5. Hallar la ecuación de la
cualquiera. Demostrar que la >

dividida en la razón m por el
n

6. Si k es la pe n dren .e de

demostrar que su ecuación es y

de los puntos de intersección d
ecuación x2 -1- y2 = a2 - b2.

Hallar la pendiente de cada una de las siguientes curvas en el punto dado.

19. x2 + xy -1- 2 y2 = 28; (2, 3) . Sol. - );:1.

20. x3 - 3 x q? -1- y3 = 1 ; (2, -1) . ~t.

21. V2x + ../'3Y = 5; (2, 3) .

22. x2-2Vxy- 'l2 = 52 ; (8, 2) .

23. x3 - ax q + 3 Cl9:!. = 3 a3 ; (a, a) .

2·1, x2 - x'V xy - 2 'l2 = (,; (4, 1) .
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25. Demostrar que las parabolas y2 = 2 p x + p2 Y y 2 = p2 - 2 px se cor'
tan en ángulo recto. 

26. Demostrar que las circu nferencias X2 + y 2 - 12 x - 6 y + 25 = O y 
X2 + y2 + 2 x + y = 10 son tangentes en e l punto (2, 1). 

27. ¿Bajoqué ángulo corta la recta y =2x alacurvax 2 -xy+2 y2=28? 

28. Si f (x) y '" (y) son funciones in ve rs as, demostrar que la gráfica d e 
'" (x) puede dibujarse construyendo la gráfica de -f (x) y haciendo girar ésta 
a la izquierda 90° alrededor del origen. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. El vértice de la parábola y2 = 2 px es el centro de una elipse. El foco 
de la parábola es un extremo de uno de los ejes principales de la elipse, y la 
parábola y la elipse se cortan en ángulo recto. Hallar la ecuación de la elipse. 

Sol. 4X2+2y2=p2. 

2. Se tra za un circulo de centro (2 a . O) con un radio tal que el círculo 
COrla en ángulo recto a la elipse 1> 2 x 2 + a2 y 2 a2 b 2 • Hallar el radio. 

Sol. 

3 . Se un e un punto cualquiera P d e una elip se con los focos. Demostrar 
que es tas rec ta s fo rman con la nor mal a la curva en P ángul os ag udos igual es. 

4. D em ost ra r qu e l.1 re cta Bx + Ay = AH es tangente a la elipse 

úni ca mente si se verifica que IF,, 2 + .tP¡'2 = A2/F. 

5 . Hallar la Hitación de la tangente a la curva xmyll = u m+1l en un punto 
cua lquiera. Demostrar que la parte de tangente comprendida entre los ejes queda 

di v idida en la ra zó n m por el p unto de contacto. 
n 

Sol. mYI (x - XI) + nx¡ (y -YI) = o. 
6. Si k es la pendlerLe d e una tangente a la hip érbola b 2 x2 - a 2 y2 = u 2b 2., 

demostrar qu e s u ecuación es y = kx ± V a 2 k 2 - b 2 , y que el lugar geométrico 
de los puntos de intersección de las tangentes perpendiculares está dado por la 
ecuación X2 + y2 = a 2 - b 2. 
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CAPITULO V 

APLICACIONES DE LA DERIVADA 

42. Dirección de una curva. Se ha demostrado en el Articulo 28 
que si 

y = f(x) 

es la ecuación de una cu rva (fig. 8), en tonces 

:~ = pendiente de la tangente a la curva en P (x, y). 

y 

B 

x 

A 

F ig .8 Fig.9 

La dirección de una curva en cualquier punto se define como la 
dirección de la tangente a la curva en este punto. Sea T = inclinación 
dE' la tangente. Entonces la pendiente = tg T, Y 

:: = tg T = pendiente de la curva en cualquier punto P (x, y). 

En los puntos como D, F, H, donde la dirección de la curva es 
paralela al eje de las x y la tangente es horizontal, se tiene 

dy 
T = O; l u ego dx = O . 
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En los puntos como A, B, G, donde la dirección de la curva es 
perpendicular al eje de las x y la tangente es vertical, se t.iene 

7" = 90° ; luego ~~ se hace infinita. 

EJ EM PLO 1. x 3 
Dada la curva y = - - X2 + 2 (fig. 9). hallar: 

3 
a) La inclinación. cuando x = l. 

b ) El ángulo. cuando x = 3. 

c) Los puntos donde la dirección de la cur va es paralela a OX. 

d) Los puntos donde T = 45°. 

e) Los puntos donde la dirección de la curva es paralela a la recta 

2:< - 3 Y = 6 (recta AB). 

Solución. D erivando . dy = X2 - 2 x = tg " 
dx 

a) Cuando x = 1. tg' = 1 - 2 = - 1; luego" = 135° . 

b) Cuando x = 3. tg T = 9 - 6 = 3; luego. = 71° 34'. 

c) Cuando .=0. tg.=O: luego x2 -2x=0. Resolviendo esta 
ec uac ión. obtenemos x = O Ó 2 . Sustituyendo estos valores en la ecu,lción 

2 de la curva. hallamos y = 2 cuando x = O. y = 3" cuando x = 2. Por tanto . 

las tan gentes en e(o. 2) y D(2 . +) son paralelas al eje OX. 

d ) Cu.lnúo T = 45" . tg e = l. lu ego :<2 - 2 x = l . Resolviendo eS!.l 

ecudción. obtenemos x = 1 ± .../2 = 2.4 1 y -0.41. que corresponden a los d os 
puntos donde la pendiente de la curva (o de la tangente) es la unidad . 

e) Pendiente de la recta dada = l: luego X2 - 2 x = 2... Resolviendo. 
3 3 

obtenemos x = 1 ±~f = 2.29 y -0.29, que son las abscisas de los puntos F y E 

donde la dirección de la curva dada (o de la tangente) es paralela a la recta AB. 

Puesto que una curva tiene en cualquier punto la misma dirección 
que su tangente en este punto, el ángulo de dos curvas en un punto 
común será el ángulo formado por las tangentes en dicho punto. 

EJEMPLO 2. Hallar el ángulo de intersección de las circunferencias 

(A) X2 + y2 - 4 x = 1. 
(B) X2 + y2 - 2 Y = 9. 

Solución. Resolviendo el sistema formado por estas ecuaciones hallarnos 
que los puntos de intersección son O. 2) y (l. -2). 

Sea 

y 

mI = pendiente de la tangente al circulo A en (x. y). 

m2 = pendiente de la tang~nte al círculo B en (x, tj), 
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Entonces de (A) resulta 

y de (B) 

C.', LC ULO GIFERENCIAL 

mI = cjJ¡ = ~x, 
dx y 

1172 = dy = _x_' _. 
dx 1 - y 

según el Artículo 41 

Según el Artículo 41 

Sustituyendo x = 3, y = 2, t enemos; 

mI = - }f= pendiente de la tangente a (A) en (3, 2) . 

m2 = - 3 = pendiente de la tangente a (B) en (3, 2). 

La fórmula para hallar el ángulo () entre dos rectas cuyas pendientes son m I y m2 
es, según (2) del Artículo 3, 

Sustituyendo, 

tg () = _1171 -_~ , 

1 + mlm2 

tg e = - y; + '3 = 1; 
J+ % 

Este es también el a n g lll o de las dos circunferen cias en e l punto ( 1, -2 ). 

x 

F ig. 10 Fig. lI 

43. Ecuaciones de la tangente y la normal; longitudes de la sub
tangente y la subnormal. La ecuación de la rect.a que pasa por el 
punto (Xl, YI) Y tiene de pendient.e m es, según (3) del Artículo 3, 

Y - yl = 111 (x - Xl) . 

Si esta recta es tangente a la curva AB (fig. 11) en el punto 
PI (Xl yI), entonces m es igual a la pendiente de la curva en (Xl, YI ). 
Si representamos este valor de m por mi, la ecuación de la tangente TPI , 
siendo PI (Xl, Xl) el punto de contact.o , será 

(1) 

Siendo la normal perpendicular a la tangente, su pendiente es, 
según (2) del Articulo 3, el valor negativamente reciproco de mi, Y 
puesto que también pasa por el punto de contacto PI(XI, YI), tene
mos, como ecuación de la normal PIN : 

(2) 1 
Y - YI = - - (x - x¡). 

mi 
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La porcJOn de tangente comprendida entre el punto de contacto 
y OX (fig. 11) se llama longitud de la tangen.te ( = TPI), y su pro 
yección sobre el eje de las x se llama longitud de la subtangeflte 
(= TM). Asimismo tenemos la longitud de la normal (= PIN) Y la 
longitud de la sllbnormal ( = M N) . 

En pi triángulo TPIM, tg :- = 11H = ~~I ; luego: 

(3) MPI yl . 
TM * = -- = - = longItud de la subtangente. 

mI mi 
MN 

En el triángulo MP,N, tg :- = mI = MP¡ ; luego: 
, 

(4) M N " = IIIIMP¡ = mIli! -=- longitud de la suDnormal. 

La. longitud de la tangente (TP I ) Y la longitud de la normal (P¡N) 
pueden calcularse observando en la. figura 11 que una y otra son hipo
tenusas de triángulos rectángulos cuyos catetos son conocidos. 

Cuando se ha determinado la longitud de la subtallgente o de la. 
subnormal en un punto de una curva, la tangente y la normal se 
construyen fácilmente. 

PROBLEMAS 

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y la nornul y las longiludes d e la 
subtangente. subnormal. tangente y normal en el punto (a. a) de la ciso id e 

x" y2 = ___ (fig. 12 ) . 
2 a - x 

Solución. 1jJ!. = 3 ax' - x" 
d x y (2 a - x ) 2 

Sustituyendo x = a. y = a. tenemos 

m, = 3 (13 - (1" = 2 = pendiente de la 
al2a-a)2 tangente. 

Sustituyendo en (1). se obtiene 

y = 2 x - (l. ecuación de la tang ente. 

Sustituyendo en (2). se obtiene 

2 y + x = 3 a. ecuación de la normal. Fig . 12 

Sustituyendo en (3). resulta TM = !1... = longitud de la subtangenre. 
2 

Sustituyendo en (4) . resulta MN = 2 a = longitud de la subnormal. 

Si la subtangente se extiende a la derecha de T. la consideramos como 
positiva; si a la izquierda. negativa . Si la subnormal se extiende a la derecha 
de M. la consideramos como positiva ; si a la izquierda . negativa. 
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Asimismo . 

y 

CALCULO DIFERENCIA L 

PT = ...¡ (TM) 2 + (MP) 2 = 1~+a2 =~ "'¡T = longitud de '\J 4 2 la tan gen te 

PN = ...¡ (MN) 2 + (MP ) 2 -...¡ 4 a2 + a2 = aV5 = longitud 
de la normal 

Hallar la s ecuaciones de la tangente y de la normal a las cur vas siguientes en 
el punto dado. 

2. Y = x 3 - 3 x ; (2. 2). Sol. 9 x - '1- 16 = O. x + 9 '1- 20 = O. 

3 . '1= 2 x + 1; (2. 5) . 
3-x 

7 x - y - 9 = O. x + 7 y - 37 = O. 

4. 2 X2 - x '1 + '1 2 = 16 ; U. 2). 

5. y' + 2 '1 - 4x+4 = O; ( l . -2) . 

6. Obtener las ecuaciones de la tangente y de la no rma l en (X I . (11) a la 
elip se b 2x2 + a2 '1 2 = a 2b 2. 

So /. b 2 x lx + a2 YJfJ = a 2 b 2
• a2Ylx - b 2xlY = xlYI (a 2 - b 2 ) . 

7. Hall a r la s ec uaciones de la ta ngen te y la normal. y la s longitudes 
de la subtangente y la subnormal. en el p unto (X I. (11) de la circ unferenci a 
x2+y2 =r2. 

_ '112. Sol. X I X + '11'1 = r 2 • x ly - ylx = O. - X I . 

8. Demos trar que la su btangente de la parábola '1 2 = 2 px es b isecada por 
el vértice. y que la su bnorma 1 es consta n te e igua l a p. 

Obtener las ec uaciones de la tangente y la normal. y las longitudes de la sub
tangente y la subnorm al de cada un a de las si guien tes curvas en los p unto s i ndi
cados. 

9. ay = X2; (a. a). Sol. 2 X - '1= a. 

10. x2-4 '1 2 = 9; (5. 2). 5 x - 8 Y = 9. 

11. 9 X2 + 4 '1 2 = 72 ; (2. 3). 

12. x y + y2 + 2 = O; (3. - 2) . 

X + 2 y = 3 a. f. 2 a. 

16 5 
8 X + 5 y = 50. 5 ' -4 ' 

13 . Calcular el á rea del t r iá ngul o que forman el eje de las x. y la tangente 
y la normal a la cur va '1 =6 x - X2 en el punto (5. 5). S ol. 42 %. 

14. Hallar el área del triángulo que forman el eje de las y. y la tangente y 
la normal a la cur va '1 2 = 9 - x en el punto (5. 2). 

Hallar los ángulos de intersección de cada uno de los siguientes pares de curv as. 

15. y2 = x + 1. x2 + '1 2 = 13. 

16. y = 6 - . , 
x-o 7 x2 + y 2 = 32 . 

Sol. En (*2 . 2).5°54; 

17 . Ij = x 2 , y. - 3 Y = 2 x. 

18. x, + 4 yO - 61. 2 x2 - y' = 41. 

Sol. 109° 39'. 
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Hallar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales de 
cada una de las siguientes curvas. 

19. Y = 5 x - 2 X2 . Sol. Horizontal. Ot 2%). 

20. 3 y2 - 6 Y - x O. Vertical. (-3, 1). 

21. X2 + 6 xy + 25 y2 = 16. 

22 . x2 - 8 xy + 25 y2 = 81. 

Horizontal , (3, -1), (-3,"¡). 
Vertical. (5, -%), (-5, %). 

23. x2-24xy+169y2=25. 

24. 169 X2 + lO xy + y2 = 144 . 

25. Demostrar que la hipérbola X2 _. y2 = 5 y la elipse 4 X2 + 9y2 n 
se cortan en ángulos rectos. 

26. Demostrar que el círculo X2 + y2 = 8 <IX Y la cisoide (2 (/ - x) y2 = x 3 

a) son perpendiculares en el origen; 
b ) se cortan en ángulo de 45 ° en otros dos puntos. (Véase la figura en el 

Capítulo XXVI.) 

27. Demostrar que las tangentes a la hoja de Descartes x 3 + y3 = 3 axy en 
los puntos de intersección con la parábola y2 = <IX son paralelas al eje de las y. 

(Véase la figura en el Capítulo XXVI.) 

28. Hallar la ecuación de la normal a la parábolá y 
un ángulo de 45° con el eje de las x. 

5 x + x, que forma 

29. Hallar las ecuaciones de las tangentes al círculo X2 + y2 

paralelas a la re era 3 x - 7 y = 19. 
58 que son 

30. Hallar las ecuaciones de las normales a la hipérbola 4 X2 - y2 36, 
paralelas a la recta 2 x + 5 y ~ 4. 

31. Hallar las ecuaciones de las dos tangentes a la elipse 4 X2 + y2 = 72 que 
pasan por el punto (4, 4). Sol. 2 x + y = 12, 14 x + y = 60. 

32. Demostrar que la suma de las coordenadas de los puntos de intersección 
con los ejes coordenados de la tangente en un punto cualquiera a la parábola 
xy.; + yy.; = ay.; es constante e igual a a. (Véase la figura en el Capítulo XXVI.) 

33. Demostrar que en la hipocicloide x J1 + y" = a% la porción de la tan
gente en un punto cualquiera limitada por los ejes coordenados, es constante e 
igual a a. (Véase la figura en el Capítulo XXVI.) 

34. 
X2 

La ecuación de la trayectoria de una pelota es y = x - 100' siendo la 

unidad de distancia un metro, el eje de las x horizontal y el origen el punto 
desde el cual se lanza la pelota. a) ¿Con qué ángulo se lanza la pelota? 
b) ¿ Con qué ángulo dará la pelota contra una pared vertical. situada a 75 m del 
punto de partida I e ) Si la pelota cae en una azotea horizontal de 16 m de alto, 
icon qué ángulo dará en la azotea I d) Si la pelota se ha lanzado desde la 
azotea de un edificio de 24 m de alto, con qué ángulo dará en el suelo' e) Si 
se ha lanzado desde la cumbre de una cuesta, inclinada hacia abajo en ángulo 
áe 4"', ¿con qué ángulo dará en el suelo? 
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35. El cable de un puente colgante (fig. 13) tiene la forma de una parábola
y está amarrado a dos columnas que distan 60 m la una de la otra. El punto más
bajo del cable es 12 m debajo de los puntos
de suspensión. Hallar el ángulo entre el
cable y las columnas.

;. ". .."
~.: ,,¡:y"/

.>

/

~f! 60----1

Fíg. 13 "'-'----x-----f¡

44. Valores maxrmo y mínimo de
una función; introducción. Entre los Fig. 14

valores de una. función puede haber
uno que sea más grande (máximo) o más pequeño (mínimo) que los
demás. * En muchísimos problemas prácticos importa saber a qué valor
de la variable corresponde tal valor de la función.

Supongamos, por ejemplo, que se desea hallar las dimensiones del
rectángulo de área máxima que puede inscribirse en un círculo de.
5 cm de radio. Consideremos el círculo de la figura 14. Inscribamos
un rectángulo cualquiera, como BCDE.-,--,-:--------,

Sea CD = x; entonces DE = vi 100 - x2, y evidentemente, el
área del rectángulo es

(1) A = x vi ]00 - :f2.

Debe existir un rectángulo de área máxima; en efecto, si la base
CD (= x) se aumenta hasta 10 cm (el diámetro), entonces la altu-
ra DE = vi 100 - x2 disminuirá hasta cero, y el área llegará a ser
cero. Si ahora se disminuye la base hasta cero, entonces la altura
aumentará hasta 10 cm y otra vez el área llegará a ser cero. Luego
es evidente, por intuición , que existe un rectángulo que es el mayor
de todos. Estudiando la figura con atención podríamos sospechar que
cuando el rectángulo se convierte en un cuadrado es cuando tiene
mayor área, pero esto sería una simple conjetura. Evidentemente es
mejor construir la gráfica de la función (1) y observar cómo se com-
porta. Para ayudamos a trazar la gráfica observemos:

a) que por la naturaleza del problema es evidente que x y A deben
ser positivos, y

b) que los valores de x varían de cero a 10.

* Más adelante. en el Artículo 48. estudiaremos una ampliación del concepto
de máximos y mínimos. de los cuales una función puede presentar varios de ellos.

APLICACIONI

Construyamos ahora una 1
tal como se indica en la·figura

A

X A 50

O
45o

1 9.9
40

2 19.6 35

28.6 30

4 366 25

4J.0 20

b 48. o /5
7 49.7

8 48.0
9 39.6

10 0,0
--------

¿Qué nos enseña la gráfica?

a) Si se ha trazado con t
tan te exactitud el área del rec
de x midiendo la longitud de In

cuando x = OM = 3
A = MP = 28
x = ON = 4,
A = NQ = 39

y cuando

b) Hay una tangente horr:
punto de contacto es mayor que
vamos: Uno de los rectángulos
mayor que cualquiera de los otros
de esto que la función definida
podemos por medición hallar COI

valor de x correspondiente (=
rencial es facilísimo hacerla. Er
tangente era horizontal; luego
(Art. 42). Por tanto, para hal
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Construyamos ahora una tabla de valores y t racemos la gráfica, 
tal como se indica en la figura 1.':;. 

jl 

x A 50 R S 

45 
O O 

40 
9.9 

2 19.6 35 

3 28.6 

I 

3 0 

4 366 25 

4} .0 

I 
20 

b 48.0 15 

7 49 .7 I 
I 10 I 

8 48.0 I i 
I 
I C) 39.6 

I 
I 

N I M , 
10 0.0 I 

3 4 5 8 /O -X , 
- -- -_____ ...J 

F ig. 15 

¿Qué nos enseiía la gráfica? 

a) Si se ha trazado con todo cuidado, podemos hallar con bas
tallt e exactitud el área del rectángulo que corresponde a todo valor 
de x mid iendo la longit ud de la ordenada co rrespondiente. Así, 

cuando 

y cuando 

x = OM = 3 cm, 

A =MP = 28,6 cm 2
, 

x = ON = 4,.) cm, 

A = NQ = 39,8 Clll 2 aproximadamente (hallado por 
IllCdici (m) . 

b) Hay una tangente hOrizontal (RS) . La ordenada TU de su 
pun to de contact.o es mayor que toda ot.ra ordenada . Por esto obser
vamos: Uno de los Tectángulos inscTitos tiene, evidentemente, una área 
mayor que cualquiera de los otros. En otros términos, podemos deducir 
de esto que la función definida por (1) tiene un valor máximo . N o 
podemos por medición hallar con exactitud este valor ( = HT); ni el 
valor de x correspondiente (= Ol!), pero mediante pI Cálculo di"fe
rencial es facilísimo hacerlo. En efecto , hemos observado que en T la 
tangente era horizontal; luego la pendiente será cero en este punto 
(Art . 42). Por tanto, para hallar la abscisa de T, hallaremos a partir 
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de (1) la derivada de A con respecto a z , la igualaremos a cero y
resolveremos la ecuación en x así obtenida. Tendremos:

(1) A = z v' 100 - x2 ,

dA 100 - 2X2

dx = v100 _x2 '

Resolviendo la ecuación se obtiene

100 - 2 x2 = O
'-/:-=1=00==x=-2 .

x = 5v2.
Sustituyendo , obtenemos DE = v 100 - x2 = 5 V 2.

Luego el rectángulo de área máxima inscrito en el círculo de radio
5 cm, es un cuadrado de área

A = CD X DE = 5 v2 X 5 v2 = 50 cm".

Por tanto, la longitud de HT es 50.
Tomemos otro ejemplo. Se ha de construir una caja de madera de

base cuadrada de 108 dm" de capacidad. La parte de arriba debe ser
abierta. ¿Qué dimensiones debe tener la
caja para que la cantidad de material em-
pleada en su construcción sea mínima?,
es decir, ¿.qué dimensiones exigirán el me-

y.l!J!- nor costo?1

1 Sean x = longitud del lado de la base
en decímetros,

y = altura de la caja.
Fig. 16

y

Ve m o s que hay dos variables, pero
puede hallarse y en función de z , puesto que el volumen de la caja es
dado. Así,

.:
108

Y =--. .x-Volumen = x2y = 108;

Ahora podemos expresar en función de x el número (= M) de
decímetros cuadrados de madera que entran en la construcción de la
caja como sigue: El área de la base = x2 dm"; el área de las cuatro

432
caras laterales = 4 xy = -- drn". Luego:x

(2) 432
M = x2+ --.x

APLICACIONI

es la fórmula que da el númerc
sitan para construir una caja e
capacidad de 108 dm": Tráce
la figura 17.

x !vI

1 433
2 220
3 153
4 124
5 III

6 108
7 III

8 IIR

9 129
10 143

250

225

200

/75

/50

/25

/00

75

50

25

o

¿. Qué nos enseña la gl'ájicc

a) Si se ha trazado esme
que corresponde a cualquier
cuadrada y así determinar (
drados de madera.

b ) Hay una tangente ho
de contacto T es menor que ti
Una de las cajas necesita euule
las otras. En otros términos,
por (2) tiene un valor mínim
exactitud, empleando el e:
obtener la pendiente en un pi

dM
dx

En el punto más bajo, T

2
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laremos a cero y

2,

el círculo de radio

caja de madera de
de arriba debe ser
nes debe tener la
d de material em-
ión sea mínima ? ,
nes exigirán el me-

de la base

os variables, pero
lumen de la caja es

108. 'x-

número (= M) de
construcción de la

el área de las cua tro
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es la fórmula que da el número de decímetros cuadrados que se nece-
sitan para construir una caja cualquiera semejante a la deseada y con
capacidad de 108 drri". Trácese una gráfica de (2), como se indica en
la figura 17,

x id

l 433
2 220
3 153
4 124
5 lII

6 108
7 lII

8 ns
9 129

10 143

M

250

225

200

175

150

125

100

75

50

25

o 4 6 10 x

Fig, 17

¿, Qué nos enseiía la gráfica?

a) Si se ha trazado esmeradamente, podemos medir la ordenada
que corresponde a cualquier longitud (= x) del lado de la base
cuadrada y así determinar el número necesario de decímetros cua-
drados de madera,

b) Hay una tangente horizontal (RS) , La ordenada de su punto
de contacto T es menor que toda otra ordenada, Por esto observamos:
Una de las cajas necesita evidentemente menos madera que cualquiera de
las otras, En otros términos, podemos inferir que la función definida
por (2) tiene un valor minimo . Hallemos este punto de la gráfica con
exactitud, empleando el Cálculo diferencial, Derivando (2) para
obtener la pendiente en un punto cualquiera, tenemos

En el punto más bajo, T, la pendiente será cero, Luego

4322x--2-=0,
x
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Resolviendo esta ecuación se obtiene que para x = 6 se necesitará la 
menor cantidad de madera. 

Sustituyendo en (2), vemos que esta cantidad es 

M = 108 dm2 = 1,08 m 2
• 

La existencia de un valor de 211 menor que todos los demás, se 
deduce también del siguiente razonamiento. Hagamos variar la base 
desde un cuadrado muy pequeño a uno muy grande. Es fácil ver que 
al dividir por 10 el lado de la base hay que multiplicar por 100 la altura 
de la caja para obtener el mismo volumen, y, por consiguiente, 
el área de las caras laterales se hará muy grande y se necesitará mucho 
material para la construcción. Recíprocamente, si se disminuye la 
altura, es decir, si S0 aumenta el lado de la base, el área llega a SCl' 

muy grande y el material empleado también muy grande. Luego, 
tanto si x es muy grande como si es muy pequeño, el valor de M será 
mucho mayor que para un valor mediano de x . De ahí se sigue que 
la gráfica debe tener un punto, el más bajo de todos, que corresponda 
a las dimenSiones que necesitan la menor cantidad de madera y que, 
por esto, exigen el menor costo. 

Ahora pasemos a tratar deLalladamen te el tema de máxi mas y 
Illínimwi. 

45. Funciones crecientes y decrecientes. * Una función y = f(x) 
se llama funcúín creciente si y aumenta (algebra icamente) cuando x 
aumenta. Una función y = ¡(x) se llama función decreciente t>i y dis
minuye (algebraicamente) cuando x aumenta. 

o .-

Fig. 18 

La gráfica de u n a función indica 
claramente si es creciente o decreciente. 
POI' ejemplo, consideremos la gráfica de 
b figura 18. 

Al variar un punto a lo largo de la 
curva de izquierda a derecha, la curva 
, , sube' '; es decir, a medida que la x 
del punto aumenta, la función (= y) 
a u m e n t a . Evidentemente, l1y y I1x 
tienen un mismo signo. 

POi" otra parte, en la gráfica de la figura 19, si el punto se mueve 
a lo largo de la curva de iílquierda a derecha, la curva "baja"; es 

,'o Las demostraciones que se dan aqui se apoyan principa lmente en intuición 
geométrica. El temJ de máximos y minimos se tratad Jnaliticamente en el 
Artículo 125. 
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decir, a medida que la x del punto aumenta, la función (= y) dis
minuye siempre. Claramente, en este caso ó.y y ó'x tienen signos 
opuestos. 

E l hecho de que una función puede ser unas veces creciente y otras 
decrecien te, puede verse en la gráfica (fig . 20) de la curva 

(1) y = 2 x 3 - 9 X2 + 12 x - 3 . 

Si un punto se mueve a lo largo de la curva de izquierda a derecha, 

r 

x 

Fig. 1:) Fi g. 20 

la curva sube hasta llega r a l pun to A , baja desde A. hasta. B y sube 
a la derecha de B . Luego : 

a) desde x = - 00 hasta x = 1 la función es creciente; 

b) desde x = 1 hasta x = 2 la función es decreciente; 

c) desde x = 2 hasta x = + 00 la ftmción es creciente. 

En cualquier punto (como C) donde la función es creciente , la 
tungen te forma un ángulo agudo con el eje de las x. La pend ien te es 
positiva. Por otra parte, en un punto (como D) donde la función 
es dpcreciente, la tangente forma un ángulo obtuso con el eje de las x , 
y la pendiente es negativa . De aquí resulta el siguiente criterio para 
averiguar el carácter creciente o decreciente en un punto: 

Una función es creciente cuando su derivada es positiva; es decreciente 
cuando su deT-ivadaes n egativa. 
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Por ejemplo, derivando (1), tenemos 

(2) ~~ = j'(X)=6x2 -18X +12=6(x-1) (x-2). 

Cuando x < 1, j' (x) es positiva, y f (x) es crecien te. 

Cuando 1 < x < 2 , f'(x) es negativa, y f( ;!;) es decreciente 

Cuando x > 2, f' (x) es positiva, y j (x) es creciente. 

Estos resultados concuerdan con las conclusiones deducidas con 
ayuda de la gráfica (fig. 21). 

46. Máximos y mínimos de una función; definiciones. Un valor 
de una función es un máximo si es mayor que cualquiera de los valores 
que le anteceden o le siguen inmediatamente. Un valor de una función 
es un minimo si es menor que uno cualquiera de los valores que le 
anteceden o le siguen inmediatamente. 

Por ejemplo, en la figura 21, es evidente que la función tiene un 
valor máximo MA (= y = 2) cuando x = 1, y un valor mínimo 
N R (= y = 1) cuando x = 2. 

E l estudiante observará que un máximo, así defin ido, no es, nece
san:amente, el mayor valor posible de una función, ni un mínimo tiene 

y 

x 

Fig. 2 1 

que se·r el menor de todos. * En efecto, 
en la figura 21 se ve que la función (= y) 

tiene valores a la derecha de B que son 
mayores que el máximo MA , y valores 
a la izquierda de A que son menores que 
el mínimo N R . 

Si j (x) es una función crecien te de x 
cua.ndo x es ligeramente menor que a, 
pero es una función decreciente de x 
cuando x es ligeramente mayor que a, 
es decir, si j ' (x) cambia de signo pa-
sando ele + a - a l aumenta.r x a través 
de a, en [,onces f (x) ticne un máximo 
cuando x = eL. Luego, :-J i f' (x) es con-

tinua, debe anularse cuando x = a. 
Así, en el ejemplo anterior (fig. 21) en e, f'(x) es positiva; 

enA ,j'(x)=O; enD,j'(x) es negativa . 

. " N . del T . Por es to a lg un os autores les ll ama n re/oliuos a estos m,lx i

mos y mínim os. 
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Por otra parte I si j (x) es una función decreciente cuando x es 
ligeramente menor que a I pero es una función creciente cuando x 
es ligerament.e mayor que a; es decir I si j' (x) cambia de signo pasando 
de - a + al aumentar x a través de a, entonces j(x) tiene un 
mínimo cuando x = a. Luego I si j' (x) es continua debe anularse 
cuando x = a. 

Así I en la figura 21 I en D, j' (x) es negativa; en B I j' (x) = O; 
en E, j'(x) es positiva. 

Podemos formular I pues I las condiciones generales siguientes para 
máximos y mínimos de j (x) : 

f(x) es un máximo si f'(x) = O Y f'(x) cambia de signo pasando 
de + a - . 

f(X) es un mínimo si f'(x) = O Y f'(x) cambia de signo pasando 
de - a +. 

Los valores de la variable independiente que satisfacen la ecuación 
j' (x) = O se llaman valores críticos; así I según (2) del Art.ículo 45 I 

x = 1 y x = 2 son los valores críticos de la variable para la función 
cuya gráfica es la figura 21. Los valores críticos determinan puntos de 
cambio donde la tangente es paralela a OX. 

Para det,erminar el signo de la primera derivada * en puntos vecinos 
a un punto de cambio, basta sustituir en ella en primer lugar un valor 
de la variable ligeramente menor que el valor crítico correspondiente I 
y después un valor ligeramente mayor. 

Si el primer signo es + y el segundo - , entonces la función tiene 
un máximo para el valor crítico que se considera. Si el primer signo es 
- y el segundo + I entonces la función tiene un mínimo. Si el signo 
es el mismo en ambos casos I en tonces la función no ti.~·ne ni máximo 
ni mínimo para el valor crítico que se considera. 

Consideremos) por ejemplo I la función (1) del Artículo 45. 

(1 ) y = j(x) = 2 x 3 - 9 X2 + 12 x - 3. 

Según vimos, 

(2) f'(x) = 6(x-1) (x - 2). 

Resolv iendo la ecuación j' (x) = O, hallamos los valores críticos 
x = 1, x = 2. Consideremos primero el valor x = 1. Sustituiremos 
en el segundo miembro de (2) valores de x cercanos a este valor 

* Por lo que veremos en el capitulo siguiente, a la derivada fl (x) de uca 
función r (x) se le lLlma también primera derivada. 
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crítico y observaremos los signos de los factores . (Compárese con lo 
visto en el Articulo 45 . ) 

x y 

2 

2 

remos como 
valor crítico 

Cuando x < 1, ji (x) = (- ) (-) 

Cuando x> 1, f'(x) = (+) (-) 

+. 

Luego f (x) tiene un máximo cuando x = 1. Por la 
tabla adjunta vemos que este valor es y = f (1) = 2. 

Veamos ahora lo que ocurre para x = 2. Procede
antes, tomanclo en este caso valores de x próximos al 
2. 

Cuando x < 2, f' (x) 

Cuando x> 2, f' (x) 

(+)(-)=- . 

(+ ) (+) = +. 

Luego f(x) tiene un mínimo cuando x = 2. Según la. tabla anterior, 
este valor es y = f(2) = 1 . 

Estos resultaclos se resumen en la siguient0, regla, que sirve de guío, 
en las aplicaciones. 

47. Primer método para calcular los máximos y mínimos de una 
función. Regla guía en las aplicaciones. 

PRIMER PASO. Se halla la primera derz:vada de la función. 
SECUNDO PASO. Se iguala la primera derivada a cero, y se hallan 

las raíces reales de la ecuación resultante. Estas raíces son los valores 
críticos de la variable. 

TEHCER PASO. Se consideran los valores críticos uno por uno, y se 
calculan los signos de la primera derivada, en primer lugar para un valor 
un poco menor * que el valor cTÍlico y después para un valor un poco 
mayor que él. Si el signo de la derivada es primeramente + y des
pués -, la función tiene un máXZ:mo para este valor crítico de la variable; 
en el caso contrario, tiene un mínimo. Si el signo no cambia, la función 
no tiene ni máximo ni mínimo para el valor crítico considerado . 

En el tercer paso, a menudo conviene descomponer f'(x) en facto
res, como se hizo en el Artículo 46. 

EJEMPLO l. En el primer problema que se resolvió en el Artículo 44. 

vimos, por medio de la gráf ic a de la función 

A=xV IOO -x2 , 

* En este caso, cuando decimos' 'u n poco menor" queremos indicar cual
quier va lor entre la raíz (valo r crítico) que se considera y la raíz inferior a ella 
más próxi ma; y " un poco mayor" significa cualquier va lor entre la raí z que 
se co nsidera y la próxima mayor. 
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que el rectángulo de área máxima inscrito en un circulo de 5 cm de radio tiene 
una área = 50 cm 2 . Ahora podemos obtener el mismo resultado analíticamente. 
aplicando la regla que acabamos de dar. 

Solución. 

Primer paso. 

f(x) = xV 100-x 2 • 

f' (x) 
100 - 2 x2 

VIOO-x 2 ' 

Segundo paso. Resolviendo la ecuación f' (x) = O. tenemos: 

x = 5V2 = 7.07. 

que es el valor cntlco. Se toma solamente el signo positivo del radical. pues
to que el signo negativo carece de sentido por la natura leza del problema. 

Tercer paso. Cuando x < 5 V2. entonces 2 X2 < 100 . Y f' (x) es +. 
Cuando x > 5 V2. entonces 2 X2 > 100. y f' (x) es 

Puesto que el signo de la derivada cambia de + a -. la función tiene un 

valor máximo f (5 V2) = 5V2 . 5 V2 = 50. 

EJEMPLO 2. Calcular los máx imos y mínimos de la funci"n 

(x - 1)2 (x + 1)3. 

y 

x 

Fig. 22 

Solución. f(x) = (x _1 )2 (x+ 1)3. 

Primer paso. f'(x) =2(x- l ) (x+I)3 + 3(x-I)2 (x+I)2 

= (x - 1) (x +1) 2 (5 x - 1) . 

Seg Zwdo paso. (x - 1) (x + 1) 2 (5 x - 1) = O. 

Luego x = 1. - l. %. son los va lores críticos . 

Tercer paso. f'(x) = 5(x - 1) (x + 1)2 (x -}O. 

Examinemos primero el valor crítico x = 1 (C en la figura 22). 

Cuando x < 1. f'(x) = 5(-) (+)2 (+) 

Cuando x > 1. f'(x) = 5(+) (+)2 (+) +. 

Luego. cuando x = I la función tiene un va lor mínimo 

f(l) = O (= la ordenada de C). 
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Examinemos aho ra el valor crit ico x = ~ ( B en la figura ) . 
5 

C uand o x < ;1. {'(x) :a:: 5 (-) (+)2 ( - ) = +. 
C u a ndo x >~. ( '(x ) = 5 ( -) ( +)2 (+) =- . 

Luego, cuand o x = + la función tiene un valor máximo f ( + ) = J , J I 

( = la ordenada de B). 
Examinemos, por último, d valor critico x = - 1 (A en la figura). 

C uando x < - 1. ('(x) =5 ( -) (_) 2 (-) = +. 
C uando x> - 1. ('(x) = 5( -) ( + )2 ( - ) = + . 

Luego, cuando x = -1 la fu n ció n no tien e ni máximo ni mínimo. 

48. Máximos o mínimos cuando f'(x) se vuelve infinita y f(X) 
es continua. Consideremos la gráfica de la figura 23. En B o G, f ( x) 

Fi g. 23 

es continua y t.iene un valor maXllllO, pero f'(x ) :;e vuelve infinita, 
puesto que la t.angen te en B es paralela al eje de las y. En jI,', f (x) 
tiene un valor mínimo y otra vez f'(x) se vuelve infinita. Por tanto, 
en nuestra discusión de todos los valores máximos y mínimos posibles 
de f( x), debemos incluir también como valores críticos los valores de x 
para los que f' (x) se vuelve infini ta , o lo que es lo mismo, los valo
res de x que satisfacen la ecuación 

.-
(1) 

1 
f '(x) = O. 

Por consiguiente, el segundo paso de la regla dada en el Artículo 47 
deberá modificarse teniendo en cuent.a lo que representa la ecua
ción (1). Los otros pasos no se alteran. 

En la figura 23 obsérvese que f' (x) se vuelve también infinita 
en A, pero la función no tiene en A ni un máximo ni un mínimo. 

EJEMPLO. Determinar lo s má xi mos y mínimos de la f unción 

a - b (x - c)% . 
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Solución. {(x) (1 - b(x-c) ";. 
y 

p 

( ' (x) 
2 [, 

3 (x - c) Ji 

3(x - c) J(. 

f' (x) 2b 
e 

Puesto que x = e es un valor critico para el 
1 Fig. 24 que - - -=0. (yf'(x)=oo) . pero para el que 

f' (x) 
f (x) no es infinita . veamos si cuando x = e la función tiene un máximo o 
un mínimo . 

Cuando x < c. f' (x) +. 
Cuando x>c, f'(x) 

Luego, cuando x e = OM. (fig. 24) la función tiene el valor máximo 

1(r)=a=JvtP. 

PROBLEMAS 

Ca lcul ar los máximos y mínimos de cada una de las funciones sig uien tes : 

1 . Xl - 6 X2 + 9 x. Sol. 

2. 10 + 12 x - 3 X2 - 2 x" . 

3. 2 x" + 3 X2 + 12 x -· 4 . 

4. xl + 2 X2 - 15 x - 20. 

6 . x' - 4 x . 

7. x' - X2 + l. 
8. 3 x'-4 xl -12 X2. 

9. x 5 - 5 x'. 

10. 3 x 5 - 20 x". 

12. 2 x 

Máx. = 4 para x = \. 
Min. =0 para x = 3. 

1\·lá x . = 17 para x = \. 
Min. = - 10 para x 1 

No tiene ni máximos ní minim os. 

Min. = O para x = O. 
Máx. para x l. 

Mín. 3 p3ra x = \. 

Min. = - 5 para x = - l. 
Máx. = O para x = O. 
Min. = - 32 para x = 2. 

Máx. = O para x = O. 
Min . = - 256 para x = 4. 

Mi n. 3 (12 par" x = (l. 
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13. x2 +~.
x2

Sol. Mín. = 2 a2 para x = ± a.

ax
x2 + a2'

Mín. = - 31 para x = - a.
Máx. = 31 para x = (/.

14.

15. x2

x + a'

16. x2

x2 + aZ'

17. x~ + 2 a2
x2 + a2

18. (2+x)2(1 -x) 2.

19. (2 + .x ) 2 (l - x ) 3.

20. b+c(x -a)%.

21. a - b(x _. c)Y,.

22. (2 + x) y, (1 - x)%.

23. x(a+x)2 (a - X)3.

Mi n , = b para x = Q.

No tiene ni máximo ni minimo.

Mín. = O para x = 1.
Máx. = \1"4 = 1,6 para x = - l.

Máx. = O para x = - a.
Mín. = - 2%4 a6 para x = - Y2 a.

Máx. = 12%29 a6 para x = 7~a.

Para el valor crítico x = a, la fun-
ción no tiene ni máximo III

mínimo.

24. (2 x - a) y, (x - a)%. Máx. = ~ a para x = % a.
Mín. = O para x = a.

Para el valor crítico x = Y2 Q, la
función no tiene ni máximo III

mínimo.

25. x+2
x2 + 2 x + 4

26. x2 + x + 4
x+l

27. x2 + x + 4
x2+2 x +4

28, (x - a) (b - x)
x~

29. a2 b2-+--.x a-x

Máx. = Y2 para x = O.
Mín. = - %. para x = - 4.

Máx. = - 5 para x = - 3.
Mí n . = 3 para x = l.

Máx. = % para x = - 2.
Mín. = % para x = 2.

Máx. "" (b-a)2 parax=~.
4 ab a+b

Mí n. = (a + b) 2 para
a

a2x=--.
a+b

Máx. = (a - ~ para x = ~.
a a - b

APLICACIO

ea - x) 3

a-2x
30.

31. x2 + X - l
x2 - X + l

49. Problemas sobre má;
debemos primeramente halla]
mática de la función cuyos v
como hemos hecho en los (
Esto es a veces bastante di
los casos, pero en muchos
guicntes

Instrucciones generales.

a) Determinar la funció
b) Si la expresión rest

condiciones del problema pro
variables para que la función
variable.

c) A. la [uncion resultan
tículo 47 para el cálculo de mi

d ) En los problemas p'flá,
de los valores críticos dará un
no siempre es necesario aplica

e) Conciene construir le
resultado obtenido.

El cálculo de máximos y ;
la ayuda de los siguientes pri
de lo anteriormente expuesto

a) Los máximos y mini
alternativamente.

b) Cuando e es una con
mínimo para los valores de x
para otros.

Por tanto, al determina
regla para ver si se trata de
factores constantes.

Cuando c es negativa, c f(

y recíprocamente.
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30. 

31. 

Ca - x) 3 

a - 2 x 

X2 + X - 1 
X2 - X + 1 

Sol. Mín. = 2~~2 0 2 para x =!!... 
4 

49. Problemas sobre máximos y mínimos. En muchos problemas 
debemos primeramente hallar, a partir de los datos, la expresión mate
mática de la función cuyos valores máximos o mínimos se desean, tal 
como hemos hecho en los dos ejemplos resueltos en el Artículo 44. 
Esto es a veces bastante difícil. Ninguna regla es aplicable en todos 
los casos, pero en muchos problemas podemos guiarnos por las si
guientes 

Instrucciones generales. 

a) DeteTminar la función cuyo máximo o mínimo se desea obtener . 
b) Si la expresión resultante contiene más de una variable, las 

condiciones del problema proporcionarán sujiáentes relaciones entTe las 
variables para que la función pueda expTesarse en términos de una sola 
variable. 

c) A. la función resultante se le aplica la regla que se dió en el Ar
tículo 47 para el cálculo de máximos y mínimos. 

d) En los problemas pl'ácticos, muchas veces se ve con facilidad cuál 
de los valores críticos dará un máximo y cuál un mínimo; en consecuencia, 
no siempre es necesario aplicaT el teTcer paso. 

e) Conviene constTuir la gráfica de la función para comprobar el 
resultado obtenido. 

El cálculo de máximos y mínimos puede a menudo simplificarse con 
la ayuda de los siguientes principios, que se deducen inmediatamente 
de lo anteriormente expuesto. 

a) Los máximos y mínimos de una función continua se presentan 
alternativamente. 

b) Cuando c es una constante positiva, c fe x) es un máximo o un 
mínimo para los valoTes de x que hacen a fe x) máxúna u mínima, y no 
para otros. 

Por tanto, al determinar los valores críticos de x y al aplicar la 
regla para ver si se trat.a de máximos o mínimos, pueden omitirse los 
factores constantes. 

Cuando c es negativa, cf( x) es un máximo cuando f (x) es mínima, 
y recíprocamente. 
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c) Si c es constante, f (x) y c + f( x) tienen valores máximos y 
mínimos para los mismos valores de x. 

Por tanto, al hallar valores críticos de x y a l aplicar la regla 
pueden omitirse los t.érminos constantes. 

PROBLEMAS 

1. De una pieza cuadrada de hojalata de lado a (fig . 25) . se de sea conslruir 
una caja. abierta por arriba . del mayor volumen posible. cortando de las esqui 
nas cuadrados iguales y doblando hacia arriba la hojalata para form ar las caras 
laterales. ¿Cuál debe ser la longitud del lado de los cuadrados cortados' 

y 

Solución. Sea x = lado del cuadrado peq ueño = prof undidad de la caja; 

a-2x 

v 
lado del cuadrado que fOfma el fondo de la caja . 

Ca - 2 X)2X es el volumen de la caja. 

Queremos calcular el valor d e x para el cual esta función V es un máximo. 
Aplicando la regla CArt. 47). tendremos: 

Pri mer paso. dV = (a - 2 x) 2 .- 4 x «({ - 2 x) = a2 - 8 ax + 12 X2. 
dx 

Segundo paso. Resolvi en do la ecuación a2 - 8 ux + 12 X2 = O. se obtie -

1 1 .. u a nen os va ores cntlcos x = T y 6' 

Se ve. por la figura 25. que x = 3... da un mínimo . puesto que en ese caso 
2 

toda la hojalata se quitaría y no quedaría material para constru ir la caja. 

A l · d l l h 11 a d 1 1 .. 2 a3 
L pican o a reg a. se a a que x = 6 a e vo um en nuxlmo U. uego 

el lado del cuadrado que se ha de cortar es un sexto del lado del cuadrado dado. 
En este problema y los siguientes . se recomienda al estudian te el trazado de la 

gráfi ca. 

Fig. 25 Fig. 26 

2. Suponiendo que la resistencia de una viga de sección lransversal rectan
gular es directamente proporcional a la anchura y al cuadrado de la profundidad. 
¿ cuáles son las dimensiones de la viga de mayor resistencia que puede aserrarse 
de un tronco redondo de diámetro d? 
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Solución. Si x = la anchura y " = la prof undid ad . ent o n ces la v iga ten
dr.l res i s te n cia má x im .! cuando la función .::,,2 es m áx im a . De la figura 26 se 

lh' duce !J~ = ([2 - x~; luego debe m os trab a jar con la función 

(e x ) X(J2 - X2). 

Pri mer paso. f' (x) - 2 X2 + d 2 -- X2 = d~ - 3 x 2 . 

Segu n do paso. d I ' . x = V3 = va or CriticO que co rres -

ponde a un máximo. 

P o r tanto. si la v iga se corta de man e ra que 

prof undidad =~+ del diámetro de l tronc o. 

y a nchura = J~ d el dilimetro del t ron co . 

la viga tend"j máxima resist encia. 

3. ¿C uál es e! ancho de! rec tá n g ulo de área máxima que puede insc ribirse en 

un seg mento d ado OAA' (fi g. 27) de un a p arábola ? 

SUGESTIO . Si OC = h . entonces Be = h - x y PP' = 2 y: po r ta nt o. 

el área d el rectá n g ul o PD D'P I es 
2 ( h - x ) y. 

Pero P es un punto de la parábola '1 2 = 2 px ; por co n sig uie n te. la f un ció n por 
estudiar es 

f e x) = 2 (17 - x) V 2 IJX . 

x 

Fig.27 

Sol. Ancho 

B 

o 
Fig. 28 

% h. 

4. Hallar la altura del cono de volumen máximo que puede inscribirse en 
una esfera de radio r. 

SUGESTION . V o l u me n de l cono = Ya 1tX 2 y (fig . 28). Pero 

X2 = BC X CD = y (2 r - y) ; 

luego la función por tratar es 

r ey) Tyl (2 r - y). 

So l. Altura del cono = Ya f. 
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5. Hallar la altura del cilindro de vol umen máximo que puede inscribirse 
en un cono circular recto dado. 

8 

-------1 
h 

Fig . 29 

SUGESTION. Sea AC = r y BC = h (figu
ra 29). Volumen dc\ cilindro = Jtx 2 y. 

Pero de los triángulos semejantes ABe y 

DBG, se deduce 

r:x=h:h-y, 

Por tanto , la función por estudiar es 

f (y) r 2 
= -y ( h - y)2. 

h 2 

Sol. Altura = ~h. 

6. S i trcs lad os de un trap ec io miden cada uno 
10 cm, ¿cuánlo debe mcdir c\ cuarto lado para que 
el área sea máx ima ? Sol. 20 cm. 

7. Se desea construir una va lla alrededor de un campo rectan g ular , y divi
dirlo en dos parcelas por otra valla paralela a un o de los lados . Si el á rea de! 
campo es dada, hallar la razón de los lados para qu e la longitud total de las vallas 
sea la mínima. Sol. %. 

8. Una huerta rectangular ha de proyectarse alIado del solar de un vec ino , 
y ha de tener un área de 10 800 metros cuadrados. Si el ve cino paga la mitad de 
la cerca medianera, ¿cuáles deben ser las dimen sio ne s de la huerta para que 
el costo de cercarla sea para el dueño de la hu erta el mínimo ? 

Sol. 90 m X 120 m. 

9. Un fabricante de ra dios averigua que puede vender x instrumentos por 
semana a p pesos cada uno, siendo 5 x = 375 - 3 p . El costo de la producción 
es (500 + 15 x + % X2) pesos. Demostrar que se obtie n e la má x ima ganancia 
cuando la producción es alrededor d e 30 instrumentos por semana. 

10. Si en el problema anterior se supone que la relación entre x y p es 

x = \00 - 20 ~~, 
demostrar que la producción que corresponde a una ganancia máxima es la de 
unos 25 instrumentos por semana. 

11. Si en el problema 9 se supone que la relación entre x y p es 

X2 = 2 500 - 20 p, 

¿cuántos instrumentos deben producirse cada semana para obtener la máxima 
ganancia ? 

12. El costo total de producir x artículos por semana es (ax 2 + bx + e) 
pesos, y el precio (p pesos) al que cada uno puede venderse es p = i3 - Cl.X 2 • 

Demostrar que la producción total para la ganancia máxima es 

vi a 2 + 3 o. (13 - b) - Q 
x= 

30. 

NOTA. En las aplicaciones a la Economía, los números Q, b , c, o. y 13 son 
positivos. Lo mismo ocurre en el problema 14. 
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13. En el problema 9. supóngase que el gobierno imponga un impuesto 
de t pesos por instrumento. El fabricante agrega el impuesto a sus gastos de 
costo y determina la producción total y el precio en las nuevas circunstancias. 

a) Demostrar que el precio aumenta un poco menos que la mitad del im
puesto. 

b) Expresar los ingresos debidos al impuesto en función de t. y determinar 
para qué valor del impuesto la ganancia es máxima. 

e) Demostrar que cuando se establece el impuesto determinado en eb). el 
precio se aumenta alrededor de un 33 por ciento. 

14. El costo total de producc ión de x artículos por semana es 

(ax 2 + bx + e) pesos. 

a lo cual se agrega un impu esto de { pesos por artículo. decretad o por el gobierno. 
y rl precio (p pesos) a que cada artículo puede venderse es {3 - a x . Demostrar 
que el máximo retorno del impuesto se consigue cuando t = Y, ({3 - b) Y que 
el aumento del precio de venta sobre el costo es siempre menor que el impuesto. 

Nota: En aplicaciones a economía, a, b, e, a, {1 son números positivos. 

15. Una planta productora de acero puede producir por día x Tm de acero 
de segunda cl ase . y y Tm, por día, de acero de primera clase. siendo 

y = 4~0 -=..5
x 
x. Si el precio corriente del acero de segunda clase es la mitad del 

de primera , demostrar que el máximo beneficio se obtiene produciendo alrededor 
de 5. 5 toneladas diarias de acero de segunda clase . 

16. Una compañia de teléfonos halla que obtiene una ganancia líquida de 15 
pesos por aparato si la central tiene 1000 abonados o menos. Si hay más de 1 000 
abonados. dicha ganancia por aparato imta1ado disminuye un centavo por cada 
abonado que sobrepasa ese número. ¿ Cuántos abonados darian la máxima ganancia 
líquida? 

Sol. l250. 

17. El costo de fabricar ci erto artículo es p pesos. yel número que pueden 
venderse varía in versamente con la potencia en ésima del precio de venta. Calcu
lar el precio de venta que dará la mayor ganan cia líquida. 

Sol. np 
-;;--=1 . 

18. I-iai íar el diámetro de un bote cilíndrico de hojalata de un litro de 
capacid ad. para que en su construcción entre la menor cantidad de hoja lata. 
a) si el bote es abierto por arriba; b) si el bote está tapado. 

8 . ~
. -

Sol. a) It dm. b) 
3/
'\j~ dm. 

19. El área lateral de un cilindro circular recto es 411: metros cuadrados. Del 
cilindro se corta un hemisferio cuyo diámetro es igual al diámetro del cilindro. 
Calcular las d imensiones del cilindro para que el volumen que queda sea un má
ximo o un mínimo. Determinar si es máximo o mínimo. 

Sol. Radio = 1 m. altura = 2 m; máximo. 

20. Hallar el área del mayor rectángulo, con lados paralelos a los ejes coor
denades. que puede incribirse en la figura limitada por las dos parábolas 
3 y = 12 - X2 y 6 y = X2 - 12. Sol. 16. 
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21. Dos vértices de un rectángulo están sobre el eje de 
', énices eS lán sobre las rectas cuyas ecuaciones son y = 

¿ P.uJ qué valor de y será máxima el área del rectángulo? 

las x. Los 01 ros dos 
2 x y 3 x + y = 30. 

Sol. y=b. 

22. Una base de un trapecio isóscele s es un diámetro d e un circulo de 
r,ldio u. y los extremos de la otra base están sobre la circ unfHen cia . Hallar la 
longitud de la otra base para que el área sea máxima. Sol. u. 

23. Un rectángulo está inscrito en un se g mento de parábola y un lado del 
rectán g ulo está en la base del segmento. Demostrar que la ra z ón del area del rec-

1 
tángulo máximo al área del segmento es vT 

24 . La res istencia de una vig a rectangular es proporcional ai produclo del 
ancho por el cuadrado de su espesor. Calcular las dimensiones de la v iga má s 
resistente que puede cortarse de un lronco cu y.¡ sección tr .llIs vers.¡1 es una elipse 
de sl'micjcs el ( m.¡yol') y b (menor ). 

Sol. Anchura = 2 1> ~+; espe so r = 2 u ~. 
25. La rigidez de una viga rectangular es proporcional a l producto de la 

anchura por el cubo del espesor. Calcular las dimensiones de la viga más rigida 

que pueda cortarse de una troza cilindrica de radio a. Sol. a X a\/1. 

26. La ecuación d e la tray ec toria de una pelota es y = m x _ (m
2
+l )x

2 

200 
tomándose el origen en el punto desde e l cual se lanz a la pelota . y siendo m la 
pendiente de la curva en el origen; a) ¡ Para qué valor de m caerá la pelota . 
en el mismo nivel horizontal. a la mayor distancia? b) ¡Para qu é valor de m 

dará a la mayor alt ura en una pared vertical a la distancia de 75 metros! 
Sol. u ) 1; b) %. 

27. Una ventana tiene la forma de un rectán g ulo coronado d e un trián g ulo 
rec t á ngulo isósceles . Demostrar que si el perímetro es p metros . la mayor can
tidad de luz entrará cuando los lados del rect á n g ulo sean ig uales a los catetos del 
triángulo . 

28. Dada la suma de las áreas de una esfera y un cubo. demostrar que 1.1 
suma de sus volúmenes será mínima cuando el diámetro de la esfera es igual a 
la arista del cubo. ¡ Cuándo será máxima la suma de los volúmenes? 

29 . Hallar las aimensiones del mayor rectángulo que pueda inscribirse en la 
. X 2 y2 

elIpse - + - = l. 
a2 b 2 

Sol. a../2 X b../2 . 

30. Hallar el área del mayor rectángulo que pueda construirse con su base en 
el eje de las x y con dos vértices en la curva llamada bruja de Agnesi cuya ecua-
. . 8 a 3 

ClOn es y = X2 + 4 a2 
(véase la gráfica de la curva en el Capítulo XXVI) . 

Sul. 4 rl 2
• 

31. Hal lM la ra z ón del áre<t de la menor elipse que puede circunscribirse a UlI 

rectángulo al area del rectángulo. El area de una elipse es rrab. siendo a y b lo s 
semIejes. Sol. J,>.n. 
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32. Los dos vé rtices inferi.ores de un trapecio isósceles son los puntos cuyas 
coordenadas son (-o. O) y (6, O). Los dos vé rtices superiores están en la 
curva X2 + 4 Y = 36. Hallar el área del mayor trapecio que puede tra za rse de 

esta manera. Sol. 64. 

33. Los radios de dos esferas son a y b y la distancia entre los centros es c. 
i Desde qu~ punto P en la recta de los centros AB es visiJle la mayor .lrea de 
superficie esférica? (El área de una zona esférica o casquete esfér ico de a l tura h 

es 2 rrrh, s iendo r el radio de la esfera.) 

So/ . unidades de superficie. 

34. Hallar las dimensiones del mayor paralelepipedo rectang ular con base 
cuadrada que puede cortarse de una esfera sólida de radio f. 

Sol. 2 y 
h = 3" f 3. 

35. Dada un a es fera de (¡ cm de radio , calcular l a altura de cada uno de los 
sól idos siguientes: 

a) ci lindro circular recto inscrito de volumen máximo; 

b) cilindro circular recto inscrito d e superficie total máxima; 

e) cono recto circunscrito de "olumen m ín imo. 

Sol . a} 4y3 cm; b) 6,31 cm; e) 2~ C I11. 

36. Del110strar que una tienda de campaña de forma cónica de capacidad dada. 

eXlglra la menOr ca ntidad de Ion,) cuando la altura es V2 ve ce s e l radio de la 
base. Demostrar también que s i se extiende la lona en un plano, se obtiene un 
sector circular de 207 0 51'- ,e u .i nta lona se neces itaría para una tienda de 3 111 

dealto' Sol. 24,5m 2 . 

37. Dado un punto d el eje de la parábola y2 = 2 px a una distancia a del 
vért ice, calcular la abscisa del punto de la curVa más cercano al punto dad o . 

Sol. x=a-p . 

38. Hallar e l punto de la curva 2 y X2 más cercano al punto (4, 1). 

Sol. (2, 2). 

39. SI PQ es el segmento de recta má s lar go que se puede trazar de P(a, b) 
la curva y = F (x), o e l más CO rl O, demostrar que PQ es perpendicular a la 

tangente a la c urva en Q. 

40. Una fórmula para e! rendimiento de un torni l lo es 

R 
h (1 - h tg ~) 

h + tg ~ 

s iendo O e l ángulo de rozamiento y h el paso del tornillo. Hallar h para ren-
dimiento máximo. So/ h = sec O - tg O 

http://carlos2524.jimdo.com/



78 CALCULO C'IFERENCIAL 

41. La distancia entre dos focos caloríficos A y B (fig. 30) cuyas inten
sida des respecti vas son a y b, es 1. La intensidad total de calor en un punto P, 

entre A y B, se da por la fórmula 
A P B 

------J 1 = ~_+ b 
X2 (l-x)2' 

Fig. 30 siendo x la distancia entre P y A. ¿ Para qué 
posición tendrá P la tempera tura más baja? 

Sol. 
a Y:; 1 x = .....-: • 

a Y:; + bY¡ 

42. La base inferior de un trapecio ísósceles es el eje mayor de una elipse; 
los extremos de la base supe rior so n puntos de la el ipse. Demostrar que en el 
trapecio de este tipo de ár¿a máxima la longitud de la base superior es la mitad 
de la inferior. 

43. En la elipse b 2x2 + a2y2 = a2b 2 se ha de inscribir un triángulo isósceles 
cuyo vértice sea el punto (O, b). Hallar la ecuación de la base correspond iente 
al triángulo de área máxima. Sol. 2 y + b = O. 

44. Hallar la base y la a ltura del triángulo isósceles de área mínima circuns
cr it o a b elipse b 2x2 + a 2 y2 = a 2b 2 , y cuya base es paralela al eje de las x. 

Sol. Altura=3b, base=2aV1. 

45. Sea P (a, b) un punto en el primer cuadrante de un sistema de ejes rec 
tangulares. Trácese por P una recta que corte las partes positivas de los ejes 
en A y B. Calcu lar la longitud de OA y de OB en cada un o de los siguientes 
C.1S0S: 

a) cuando el á rea OAB es mínima; 
b) cuando la longitud AB es mínima; 
e) cuando la suma de OA y OB es mínima; 
d) cuando la di stanc ia (perpendicular) de O a AB es maxlma. 

Sol. ,,) 2a,2b; b) a+ a)"o b%,b+a%b Y. ; 

c) d) 
a 

50. La derivada como rapidez de variación. * En el Artículo 23 
la relación funcional 

(1 ) 

dió como razón de los incrementos correspondientes 

( 2) 

Cuando x 

(3) 

!1y 
!1x = 2 x + !1x. 

4 Y i1x = O ,5, la ecuación (2) se convierte en 

!1y 
!1x 

8,5. 

Llamada también razón de ca mbio o rapidez de cambio. 
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Luego decimos que la rapidez media de variación de y con respecto 
a x es igual a 8,5 cuando x aumenta desde x = 4 hasta x = 4 ,5. 

En general, la razón 

(A) ~y = rapidez media de variación de y con respecto a x cuando x 
ox 

varía desde x hasta x + /).x. 

Caso de rapidez constante de variación. En el caso 

(4) 

tenemos, 

y = ax + b, 
/).y 
/).X = a. 

Es decir, la rapidez media de variación de y con respecto a x es igual 
a a, la pendiente de la rect.a (4), Y es cons·tante . En este caso, y 
solamente en este caso, el cambio en y (/).y), cuando x aumenta 
descie un valor cualquiera x hasta x + /).x , es igual a /).X multiplicado 
por la rapidez de variación a. 

Rapidez instantánea de variación. Si el intervalo de x a x + /).X 

disminuye, es decir, si /).X ---7 0 , entonces la rapidez media de la varia
cjcJn de y con respecto a x se convierte, en el límite, en la rapidez 
instantánea de variación de y con respecto a x . Por consiguiente, según 
el Artículo 24, 

(B) ~: = rapidez instantánea de la van·ación de y con respecto a x 

para un valor definido de x. 

Por ejemplo, de (1) se deduce, 

(5 ) 
dy 
dx = 2 x. 

Cuando x = 4, la rapidez inst.antánea de variación de y es 8 uni
dades por unidad de variación de x. Es frecuente que en la igual
dad tB) se prescinda de la palabra "inst.antánea". 

Interpretación geométrica. Trace
mos la gráfica (fig. 31) de la función 

(6) y = j(x) . 

Cuando x aumenta de OM a ON, en
tonces y aumenta de MP a N Q. La 
rapidez media de la variación de y con 
respecto a x es igual a la pendiente 
de la recta secante PQ. La rapidez 

y 

o 

8 S 

A 

x 

Fig. 31 
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instantánea cuando x = OM es igual a la pendiente de la tan
gente PT. 

Luego la mpidez instantánea de variación de y en P (x, y) es igual 
a la mpidez constante de variación de y a lo largo de la tangente en P. 

Cuando x = Xo, la rapidez instantánea de variación de y, o sea 
de f(x), en (6), es f '(XO). Si x aumenta ahora de Xo a Xo + L'\x , 
el cambio exacto en y no es igual a f' ( Xo )L'\x , a no ser f' (x) constante, 
como en (4) . Sin embargo, veremos más tarde que este producto es, 
aproximadamente, igual a L'\ y cuando L'\x es suficien temente pequeño 

51. Velocidad en un movimiento rectilíneo. Cuando la variable 
independiente es el tiempo, se presentan aplicaciones importantes . 
Entonces la rapidez de v~riación con respecto al tiempo se llama 
simplemente velocidad. La velocidad en un movimiento rectilíneo su
ministra un ejemplo sencillo. Consideremos el movimiento de un 
punto P (fig. 32) sobre la recta AB. Sea s la distancia medicta de 

---<--------~------~~----~--A o P ~ 8 

Fig. 32 

Iln punto fijo, como O, a una pOSlClon cualquiera de P, y sea t el 
tiempo correspondiente t.ranscurrido. A cada valor de t corresponde 
una posición de P y, por consiguiente, una distancia (o espacio) s. 

Luego s será una fun ción de t, Y podemos escribir 

s = fCt). 

Ahora, demos a t un increment.o L'\ t; entonces s tomará un incre
mento L'\s, y tendremos: 

(1 ) ~~ = velocidad media 

de P cuando el punto se mueve de P a PI, en el intervalo L'\t de 
tiempo. Si P se mueve con movimiento uniforme, es decir, con 
velocidad constante, dicha razón tendrá un mismo valor para todo 
intervalo de tiempo, y es la velocidad en cada instante. 

Para el caso general de cualquiera clase de movimiento, sea uni
forme o no , definimos la velocidad ( rapidez de variación de s con respecto 
al hempo ) en un instante cualquiera como el limite de la velocidad med1·a 
cuando L'\t tiende a cero; es decir, 

ds 
(e) v=dt" 
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La velocidad en un instante cualquiera es, pues, la derivada del espacio 
con respecto al tiempo. 

Cuando v es positiva, el espacio s es una función creciente de t, 
Y el punto P se mueve en el sentido AE o Cuando v es negat,iva, 8 es 
una función decreciente de t, Y P se mueve en el sentido EA (Ar
tículo 45) o 

Para ver que esta definición concuerda con el concepto físico de 
velocidad que ya tenemos, vamos a calcular la velocidad de un cueepo 
que cae, al cabo de dos segundos o 

Se ha averiguado experimentalmente, que si un cuerpo cae libre
mente en el vacío partiendo del reposo a la superficie de la Tiena, 
obedece, aproximadamente, a la ley dada por la fórmula: 

(2) s = 4,9 t2
, 

siendo s = el espacio recorrido en metros, t = el tiempo en segundos o 

Aplicando la regla general (Art. 27) a (2), tendremos: 

PRIMER PASO o 

S + i!s = 4,9 (t + i!t)2 = 4,9 t2 + 9,8 t· /),t + 4,9 (i!t)2 o 

SEGUNDO PASO o 

i!s = 9,8t· i!t + 4,9 (t1t)2. 

TERCER PASO. 

Haciendo 

(3 ) 

~~ = 9,8 t + 4,9 t1t = velocidad media durante todo el inter
valo t1t de tiempo. 

t = 2, 

~s = 19,6 + 4 ,9 t1t = velocidad media durante todo el inter-o 

t valo t1t de tiempo durante dos se
gundos de caída. 

Nuestra idea física de velocidad nos dice inmediatamente que (3) 
no nos da la velocidad real al fin de dos segundos; en efecto, aun si 
t0mamos t1t muy pequeño, digamos 0,01 ó 0,001 de segundo, toda
vía (3) da solamente la velocidad med-ia durante el pequeño intervalo 
de tiempo correspondiente o Pero lo que sí queremos expresar con la 
idea de velocidad al fin de dos segundos es el límite de la velocidad 
media cuando t1t tiende a cero; es decir, la velocidad al fin de dml 
segundos es, i'legún (:3 ) , 19,6 metros por segundo o De ei'lte modo, 
aún la idea ordinaria de ve locidad que obtenemoi'l de la experiencia, 
implica el concepto de un límite; según nuestra notación, 

v = lím (~St) = 19,6 Jll por segundo. 
6/ --70 u -

http://carlos2524.jimdo.com/



82 CALCULO DIFERENCIAL 

52. Relación entre la rapidez de variación de variables relacio
nadas. En muchos problemas entran variables que son funciones del 
tiempo. Si las condiciones del problema permiten establecer relaciones 
entre las variables, entonces, mediante la derivación, es posible hallar 
una relación entre la rapidez de variación de las variables. 

Como guía para la resolución de problemas de esta clase, puede 
usarse la siguiente regla. 

PRIMER PASO. Construir una figura que sea una inteTpTetación 
del enunciado del problema, y Tepresentar por x, y, z, etc. las canti
dades que varian con el t1'empo . 

SEGUNDO PASO. Obtener una relación entre las variables implicadas 
que se veTifiqne en un instante cualquiera. 

TERCER PASO. Derivar con respecto al tiempo. 

CUAHTO PASO. HaceT una lista de las cantidades dada8 y de las 
bnscadas. 

QUINTO PASO. Sustituir en el resultado de la deTivación (tercer 
paso) las cantidades dadas, y resolver con respecto a las que se buscan. 

PROBLEMAS 

1. Un hombre camina 7Yz Km por hora hacia la base de un a torre que tiene 
18 m de alto. ¿ Con qué rapidez se acerCJ J la cima de la torre cuando su distan
cia de la base es 24 m ? 

Solución. Ap lic ando la re g la, tendremo s: 

Primer paso. Construyamos la figura 33. Sea x la distancia entre el hombre 
y la base de la torre, y y su distanci a de 

-- l 
I 
I 
I 
I 
I 

'!? 
I 
I 
I 
I 

la cima , en un instante cualquiera. 
Segundo paso. En el triángulo rectán

g ul o de la figura se verifica: 

y2 = x2 + 324. 

T ereer paso. Derivando, obtenemos 

L..-.-__ --' ___ -LJJ 2 Y dy = 2 x d-,: 
dt di 

o sca. 
M 

F ig. 33 ( 1 ) dy x dx 
dt = Y dr' 

ESlo s ignifica que en un instante cual q ui era se ve rifi ca la igualdad: 

Tapide z d e unriaci.ón de y = (f ) ¡Jeees (rapidez de ulIriClción d e x) . 
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Cuarto paso. 

APLICACIONES DE LA DERIVADA 

x 24 

y = V X2 + 324 
= 30. 

dx = _ 7 Yz Km por hora 
dt -

dy _ 
--¡¡¡-

- 7500 m por hora. 

Quinto paso. Sustituyendo en (1), 

r¿t¿ = - ~ X 7500 m por hora 
de 30 

= - 6 Km por hora. 

83 

2. Un punto se mueve sobre la parábola 6 y = x 2 , de manera que cuando 
x = 6 la abscisa aumenta con una rapidez de 2 m por segundo. ¿Con qu é 
rapidez a umen ta la ordenada en ese instan te? 

Solución. Primer paso. Construímos la parábola (fig. 34). 

Segundo paso. Según el problema , 6 y = X2. 

Tercer paso. 6 dy = 2 x dx, o sea, 
dt dt 

(2) dy _ x dx 
--¡¡¡ - 3" dt 

y 

Fig. 34 

Esto signific2 que en un punto cualquiera de la parábola s< verifica: 

(rapidez de variación de la ordenada) 

Cuarto paso. x = 6 . 

y = ~ = 6. 
6 

= ( T ) (rapidez de variación de la abscisa) 

dx = 2 m por segundo. 
dt 

dy _ ? --¡¡¡ - . 

quinto "(/.~o. Sustituye ndo en (2) , tendremos: 

dy = ~ X 2 = 4 m por segundo. 
dt 3 

Según este resultado . en el punto P (6. 6) la ordenada varía dos veces más 
ráp idamente que la abscisa. 

Si en lugar de ese punto consideramos el punto PI(-6, 6), el resultádo es 
dy 
di = - 4 m por segundo: el signo menos indi ca que la ordenada di sm inu ye 

cuand o la absci52 aumrnt ;l. 

http://carlos2524.jimdo.com/



84 CALCULO DIFERENCIAL 

3. Una placa circular de metal se dilata por el calor. de manera que su radio 
aumenta con una rapidez de 0 . 01 cm por segundo. ¿Con qué rapidez aumenta 
el á rea cuando el radio es de 2 cm ? 

Solución. Sea x = el radio y y = el área. Entonces 

y = Jtx 2 • 

dy = 2 Jtx dx . 
dt dt 

(3) 

Es dec ir. en un instante cualquiera. el área de la placa ex presa da en centímetros 
c uad rado s. aumenta 2Jtx veces más rápidamente que 10 que el radio aumenta e n 
cen 1 í metros lin ea les. 

x = 2. dx = 0 . 01. d y = 
dt dt 

S ust i t uye ndo en (3). 

rjJL = 2 Jt X 2 X 0.01 
de 

0 .04 J1: cm 2 por segundo. 

H 

1.50 

lj x 

s M 

Fig. 35 Fig. 36 

L 

4 

F 

4. Una lámpara de arco cuelga a la altura de 4 metros directamen te sobre un 
paseo rectilíneo y hori z ontal. Si en este paseo un muchacho de 1. 50 m de alto 
and a a lejándose de la lámpara a razón de 55 metros por minuto. i a razón de 
cuá ntos metros por minuto se a larga su so mbra ? 

Solución. Sea x = dist anc ia del mu chacho de un punto directamente debajo 
de la lámpara L. y sea l/ = longitud de la sombra del muchacho. De la figu
ra 36, se ded ti ce . • -

o SCJ, 

Der ivando, 

y : y + x = 1,50 : 4, 

3 x. y 
5 

dy_3dx. 
Ú -5dt' 

es decir, la sombra se alarga co n una rapidez igual a los % de la rapid ez con 
que se mue ve el muchacho, o sea , a ra zó n de 33 metro s por minuto . 

5. Un punto se mueve sobre la parábola y 2 = 12 x, de manera que la ahscisa 
aumenta uniformemente 2 cm por segundo. i En qu é pu nto aumentan la absc isa y 
la ordenada a la mism a razón ? So l _ (3, 6). 
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6. Hallar los valores de x para los que la rapidez de variación de la función 

x 3 - 12 X2 + 45 x - 13 
es cero. S al. 3 y 5. 

7. Un lanchón se acerca al muelle m ediante un cable amarrado a un anillo 
en el suelo del muelle; el cable se enrolla con un torno situado en la cubierta 
del lanchón, a razón de 2,4 m por minuto. La cubierta está 4,5 m debajo del 
nivel del muelle. ¿ Con qu é rapidez se mueve el lanchón hacia el muelle cuando 
dista de él 6 metros? Sol. 3 m por minuto. 

8. Un bote está atado a una cuerda que está arrollada alrededor de un torno 
situado 7 m más alto que el nivel del punto en que la cuerda está amarrada al 
bote. E l bote se aleja con la velocidad de 3 m por segundo. ¿ Con qué rapidez 
se desarrolla el cordel cuando dista 10 m del punto que está directamente debajo 
del torno y al nivel del agua ? Sol. 2,4ó m por segundo. 

9. Uno de los extremos de una escalera de 15 m se apoya contra una 
pared vertical le vantada en un piso hori zo ntal. Supóngase que se empuje 
el pie de la escalera alejándola de la pared a razón de 0,9 m por minuto. 
(1) ¿ Con qué velocidad baja la extremidad superior de la escalera cuando su pie 
dista 4 m de la pared ? b) ¿ Cuándo se moverán con la misma velocidad las d0s 
extremidades de la escalera? e) ¿Cuindo baja la extremidad s uperior de la esca 
lera a razón de 1, 2 m por minuto ! 

Sol. a) 0,25 m por minuto; b) cuanao el pie 
de la escalera dista 7,5 V2 m de la pared: 
e) cuando el pie dista 12m de la pared. 

10 . Un buque na vrgaba hacia el Sur a una ve locidad de 6 millas por hora; 
otro navegaba hacia el Este a una velocidad de 8 millas por hora. A las cuatro 
de la tarde el segu ndo cruzó la ruta del primero en el punto por el Que é~re babia 
pasado dos horas antes. a) ¡Cómo var iaba la distancia entre lo s buques a la s 
tres de la tarde? b) ¿Cómoalascincodelatarde' e) ¿Cuándo no variaba 
la distancia entre ellos' 

Sol. a) Disminuía 2,8 millas pur Qora; b) aumen
taba 8.73 millas por hora; e) a las 3h 17m de la 
ta rde. 

11. El lado de un triángulo equ ilát ero mide a cm; SI aumenta a razón de 
h cm por hora, ¿a razón de cuántos centímetros cuadrados por hora aumenta 
el área? 

Sol. Y.í akv3 cm 2 por hora . 

12. Las aristas de un tetraedro regular mid en 10 cm; si aumentan 0 , 1 cm 
por minuto, calcular la rapidez de aumento del vo lumen. 

13. Si en un cierto instante las dos dimensiones de un rectángulo son a y b . 
Y su rapidez de variación son m y n, respectivamente, demostrar que la rapide z 
de variación del área es an + bm. 

14. En un cierto instante las tres dimen siones de un paralelepipedo rectan
gularson6m, 8mylOm,yaumgntan, respectivamente, O,2m, O,3myO.lm 
por segundo. ¿ Cuál es la rapídez de variación del volumen' 
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15. El período (P segundos) de una oscilación completa de un péndulo 

cuya 19n9itud es I cm viene dado por la fórmula P = O,2V/. Hallar la rapi
dez de variación del período con respecto a la longitud, cuando 1= 22 , 5 cm. 
Por medio de ese resultado calcular el aumento de P correspondiente al aume nt o 
de I de 22,5 a 22 ,8 cm. Sol. 0,021 seg . por cm; 0,0063 segundos. 

16. El diámetro y la altura de un cilindro circular recto son, en un cierto 
instante, 10 cm y 20 cm, respecti va mente. Si el di ámetro aumenta a ra zón <1e 
1 cm por minuto , ¡qué alteración de la altura mantendrá constante el vo lumen ? 

Sol. Una di smi nu ción de 4 cm po r minute. 

17. El radio de la ba se de cierto cono aumenta a razón de 3 cm por hora y la 
altura disminuye a razón de 4 cm por hora . Calcular cómo varía el área total del 
cono cuando el radio mide 7 cm y la altura 24 cm . 

Sol. A um ent a a razón de 961t cm2 por hora. 

18. E n cada uno de los extremos de un cilindro de radio r y altura h se 
coloca un hemisferio de radio r. Si r aumenta a razón de 50 cm por minuto, 
i a qué ra zó n debe h disminuir para mantener fijo el volumen del só lido, en el 
instanle en que r mide 10 m y h mide 20 m ? 

l\). Desde la boca de un pozo profun do se dej a cae r una piedra, y de spués 
de ( seg undos se dej a caer otra piedra. Demostrar que la distancia entre las pie
dr,ls aumenta a razón de tg cm por segundo. 

20. Un gasómetro contiene 1000 m 3 de gas a la presión de 300 g por cm 2 . 

Si la presión disminuye a razón de 3 g por cm2 por hora , ¡ con qué rapidez 
aumenta el volumen ? ( D ése por sentada la ley de Boyle: pu = c.) 

Sol. 10 m 3 por hora. 

21. La ley adiabática para la expanSlOn del aire es PV 1
•
4 = C. Si en un 

tiempo dado se observa que el volumen es de 10 m 3 y la presión es de 50 Kg por 
centímetro cuadrado, ¡ cuál es la alteración de la presión si el vo lumen dismi
nuye un m 3 por seg undo ? Sol. Aumenta 7 K g por cm 2 por segundo. 

22. Si Y = 4 x - x 3 Y x aumenta uniformemente a razón de 7~ de unidad 
por segundo, ¿ cuál es la rapidez de variación de la pendiente de la gráfica en el 
instante en que x ';" 2? Sol. Disminu ye 4 unidades por segundo . 

23. Se echa agua en un recipiente hemi sfé rico de 35 cm de diámetro a razón 
de 16 cm 3 por segundo . ¡ Con qu é rapídez sube el agua , a) cuando ha lle
gado a media profundidad; b) en el momento de rebosar? (El volumen de 
un segmento esférico de una base es nrh 2 - 7~ nh 3 , siendo h la altura del seg
mento. ) 

24. El gas de un globo esférico se escapa a razón de 1000 cm 3 por minuw . 
En el instante en que el radio es 25 cm, a) ¿ con qué rapidez disminuye el ra-
dio ? h) ¿con qu é rapidez disminuye el área de la superficie? 

Sol. b) 80cm 2 por minuto. 

http://carlos2524.jimdo.com/



APLICACIONES DE LA DERI VA DA 87 

25. Si r representa el radio de una esfera, S la superficie y V el vo lum en. 

demuéstrese la rela ción dV = !...- dS. 
dt 2 dt 

26. Una vía de ferrocarril cruza una carretera bajo un ángulo de boa . Una 
locomotora dista 160 m del cru ce ro , y se aleja de él a la ve locid ad de 100 Km por 
hora. Un automóvil di sta del crucero 160 m, y se acerca a él a la ve locidad de 
50 Km por hora , ¡ A qué razón se alte ra la distancia entre íos dos' 

Sol. A um enta 25 Km por hora ó 25V 3 Km por hora. 

27. L a longitud de una artesa horizontal es de 2,5 m; su secc ión transversal 
es un triángulo rectángulo isósceles. Si se ec ha agua en la artesa a ra zó n de ~~ m 3 

por minuto , ¡ con qué rapidez sube la superficie del agua cuando el agua tiene 
)1 m de prof undid ad ? Sol . 5 cm por minuto. 

28. En el problema 27, ¡con q ué rapid ez debe echarse el agua en la artesa 
pa ra q ue el nivel suba de 4 cm por minuto , cuand o el ag ua tiene un a profundi 
dad de 75 cm? 

29. La longitud de una artesa horizontal es de 4 m; su secc ió n tra n sve rsal 
es un trapecio; el fondo tien e un metro de ancho; el se no del á n gulo entre sus 
ca ra s late ral es y el plano horizontal es %. Se echa agua en la artesa a ra zón d e 
Y4 m 3 por m inuto . ¿Co n qué rapide z sube el nivel del ag ua cuan d o el ag ua tiene 
60 cm de profundidad ~ 

30. En el problema 29, ¡con qu é rapidez se saca agua de la artesa si el nivel 
baja 3 cm por minuto cuando el ag ua tiene un met ro de prof undidad ? 

31. El seg mento que la tangente a la rama positi va de la hipérbo la xy = 4 
determina so bre el eje de las x aum enta 3 unidades por segundo. Se a la or de
nada en el origen OB. Hallar la velocidad de B desp u és de 5 seg und os del in s
tante en que la tangente pasaba por el origen. 

Sol. - ~ de unid ad po r segundo. 
75 

32. Un punto P se mueve ·a lo largo d e la parábola y2 = x de manera qu e 
su abscisa aumenta de una manera unif o rm e k unidades por segundo. La pro
yecc ió n de P sobre el eje de las x es M. ¡ Con qué r ap idez aume nt a el área del 
triángulo OMP cuando P está en el punto de abscisa x = a? 

Sol. % kV'~ unidades por segundo. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Considérense los paralelepípedos cuyas bases son los re ctángulos in scr it os 
en el área limitada por la parábola y2 = 16 x y su lado recto (cuerda tra za da 
por el foco, perpendicularmente al eje de si metr ía), de manera que un lado 
del rectá ngulo esté so bre el lad o rec to de la parábo la: las alturas de los ¡::~.,¡\c\e

pípedos son siempre iguales a la long itud del lado paralelo al eje de las x . 

Hallar el volumen del mayor paralelepípedo . 

S ol. 4096 V5 = 73 .27 
125 
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2. Una elipse. simétrica con respecto a los ejes coordenados. pasa por el ' 
punto fijo Ch. k) . Hallar la ecuación de la elipse de área mínima . 

Sol. k 2x 2 + h2y2 = 2 h 2k 2 • 

3. La cur va x 3 - 3 X{j + y3 = O tiene en el primer cuadrante un bucle simé
trico con respecto a la recta y = x . Un triángulo isósceles inscrito en el bucle 
tiene su basr en la recta x + y = a y su vért ice en el origen. Hallar el valor de 
(/ correspondiente al triángulo de área má x ima. 

Sol. Yz (1 + VD) = 2.303 . 

. .1. P es un punto de la curva y = 7 - x 2 • en el primer cuadrante. Por P se 
tra za la tangente a la cur va. y sean A y B los puntos en que corta a los ejes 
coordenados. Hallar la posición de P para que AB sea mínimo. 

Sol . Ordenada = 4%. 

4. El costo de construcción de un edificio destinado a oficinas es de pesos 
50000 para el primer piso. $ 52500 para el segundo. $ 55000 para el tercero . y 
asi sucesivamente. Otros gastos (terreno. planos. cimentación . etc.) son de 
$ 350000. La renta anual neta es $ 5000 para cada piso . ¡Cu;í..ntos pisos darán 
el más alto tipo de interés de la inversión? Sol. i7 

6. Para cierto articulo. el aumento en el número de kilos consumidos es 
proporcional a la disminución de la contribución sobre cada kilogramo. Si el 
consumo es m Kg cuando no hay contribución y n Kg cuando la contribución 
es e pesos por kilogramo . hállese la contribución que d ebe imponerse sobre cada 
kilogramo para obtener el máximo ingreso. 

7 . Una cuerda BC d e b parábola y = kx 2 y las tangentes AB y AC en los 
dos extremos de la cuerda. forman un triángulo ABC. Si BC se mantiene 
perpendicular al eje de la parábola y se acerca al vértice con una rapidez de 2 uni
d ade s por segundo. ¡ con qué rapidez v aría el área del triángulo cuando la cuerda 
BC dista del vér tic e 4 unidades I 

8. Un tanque cilíndrico nrtica l tiene en s u base u.n ag uj ero de 3 CI11 d e 
radio. El radio del tanque es de 30 cm. El agua se esc urre del tanque con la 
velocidad dada por la fórm ul a v 2 = 2 gh . siendo h la profundidad del agua y 9 
la aceleración de la g ra ve dad. ¡C uál es la rapide z de va riación de la velocidad? 

Sol . Di sminuye a razón de lbo 9 cm por segundo por segundo. 

9. Una lámp'ara dista 10 m de una pared . y está colgada a una altura de 3 m 
respecto al eje de un sendero perpendicular a la pared. Un hombre de 1.775 m de 
altura anda por el sendero hacia la pared al paso de un metro por segundo. 
Cuando dista de la pared 3 m. ¡ qué tan rápidamente sube la sombra de su cabeza 
por la pared? Sol. 25 cm por segundo. 

http://carlos2524.jimdo.com/



CAPlTULO Vl 

DERIVADAS SUCESIVAS DE UNA FUNCION. APLICACIONES 

53. Definición de las derivadas sucesivas. Hemos visto que, en 
general, la derivada de una función de x es también una función de x, 
Puede ocurrir que esta nueva función sea también derivable; en este 
caso la derivada de la primera derivada se llama la segunda derivada de 
la función primitiva , Análogamente, la derivada de la segunda deri
vada se llama la tercera den'vada, y así , sucesivamente, hasta la 
enés~ma derivada, Así, si 

dy - = 12 x 3 

dx ' 

!! (dY) = 36 x~ 
dx dx ' 

:X[!(~~)J=72X, Etc , 

Notación , Los símbolos para las derivadas sucesivas se ahrevian 
ord}nariamente como sigue: 

Si y = j(x), las derivadas sucesivas se representan tamnién por 
la notación 

d d2y 
d

Yx = y/ = j'(x); - = y" = 1"(x) . dx2 , 

d3 

d:a = 11"/ = jll/(x); . . . , drly 
dxn = yen) = j(n)(x) , 
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En el ejemplo anterior, la notación

y = 3 x4, yl = 12 x3, v" = 36 x2, y"l = 72 x, yIV = 72

es la más cómoda.

54. Obtención de las derivadas sucesivas en funciones implícitas.
d2yPara mostrar el procedimien to, hallaremos .J2 de la ecuación de la",x

hipérbola
(1)

Derivando con respecto a x (Art. 41) ,

2 b2x - 2 a2y dy = O
dx '

o sea,

(2)

Derivando otra vez, teniendo en cuenta que y es una función de x,
resulta:

a2yb2 _ b2xa2 dy
d2y dx
dx2 = a4y2

Reemplazando ddY por su valor según (2) ,
x

a2b2y _ a2b2x (b
2
x)

d2y _ a2y
dx2 - a4y2

tendremos,

b2(b2X~ _ a2y2)
a4y~

Pero, según la ecuación dada, b2x2 - a2y2 = a2b2.

d2y b4

dx2 = - a2y3'

PROBLEMAS

Demostrar cada una de las siguientes derivaciones.

1. t¡=3x4-2x3+6x. d
2
y = 36 x2 - 12 X.

dx2

d3s 3 b3

dt3 = 8(a + bt ) %'

d2y 4 ab2

dx2 = (a - bX)3

2. s = v' a + bt .

3. a + bxt¡ =----.. a - bx

DERIV ADAS se

4. u = v' a2 + (}2.

x2

5'Y=a+x'

G. s

x3 - 2 x2

7.f(x)=1_x·

8. 2y=--.
x + 1

10. y2 = 4 ax.

12. ax2 + J bx i; + br,¡2 =

13. x3 + y3 = l.

En los problemas 15 a 25.
dados de las variables.

_ a2

15. y=v'ax+ .i=
vax

16. y=v'25-3x; x=

17. y=xv'x2+9; x=

18. x2 - 4 y2 = 9; x = 5

19. x2+4 xy+y2+3 = O;

20. Y = (3

21. Y = v'
22. Y = ..;¡
23. Y = x :

24. y2 +2

25. x3 - x

http://carlos2524.jimdo.com/



4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13 . 

14. 

DERIVADAS SUCES IVA S DE UNA F U NC IO N 

u = V a 2 + u 2 . 

X2 
u = 

a + x ' 

s 
V2 t + 1 

f(x) 
x 3 - 2 x 2 

= 1 - "!~ 

2 y = 
x+ l 

x2 + y2 = r2. 

y2=4ax. 

b 2x2 + a 2y2 = a 26 2. 

ax 2 -I-} h .q¡ + by2 

x3 + y3 = 1. 

x' + 2 x2y2 = a4. 

= 1. 

d 2 u a2 

du 2 
= (a2 + u 2 ) % . 

d 2 U _ 2 a2 

dX2 - (a + x) a 

d 2s -(t+2) 

dt2 = (2 t + 1) %' 

_1 4 
flV (x) = -. 

( 1 - x) 5 

d"y _ 2 (- 1 )"1 n 
dxn - (x+l) 1>+ 1 

d2 u __ r 2 

dx 2 - y 3' 

d 2 y _ _ 4 a2 

dX 2 - 7 ' 
d2u = -~; 
dX2 a2 y3 

d 2 y _ h 2 - ab 
d~2 - (hx + b U)3 

d 2 y _ _ 2 x 
dx i - ys' 
d 2y _ 2 y4 - x2y2 - x ·1 

dx2 - X 2 y3-- - ' 

9 1 

E n los problemas 15 a 25, ()btener los valores de y' y y" para lo s valore 
dados de las va riables. 

_ a 2 

15. y = vax+ -=: x = a. 
Vax 

So l . y' = 0, 
1 

y" = -. 
2 a 

16. y = V25 - 3 x: x = 3, 

17. y = x V X2 + 9: x = 4. 

18. x2 - 4y2=9: x=5 , y=2. 

19. x 2+4 xy+y2+3 = O; x = 2, y = -1. 

20. y= (3 - X2) 4; x= 1. 

21. y =V 1 + 2 x: x = 4. 

22. Y = ~ x2 + 4: x = 2. 

23. Y = xV 3 x - 2; x = 2. 

24. y2 + 2 xy = 16: x= 3, y 

y' = ' }Is, y " = 23r;25 . 

y' = %' y" = - Yt 28 . 

y' = 0, y" = - Ys. 

= 2. 

25. X3_ xy2+y3 = 8: x=2, y=2 . 
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Hallar d
2

y en cada un e de los ejercicios siguientes: 
dX2 

26. y=X3_~ 29. y=xVa 2 -x2 . 
x 

27. 
X2 

y=~. 30. y 2 _ 4 xy = 16. 

28. y=":;2-3x. 31. 

55. Sentido de la concavidad de una curva. Si el punto p(x, y) 
describe una curva, la pendiente de la tangente en P varía. Cuando 
la tangente queda debajo de la curva (fig. 37), el arco es cóncavo 
hacia arriba; si la tangen te queda arriba de la curva (fig. 38) , el arco 
es cóncavo hacia abajo . En la figura 37 la pendiente de la tangente 
aumenta cuando P describe el arco AP'. Luego j'(x) es una función 
creciente de x. Por otra parte, en la figura 38, cuando P describe el 

y 

x x 

Fig . 37 Fig. 38 

arco QB la pendiente disminuye, y j' (x) es una función decreciente. 
Por tanto, en el primer caso jl/(x) es positiva y en el ::;egundo caso 
es negativa . De aquí el siguiente criterio para determinar el sentido 
de la concavidad de una curva en un punto: 

La gráfica de y = f (x) es cóncava hacia arriba si la segunda derivada 
de y con respecto a x es posit~'va; es cóncava hacia abajo si esta dcri
vada es negativa . 

56. Segundo método para determinar maxlmos y mllllmos. En el 
punto A, de la figura 37, el arco es cóncavo hacia arriba y la orde·
nada tiene un valor mínimo. En este caso, 1'( x) = O Y j" (x) es 
positiva . En el punto B de la figura 38, se tiene j' (x) = O Y j" (x r 
negativa. 

Las condiciones suficientes para máximos y mínimos de j (x) corres
pondientes a valores críticos de la variable son, pues, las siguient-es: 

¡(x) es un máximo si f'(x) = O Y ¡"(x) es negativa. 

¡(x) es un mínimo si ¡,(x) = O Y ¡"(x) es positiva. 
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La regla guía para aplicar este criterio es la siguiente: 

PRIMER PASO. Hallar la primera derivada de la función . 
SEGUNDO PASO . Igualar a cero ta primera derivada y reso!/1('}' la 

ecuación; las raíces reales son los valores críticos de la variable. 
TERCER PASO . Hallar la segunda derivada . 
CUARTO PASO. Sustituir en la segunda derivada, en lugar de la 

variable, cada uno de los valores críticos obtenidos. Si el resultado e.' 
negativo, la función tiene un máximo para este valor crítico; S1' el resul
tado es positivo, la función tiene un mínimo. 

Cuando f" (x ) = O, o bien no existe, dicho procedimiento no es 
aplicable, aunque todavía puede existir un máximo o un mínimo ; en 
este caso se aplica el primer método, dado en el Artículo 47 , que es 
el fundamental. Ordinariamente el segundo método es aplicable; y 
cuando la obtención de la segunda derivada no es demasiado largo, 
este método es , por lo general, el más conveniente . 

EJEMPLO l . Ap l iquemos esta regla para obtener los máximos y mínimo s d e 
la función 

M = X2 + 432 
x 

qu e estudiamos en el Artículo 44. 

Solución . f(x) = x 2 +
432

. 

Primer paso. 

Segundo paso. 

Te rcer pas o . 

Cuarto paso . 

Luego 

EJEMPLO 2. 

función x 3 - 3 
método. 

x 

f ' (x) = 2 x _ 432 . 
X2 

2 x - ~~~ = 0, 
X2 

X = 6, valor cr i tico, 

f " ( x) = 2 + 86:. 
x 

( " (6) = +. 
f (6) = 108, va lor mínimo. 

Calcular los m áximos y mínimo s de la 
X2 - 9 x + 5 . utili za nd o e 1 seg undo 

Solución. f (x) =x 3 -3 x2-9 x +5. 

Primer paso. f '(x) = 3 X2 - 6 x - 9. 

Seg u ndo paso. 3 X2 - 6 x - <) = O: 

l ue~o los va lores cr í Ticos son x = - 1 Y 3. 

Tercer paso . f" (x) = G x - 6. 

Cuar l o paso . (" ( - 1) = - 12. 

De donde f( -1) 10 = ordenada de A 

( " (3) = + 12. . . f (1) - 22 = ord enada de B 

y 

x 

1\ 

Fig. )9 

máximo. 

= mlnimo . 
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PROBLEMAS

Calcular los máximos y mínimos de cada una de las funciones siguientes:

1. X3 + 3 x2 - 2. Sol. Máx. =2 para x = - 2.
Min. = -2 para x = O.
Máx. = 6 para x = 1.

Mín. = 2 para x = 1.

Máx. = a3 para x = O.
Min. = O para x = a.
Máx. = 22 para x = 2.
Mín. 5 para x = - 1.

2. x3 - 3 x + 4.

(a > O)

3 x - 2 x2 _ 4 x3
-3-' Máx.

Min.

% para x = 7:;.
% para x =

5.

3 x, - 4 x3 - 12 x2 + 2. Máx.

Min.

Mín.

2 para x = O.
- 3 para x = - 1.

= - 30 para x = 2.

6.

7. x, - 4 x2 + 4.

8. ax
x2 + a2

9. x3 + 9 x2 + 27 x + 9.

10. 12 x + 9 x2 - 4 x3.

11. x2(x-4)2.

Máx. 4 para x O.
Mín. O para x ± "';2.

Máx. Yz para x = a.

Mín. -Yz para x = - a.

12. x2 x3 x4+-3 4

13. x2 -
a4
x2'

14. Se quiere construir una caja rectangular de base cuadrada, abierta por
arriba. Calcular el v o l u rne n de la mayor caja que se puede obtener de 1200 c rn?
de material. Sol. 4000 em":

15. Se desea construir un depósito rectangular de base cuadrada, abierto po i

arriba. Debe tener 125 m3 de capacidad. Si el costo de las caras laterales es de
2 pesos por m2, y el del fondo es de 4 pesos por m2, ¿cuáles deben ser las dimen-
siones para que el costo se a mínimo? Sol. Un cubo de 5 m de lado.

16. Un prado rectangular de un jardín ha de tener 72 m? de área. Debe
rodearse de un paseo de un metro de ancho en los lados y 2 m de ancho en las
extremidades. Si el área total del prado y del paseo es mínima, ¿cuáles son
las dimensiones del prado? Sol. 12 metros por 6 metros.

17. Se desea cercar un terreno rectangular de área dada, uno de cuyos lados
coincide con la orilla 'de un río. Si no se necesita cerca del lado del rio, demués-
trese que se necesitará la mínima cantidad de materiales cuando el largo del terreno
sea dos veces el ancho.

DERIVADAS SUC

18. Se quiere construir una al
doblando los dos bordes hacia arr
tangular. Si el ancho de la pieza
la artesa para que conduzca la ma-

19. Una ventana en forma de
l át e r o tiene 5 m de perímetro. C
cantidad máxima de luz.

Sol. El rectángu

20. Una esfera sólida pesa p
recto que puede cortarse de la esfe

21. El lado (altura oblicua
dada rr . Calcular la altura corres

22. Una aceitera tiene la fa
altura ígual a % del diámetro,
necesita la mínima cantidad de 1

altura del cono.

23. Dada la parábola y2 = 8
coordenadas de los puntos de la

24. La base de un t ri áng u l.
8 cm. ¿Cuáles son las dimensio
ángulo = arc tg %' y con un lad.

25. Un minero desea abrir 1

si tuado 80 m más bajo que A y
roca; arriba de este nivel es tierra
es 30 pesos por metro lineal en
túnel.

26. Según una ordenanza, el
2,25 012. Se desea que las márgen
derecha r a la izquierda. ¿Qcé d

27.
( uerza
por el

Una corriente eléctrica
F sobre un pequeño imán
centro de la bobina y p:

dada por la fórmula F =
(r2 .

de la bobina hasta el imán. De m
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18. Se quiere construir una artesa de una larga pieza rectangular de hojalata, 
doblando los dos bord es hacia arriba de manera que la sección trans ve rsal sea rec 
tangular. Si el ancho de la pieza es de 36 cm, ¿c uál debe ser la prof un didad de 
la artesa para que conduzca la mayor cantidad de agua? Sol. 9 cm. 

19, Una venta na en forma de un rectángulo coronado de un triángulo equi 
Litero tiene 5 m de perímetro . Calcular sus dimensiones para que deje pasar la 
cant idad m áx im a de lu z. 

Sol. E l rectángulo debe tener 1, 17 m de ancho y 74 cn. de a lto . 

20. Una esfera sólida pesa p Kg. ¿ Cuál es el peso del m ay or cili ndro circular 
recto que puede cortarse de la esfera? 

S o l. 
p 

v'3 Kg . 

21. El lado (altura oblicua) de un cono circ ul a r recto es una constante 
el .,d a l/. Calcu lar la altura correspondiente al cono de volumen máximo. 

a 
Sol. v'T 

22. Una aceitera tiene la forma de un cilindro coronado de un cono con 
altura ígual a % del diámetro. Demost rar que para una capacidad dada , se 
ne ces ita la mínima cantidad de material si la altura del cilindro es igual a la 
altura del cono. 

23. Dada la parábola y2 = 8 x ye! punto P (6, O) en e! eje, calcular las 
coordenadas de los p untos de la parábola más cercanos a P. 

Sol. (2, ± 4) . 

24. La base de un triángulo isósceles dado mide 20 cm y su altura mide 
8 cm. ¿ Cuá les son las dimensiones de! mayor paralelogramo inscrito con un 
ángulo = arc tg %' y con un lado en la base del tr iángulo? 

Sol. 10 cm por 5 cm. 

25. Un minero desea abrir un túnel desde un punto A hast a un punto B 
situado 80 m más bajo que A y 240 m al Este de él. Debajo del nivel de A es 
roca; arriba de este nivel es tierra blanda. Si el costo de la construcción de! túnel 
es 30 p esos por metro lin eal en tierra y 78 pesos en roca , hállese el costo del 
túnel. Sol. 12960 pesos. 

26. Según una ordenanza, el área del papel de un cartel no debe ser mayor de 
2,25 01 2 . Se desea que las m árgenes sean de 15 cm arriba y abajo y de 10 cm a la 
derecha >' ~ la iz quierda. ¿ Qt:é dimensiones darán la máxima área impresa? 

Sol. 1.837 m por 1.225 m. 

27. Una corriente eléctrica fluye por un a bobina de radio r y ejerce una 
fuerza F so bre un pequeño imán. El eje del imán está en un a línea que pasa 
por el ce ntro de la bobina y perpendicular al plano de ésta. La fuerza viene 

x 
ciada por la fórmula F = 

(rZ + XZ) %' 
siendo x la distancia desde el centro 

de la hobina ha sta el imán. Demostrar que F es máxima para x = Y.í r , 
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57. Puntos de inflexión. Un punto de inflexión en una curva es 
el que separa arcos que tienen su concavidad en sentidos opuestos 
(véase el Al't . 55 ) . 

En la figura 40, B es un punto de inflexión. Cuando el punto que 
describe una curva pasa por un punto de inflexión, la segunda derivada 
cambiará de signo en ese punto, y si es continua debe anu la.rse. 
Luego, necesariamente, se verifica la siguiente igualdad: 

(1) En puntos de inflexión, JI! (x) = o. 
Resolviendo la ecuación que resulta de (1), se obtienen las abscisas 

de los puntos de inflexión. Para determinar el sentido de la concavidad 
cerca de un punto de inflexión, basta calcular JI! (x) para un valor 

de x un poco menor que la abscisa en 
y ese punto y después para un valor un 

poco mayor que ella. 
Si JI! (x) cambia de signo, tenemos 

un punto de inflexión, y los signos que 
obtenemos determinan si en la vecindad 

o x del punto la curva es cóncava hacia arri-
ba o hacia abajo . 

F ig. 40 El lector debe observar que cerca de 
un punto donde la curva es cóncava 

hacia arriba (como en A ) la curva está arriba de la tangente, y en 
un punto donde la curva es cóncava hacia abajo (como en C) la curva 
está debajo de la tangente. En un punto de inflexión (como en B) , 
es evidente que la tangente atraviesa la curva. 

A continuación damos una regla para hallar los puntos de ~nflexión 
de la curva cuya ecuación es y = j( x). La regla comprende también 
inst.rucciones para examinar el sentido de la concavidad. 

PRIMEn PASO. Se halla fl! (x ) . 
SEGUNDO PASO . Se iguala a cero fl! (x) , se resuelve la ecuación resu l

tante y se cansi_deran las Taíces reales de la ecuación . 
TERCER PASO. Se calcula fl!(x) , primero paTa valores de x un 

poco menores y después un poco mayores, que cada una de las raíces 
obtenz:das en el segundo paso. Si f" (x) cambl:a de signo, tenemos un 

punto de inflexión. 
Cllando f" (x ) es positivo, la Cllrva es cóncava hacia arriba 0 . * 
Cuando fl! (x) es negativo, la curva es cóncava hacia al)ajo ~ . * 

., Una manera d e recordar fácilmente esta regla es tener presente que una 

vas ija qu e. tiene la forma de la c urva cón cav a hacia arriba re tendrá (+) agua, y 

que u na cóncava h acia abajo derramará (-) ag ua. 
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A veces conviene descomponer j" (x) en factores antes del ter
cer paso 

Se supone que 1'( x) y j" (x) son continuas. La resolución del 
problema 2 que damos a continuación enseña cómo se discute un caso 
donde j'(x) y j"(x) son infinitas. 

PROBLEMAS 

Hallar los puntos de infl exión y el sentido de la conca v idad de las sigui entes 
curvas: 

1. fj = 3 x 4 - 4 x 3 + I 

Solución. 

Primer paso . 

S egundo paso. 

Tercer paso. 

f (x) = J x 4 - 4 x 3 + 1. 

f /l(x ) = 36 X2 - 24 x . 

36 X2 - 24 x = O. 

x = % y x = O son las raíces. 

f /1 (x) = 36 x (x - %) . 

Cuando x < O. f/l ( x) +. 
Cuando % > x > O. f /l ( x ) 

x 

F ig . 41 

Lu ego la cur va es cónca va hac ia arriba a la iz quierda de x = O ( A en la 
fi g ura 41) Y có n cav a haci a abajo a la derecha d e ese punto. 

Cuando O < x < %. f " ( x) 

Cuand o x > %. (/1 ( x ) +. 
Lu eg o la CUrva es cóncava ha cia abaj o a la iz quierda de x 

g ura 41) Y có nca va hacia arriba a la de rech a d e ese punto . 

2 (B en la fi-

P o r tanto . los plinto s A ( O. 1) Y B (%. ¡ v, ¡) son p un tos d e i n f lex ió n . 
E vid ent em ent e la c u rva es có n cav a ha cia a ba jo entre A (O. 1) y R O'Í. ¡ )4 ;). 

y cOnColv.l ha c ia a r r i ba en lo d os s us p untos sit uad os a l a izqui e rd a d e A ya la 

derec ha d e H. 
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2 . Hal l ar los pu ntos de inflexión yel se ntid o de la concavidad de la curva 

(y - 2) 3 = (x - 4) . 
y 

Solución. y = 2 + (x - 4) Y:I. 

Primer paso. dY=.l(x - 4) -% . 
dx 3 

d
2

y = _ ~ (x - 4) -% 
dX2 9 

Fig. 42 S eg u n d o paso. 

Cuando x = 4. tanto la p rim era de
ri vada como la segunda se vuel ven i nfinitas. 

Ter ce r paso . C uand o x < 4. d
2

y = + . 
dX2 

Cuando x> 4. d
2
y_ 

dX2 -

Lu ego. podemo s concluir que la tangente en (4. 2) es perpendicular al eje 
de las x; que a la izq ui erd a de (4. 2) la curva es cóncava h acia arriba . y que 
a la derec h a de (4. 2) es có nc ava hacia abajo. Por tanto . (4. 2 ) es un punto 
de in f lex ió n. 

3. !I = X2. Sol. Có ncava hacia arriba en todos sus p untos. 

4 . Y = 5 - 2 x - X2. Cóncava hacia abajo en todos sus p un tos. 

5. !I = x 3 . Có n cava hacia abajo a la izquierda y cón-
cava hacia arriba a la derecha de (O. O). 

(i. !I = x'. Cón cava hacia arriba en todos sus p untos. 

7. tJ = 2 x 3 - 3 X2 - 3ú x + 25. Cóncava hacia abajo a la iz quierda y có n
cava ha cia arriba a la derec ha de x = ~. 

8. !I 24x 2 -X4 . 9. LJ = x + L 
x 

10. y = x 2 +.l . 
x 

58. Método para construcción de curvas dadas por su ecuación. 
El método elemental de construir una curva cuya ecuaClOn se da en 
coordenadas rectangulares, método al que el estudian te está ya acos
Lumbrado, consiste en despejar de la ecuación una de las variables, 
?J (o x), da l' .valores arbitrarios a x (o y), calcular los valores corres
pondientes de y (o x), señalar en el papel los puntos respectivos, y 
trazar por ellos una curva suave ; el resultado será una aproximación a 
la eurv:l. deseada. Ese procedimiento es en todo caso muy laborioso; 
y cuando la ecuación de la curva es de grado superior al segundo, 
pucdp. se r que no sea posible despejar de la ecuación el valor clE~ 

y o de x. Ordinariamente, todo lo que se desea es t.ene r una idea 
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r1 e la forma general de una curva, yel Cálculo diferencial nos SUlninis
tra métodos para poder determinar la forma de una curva con muy 
poco cálculo numérico. 

La primera derivada nos da la pendiente de la curva en cualquier 
punto; la segunda derivada determina los intervalos dentro de los 
cuales la curva es cóncava hacia arriba o hacia abajo, y los puntos dp. 
inflexión que separan estos intervalos; los puntos donde hay máximo 
son los puntos altos de la curva, y los puntos donde hay mínimo son los 
puntos bajos. Como guía en su trabajo puede el estudiante seguir la 
regla siguiente: 

Regla para construcción de curvas, empleando coordenadas rectan
gulares. 

PRIMER PASO. Se halla la primera derivada; se ~'guala a cero y se 
resuelve la ecuación resultante al objeto de hallar las abscisas de los puntos 
máximos y minimos. 

SEGUNDO PASO. Se halla la segunda derivada; se iguala a cero y se 
resuelve la ecuación resultante a fin de hallar las abscisas de los puntos de 
inflexión. 

TERCER PASO. Se calculan las ordenadas de los puntos cuyas absci
sas se hallaron en los dos primeros pasos. Se determinan tantos otros 
puntos como se necesiten para tener una noción suficientemente clara de la 
curva, Se construye una tabla tal como la que damos en el problema que 
se resuelve a continuación. 

CUARTO PASO. Se señalan en un papel los puntos que se han deter
m1'nado, y se bosqueja la curva de manera de hacerla corresponder con los 
resultados de la tabla . 

Si el cálculo da valores grandes para las ordenadas, es mejor redu
cir la escala en el eje de las y de manera que la forma general de la 
curva se muestre dentro de los límites del papel . Debe emplearse 
papel cuadriculado. Los resultados deben arreglarse en fórma de 
tabla, como se hace en los problemas resueltos. En esa tabla los 
valores de x deben ordenarse de modo que sea.n algcbraiwmente 
crecientes. 

PROBLEMAS 

Construir la s siguie ntes cu rvas, em p leando la rcgb anterior. Hallar tam
bi én las ecuaciones de la tangente y la normal en ca da punto de inflrx ión. 

1. Y = x:1 - 9 x2 + 24 x - 7. 
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Solución. Siguiendo la regla dada en la página anterior. tendremos:

y Primer paso. y' = 3 x2 - 18 x + 24.

3 x2 - 18 x + 24 = O.

x = 2. 4.

Segundo paso. yl! = 6 x - 18,

6 x - 18 = O.

Tercer paso. x = 3.

x

~I_y y' yl! Observaciones
Sentido

de la concavidad
-- --

O -71 + -
~2 13 O - máx.

hacia abajo

3 11 - O p t . de infl.
4 9 O + mín.

~
hacia arriba

6 29 + +
Cuarto paso. Marcando los puntos y bosque-

Fig. 43 jando la curva. obtenemos la figura 43.
Para hallar las ecuaciones de la tangente y la nor-

mal a la curva en el p u n t o de inflexión PI (3. 11). aplicaremos las fórmulas
tI) y (2) del Articulo 43. Se obtiene 3 x + y = 20 para la tangente y

3 Y - x = 30 para la normal.

2. 3 Y = x3 - 3 x2 - 9 x + 11.
Sol. Máx. (-l. 1%); mino (3. _1%); punto de infle-

xión. (l. O); tangente. 4 x + y - 4 = O; normal.
x - 4 Y - 1 = O.

3. 6 Y = 12 - 24 x - 15 x2 - 2 x3.
Sol. Máx. (-l. 2%): mino (-4. -%); punto de infle-

xión. (-%. IX2).

4. Y x4 - 8 x2•

Sol. Máx. (O. O); mino (±2. -lb); puntos de infle-

xión (±%V3,_8%).

5. Y = 5 x - x5•

Sol. Máx. (1. 4): mino (-1. -4); punto de inflexión.
(O. O).

6. _ 6 x
y - x2 + 3 .

Sol. pun-Má x . (V3, vi -; ): mi n . (- vl3, - vl3 ) ;
tos de inflexión (-3, -Y,). (O. O). (3. Y,).

9.3y=4x3-18x2+15x.

8. y == 1\ + 3 x - x3. 10. y=(x-a)3+b.

DERIV ADA.S SUCES

11. 12y=(x-I)4-I4(x-l)

12. y = x2 (9 - X2) •

13. Ij = 2 x5 - 5 x2•

14. Y = 3 x5 - 5 x3•

15. y = x5 - 5 x'.

16. y=x(x2-4)2.

17. ay = x2 + ~.
x2

18. ay = x2 + 2 a
3

.
x

59. Aceleración en un mov
hemos definido la velocidad en u
dez de variación de la distancia,
mos la aceleración como la rcpid,
pecto al tiempo. Es decir, por e

(A) Aceleral

De (e), del Artículo 51, obte

(B)

Según los Articulas 45, 47 Y
se aplican a un instante t = to.

Si a > O, v aumenta (algel

Si a < O, v disminuye (alg

Si a > O Y v = O, s tiene 1

Si a < O Y v = O, s tiene t

Si a = O Y cambia de sign
pasa porto, entonces v tiene un

En un movimiento rectilím
tan te. Asi, en el caso de un ct

de la gravedad, a = 9,8 m
según (2) del Artículo 51 ,

8 = 4,9 t2
,

d.
v=- d.
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anterior, tendremos:

3 x2 - 18 x + 24,

O,

2, 4,

6 x - 18,

O.

3.

rvaciones
Sentido

de la concavidad

hacia abajoáx.
e infl.
in ,

~ hacia arriba

do los puntos y bosque-
s la figura 43.
es de la tangente y la nor-
aplicaremos las fórmulas

= 20 para la tangen te y

_1%): punto de infle-
x + y - 4 = O; normal.

4, -%); punto de infle-

-16); puntos de infle-

-4): punto de inflexión,

(- V3, -Y3): p u n-
(O, O), (3, ;%).

4 x3 -18 x' + 15 x .

x - a)3+ b.

DERIVADAS SUCESIVAS DE UNA FUNCION 101

11. 12y=(x-l)4-14(x-I)". 19. a2y = x3 +~.
12. Y = x2 (9 - X2) . x

13. t} = 2 x5 - 5 x2. 20. a2y = x3 + aS.

14. Y = 3 x5 - 5 x3.
x2

15. y = x5 - 5 x4. 21. 8 a3
y=

x2 + 4 a2
16. y=x(x2-4)2.

22. x
a4 Y =17. ay = x2 +-. (x + a)'
x2

2 a3
23. x2y = (x2+1)2.

18. ay = x2 + --o
x 24. X3y + 16 Y - x3 = O.

59. Aceleración en un movimiento rectilíneo. En el Artículo 51
hemos definido la velocidad en un movimiento rectilíneo como la rapi-
dez de variación de la distancia con respecto al tiempo Ahora defini-
mos la aceleración como la rapidez de variación de la velocidad con res-
pecto al tiempo. Es decir, por definición,

(A) A 1·· dvce eracron = a = dt '

De (e), del Artículo 51, obtenemos también, por ser v= ~~, que

(B)

Según los Artículos 45 , 47 Y 56, tenemos los siguientes criterios que
se aplican a un instante t = te .

Si a> O, v aumenta (algebraicamente).
Si a < O, v disminuye (algebraicamente).
Si a > O Y v = O, s tiene un valor mínimo.
Si a < O Y v = O, s tiene un valor máximo.
Si a = O y cambia de signo de + a - (de - a +) cuando t

pasa por to , entonces v tiene un valor máximo (mínimo) cuando t = lo

En un movimiento rectilíneo uniformemente acelerado, a es COTlS--

tan te . Así, en el caso de un cuerpo que cae libremente bajo la acción
de la gravedad, a = 9,8 ll1 por segundo por segundo. Es docir ,
según (2) del Artículo 51 ,

s = 4,9 t2,
d¡;

v = dt- = 9,8 l,
dv

a = dt = 9,8.
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102 CALCULO DIFERENCIAL

PROBLEMAS

1. Se ha averiguado, experimentalmente, que si un cuerpo cae libremente
desde el reposo en el vacío, cerca de la superficie de la Tierra, obedece aproxi-
madamente a la ley s = 4,9 t2, siendo s el espacio (la altura) en metros, y t
el tiempo en segundos. Calcular la velocidad y la aceleración, a) en un ins-
tante cualquiera; b) al final del primer segundo; e) al final del quinto
segundo.

Solución. (1) s = 4,9 t2•

~ = 9,8 t.
dt

a) Derivando,

o sea, según (e) del Art. 51. (2) u = 9,8 m por segundo.

Deri vando ota vez, du = 9,8,
dt

o sea, por (A) del articulo anterior, (3) a = 9,8 m por (seg.) 2,

lo que nos dice que la aceleración de un cuerpo que cae es constante; en otros
términos, la velocidad aumenta 9,8 m por segundo en cada segundo que cae.

b) Para hallar u y a al final del primer segundo, bastará sustituir t = I
en (2) y (3).

Tendremos:

u = 9,8 m por segundo, a = 9,8 m por (seg.) 2.

e) Para hallar u y a al final del quinto segundo, sustituiremos
(2) y (3).

5 en

Entonces, u = 49 m por segundo, a = 9,8 m por (seg.) 2.

Dadas las siguientes ecuaciones de movimientos rectilineos, calcular el espacio
recorrido, la velocidad y la aceleración en el instante indicado.

2. s = 4 /2 -6 r ; = 2.

3. s - 120 t - 16 ¡2; t = 4.

4. x= 32 / - 8 t2 ; = 2.

5. Y = 6 ¡2 -2 ¡3. 1.,

Sol. s = 4, u = 10, a = 8.

s = 224, u= -8, u - - 32.

x= 32, u = O, a = 16.

y= 4. u = 6. u = O.
s = %' u = 7!í, a = - "h.6. s = __ t_.

t + l '
t = 2.

7. x= 16t2-20t+4; t = 2.
8. Y = 100- 4 t - 8 t2 ; = 3.

vI- 109. s = 5 t +--. t = 5.vl5i'

10. s = ~Tt+í; t = 2.

DERIVADAS S

En los siguientes problema!

11. u = 80 - 32 t; t = I

12. u=4t2-10t; t >

Dadas las siguientes ecuacio
cio recorrido y la aceleración el
mera vez.

14. s = 16 t2 - 64 t + 64

15. s = 120 t - 16 t2•

18. Una pelota que se lan:

si s se mide en metros y t en s
Hallar: a) su posición y

tres segundos; b) hasta qué
en el cuarto segundo.

19. Si la ecuación de un
trese que la aceleración es negat

20. La altura (s m) alca:
ticalmente hacia arriba con VE

fórmula s = u¡t - l gt2• 01:
2

cuerpo alcanza.

21. En el problema ante
a) la velocidad al final de cu:
distancia recorrida durante el c

22. U n coche hace un rec

100 2 t
4

idi ds = t - T' m¡ ie n o t

recorre el coche? b) ¿ Cuál ¡

recorrido el coche cuando alcan

Sol. a)

PROBI

1. Construir la curva (4
nes de la tangente y la normal

Sol. Máx.
te, x
infle}
mal.
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En los siguientes problemas. calcular la aceleración en el instante indicado.

11. ti = 80 - 32 t; t = O. -32.

6.

Sol. 2
ti - "I""+l;cae libremente

obedece aproxi-
en metros. y t
a) en un in s-
nal del quinto

13.
12. ti=4t2-lOt; t=2.

Dadas las siguientes ecuaciones de movimientos rectilíneos. ca lc u l a r el espa-
cio recorrido y la aceleración en el instante en que la velocidad se anula por pri-
mera vez.

14. s = 16 t2 - 64 t + 64. Sol. s = O. a = 32.

15. s = 120 t - 16 t 2.

t+~.17. s = 5
16. s = 3 c2t _.(3. t+1

undo. 18. Una pelota que se lanza directamente hacia arriba se mueve según la ley

a = - %7.

s = 25 ( - 5 (2.

si s se mide en metros y t en segundos.
Hallar: a) su posición y velocidad después de

tres segundos; b) hasta qué alt u ra asce n de rá : c )
en el cuarto segundo.

dos segundos y después de
a qué distancia se moverástante; en otros

gundo que cae.
sustituir t = 1 19. Si la ecuación de un movimiento rectilíneo es s = v'l+T. dcm ué s-

t rese que la aceleración es negativa y proporcional al cubo de la ve loc idad.

remos t = 5 en

20. La altura (s m) alcanzada en ( segundos por un cuerpo ia n z a d o ve r -
ticalmente hacia arriba con velocidad de til m por segundo. está dada por la

fórmula s = tilt -} gt2• Obtener una fórmula para la mayor altura que el

cuerpo alcanza.

lcular el espacio
21. En el problema anterior. supóngase VI = 50. 9 = 10. Ca lc ul a r :

a) la velocidad al final de cuatro segundos y al final de seis segundos; b) la
distancia recorrida durante el cuarto segundo y durante el sexto.

a = 8. 22. Un coche hace un recorrido. en 10 minutos. moviéndose según la ley

100 2 (4 id i d' ) Q' di .s = t - 2"' mi ie n o t en minutos y s en metros. a ¿ ue i st a n c t a

recorre el coche? b) ¿Cuál es su velocidad máxima? e) ¡Qué distancia ha
recorrido el coche cuando alcanza su velocidad máxima?

Sol. a) 5000 m; b) 770 m por minuto; e) 2778m

8. u = - 32.

a = - 16.

u = O.

PROBLEMAS ADICIONALES

1. Construir la curva (4 - 2 x + x~) y = 2 x - x2• y hallar las ecunc io-
nes de la tangente y la normal en cada punto de inflexión.

Sol. Máx. (1. ")I;í). Punto de inflexión (O. O): tangen-
te. x - 2 Y = O; normal. 2 x + y = O. Punto de
inflexión (2. O): tangente. x + 2 Y - 2 = O: nor-
mal. 2 x - y - 4 = O.

103
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104 CALCULO DIFERENCIAL 

2. Cierta curva (la tract r iz) es tal que la longitud de cada ta n gente desde su 
punto de co ntacto P (x, y) hasta su intersección A con el eje de las x es la 
constante e (AP = e). D emostrar : 

a) 
dy = ± y . 
d x v' c2 _ y2 ' 

b) 

3. Determinar el valor de k de manera que las norma les en los p untos d e 
inflexión de la curva y = k (x 2 - 3) 2 pasen por e l origen. 

I 
Sol. k = 4v'2' 
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da tangente desde su
el eje de las x es la

les en los puntos de

1
Sol. k = 4 v'2 .

CAPITULO VII

DERIV ACION DE FUNCIONES TRASCENDENTES. APLICACIONES

Ahora consideraremos funciones como

sen 2 x, 3x, log (1 + X2) ,

que se llaman funciones trascendentes para distinguirlas de las funciones
algebraicas que hemos estudiado hasta aquí.

60. Fórmulas de derivación; lista segunda. Las siguientes fórmu-
las, que se agrupan aquí para referencia cómoda, se demostrarán en
este capítulo. Estas y las dadas en el Artículo 29 abarcan todas
las fórmulas para derivadas que se emplearán en este libro.

dv
d dx 1 dv (In v = log, v)X - (In v) = - = - -.dx v v dx

Xa
d log e dv

-(log v) = ---odx v dx

d dv
XI - (a") = aV In a - .dx dx

d dv
XI a - (ev) = eV

-dx dx

d du dv
XII - (u'V) = vuv-1- + In u· uv-dx dx dx'

d dv
XIII dx [sen v) ~ cos v dx .

d dv
XIV dx [cos v) := - sen vdx '
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106 CALCULO DIFERENCIAL 

xv d dv 
dx (tg v) = see2 

V dx . 

XVI 
d dv 
dx (etg v) = - ese2 v dx . 

XVII 
d dv 
dx (see v) = see v tg v dx . 

XVIII 
d dv 
dx (ese v) = - ese v etg v dx . 

XIX 
d dv 
dv vers v = sen v dx . 

dv 

XX 
d dx 
-d (are sen v) = _ / 

X V 1_v2 

dv 

XXI 
d dx 
-d (are eos v) = - _ / 

x ' v1-v2 

dv 

XXII 
d dx 
dx (are tg v) = 1 + v2 . 

dv 

XXIII 
d dx 
dx (are etg v) = - 1 + v2 

dv 
dv di 
-d (are see v) = _ / . 

X Vv v2 -1 
XXIV 

dv 

XXV 
d dx 
-d (are ese v) = - _ / . 

x vvv2-1 

dv 
d dx 

-d (are vers v) = vi . 
x 2 v-v2 

XXVI 

61. El número e. Logaritmos naturales. Uno de los límites más 
importantes es 

1 

(1) lírn (1 + x)X = 2,71828 . . . 
x-¿o 
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FUNCIONES TRASCENDENTES

Este límite se representa por e. Demostrar rigurosamente que tal
límite e existe, queda fuera del propósito de este libro. Por ahora
nos contentaremos con trazar el lugar geométrico de la ecuación

(2)
1.

Y = (1 + x)x

y hacer ver, por la gráfica, que cuando z --7 O la función (1 + x) x ( =y)
toma valores en la vecindad de 2,718 .. , y que e = 2,718 ... , apro-
ximadamente.

Por la tabla adjunta vemos que cuando x --7 O por la izquierda,
y disminuye y tiende hacia e como límite, y cuando x --7 O por la
derecha, y aumenta y tiende igualmente hacia e como límite.

x y x y

10 1.2710
5 1.4310
2 1.7320
1 2.0000
0.5 2.2500 - 0.5 4.0000
0.1 2.5937 -0.1 2.8680
0.01 2.7048 - 0.01 2.7320
0.001 2.7169 - 0.001 2.7195

y

-1 o

Fig. 44

La igualdad (1) la usaremos en el Artículo 63 .
Cuando x --7 + 00, y tiende hacia 1 como límite, y cuando

x --7 - 1 por la derecha 1 y aumenta sin limite. Las rectas y = 1
y x = - 1 son asíntotas (fig. 44).

En el Capítulo XX daremos un método para calcular el valor de e
con un número cualquiera de cifras decimales.

Los logaritmos naturales o neperianos son los que tienen por base
el número e. Estos logaritmos desempeñan en las Matemáticas un
papel muy importante. Para distinguir los logaritmos naturales de los
vulgares, cuando la base no se enuncia explícitamente, emplearemos
la siguiente notación:

Logaritmo natural de v (base e) = In v.
Logaritmo vulgar de v (base 10) = log v.

Por definición, el logaritmo natural de un número N es el expo-
nente x en la ecuación

(3) eX = N; es decir, x = In N.

Si x = O, N = 1 y In 1 = O. Si x = 1, N = e y In e = 1.
Si z --7 - 00, entonces N --7 O, Y escribimos In O = - 00 .

os límites más
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108 CALCULO DIFERENCIAL 

El estudiante está acostumbrado al uso de tablas de logaritmos 
vulgares, donde la base es 10. El logaritmo vulgar de un número N 
es el exponente y en la ecuación 

(4) 1011 = N, o sea, y = log N. 

Hallemos la relación entre In N y log N. 
En (3) tomemos logaritmos de base 10 en ambos miembros. En

tonces, según (2) del Artículo 1, tendremos: 

(5 ) x log e = log N . 

Despejando x y teniendo en cuenta que según (3) es igual a In N , 
obtenemos la relación deseada, 

(A) In N = log N. 
log e 

Es decir, el loga¡"itmo natural de un número cualquiera se obtiene 
dividiendo su logaritmo vulgar por log e. 

La ecuación (A) puede escribirse 

(6 ) log N = log e . In N . 

Por tanto, ellogarümo vulgar de un número se obtiene multiplicandc 
su logaritmo natural por log e. Este multiplicador se llama el mó
dulo ( = M) de los logaritmos vulgares. 

1 
Según las tablas, log e = O ,4343 Y -1 - = 2,303. 

og e 
La ecuación (A) puede ahora escribirse 

In N = 2 ,303 iog N . 

Conviene tener a mano unas tablas de logaritmos naturales. 

62. Funciones exponenciales y logarítmicas. La función de x que 
se define por la ecuación 

(1) y = eX (e = 2,718 .. . ) 

se llama función exponencial. Su gráfica es 
la de la figura 45. La función es creciente 
para todos los valores de x, como vamos a 
ver más adelante, y es continua en tocios sus 

-==::::::::::::~ot---..."x puntos. 
De (1) tenemos, por definición, 

Fíg. 45 (2) x = In y. 
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FUNCIONES TRASCENDENTES 109 

Las funciones eX y In y son funciones inversas (Art. 39). Permu
tando x y y en (2) tenemos 

(3 ) y = In x, 

-en la que y se llama función logaritmica de x. Su gráfica es la de la 
figura 46. La función no está definida para valores negativos de x ni 
para x = o. Es una función creciente para todos los valores de x > O, 
Y es continua en todas sus partes. Es decir 
(Arto 17), para cualquier valor a de x mayor 
que cero 

(4 ) 11m In x = In a. 
"----7" 

Cuando X----70, según hemos dicho, y----7 - 00 . 

El eje de las y es una asíntota de la curva. 

y 

x 

Las funciones a" y loga x (a > O) tienen F ig. 46 
las mismas propiedades que eX y In x , y sus 
gráficas son semejantes a las curvas representadas en las figuras 45 y 46. 

63. Derivación de la función logarítmica. 

Sea y = In v. (v> O) 

Derivando según la regla general (Art. 27), considerando v COIllO 

la variable independiente t tenemos 

PRIMER PASO. Y + !!.y = In (v + !!.v) . 

SEGUNDO PASO. !!.y = In (v + !!.v) -In v 

= ln(V~!!.V) = In (l+~V). 

TERCEH PASO. !!.y = lln (1 + !!.v) . 
!!.v!!'v v 

Según (2), Art. 1 

Según vimos en el Artículo 16, no podemos hallar el límite del 
segundo miembro tal como está, puesto que el denominador!!.v tiende 
a eero. Pero podemos transformar la expresión como sigue : 

!!.Y = l. ~ In (1 + !!.v) 
!!'V v!!'v v 

[MUltiPlicando pC)r _ ~ ] 

v 

1 ( /1v ) Do .¡ 
= -In 1 + - -

v v 
Según (2), Art. 1 
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110 CALCULO DIFERENCIAL 

La expreflión qUf' fligue a In tiene la forma del segundo miembro de 
I1v 

la igualdad (2) del Artículo 61, con x = -

CUAlt'l'O PASO. 
dy 1 1 
- =-ln e = -
dv v 11 

v 

,; 

l' Cuando !'lu -7 O. Au -7 O, Luego lím (1 + !'lu)l',U = r. según (1)] 
u "0-70 u 

del Art. 61, Empleando (4) del Art. 62. tenemos el resultado, 

Puesto que v es una función de x y se desea la derivada de In v 
con respecto a x, debemos emplear la fórmula (A) riel Articulo 38 
pn.ra derivar una función de función; a saber, 

dy dy dv 
dx = dv . dx' 

Sustituyendo el valor de ~~ según el resultado del cuarto paso, 

obtenemos 
dv 

x d dx 1 dv 
- (In v) = - = - - . dx v vdx 

La derivada del logaritmo natural de una función es 1'gual a la deri-
lIada de la función dú,idida por la función ( o a la derivada de la función 
multiplicada por su recíproca) , 

Puesto que log 11 = log e In 1) I tenemos inmerliA.tamf'llte I según 
IV del Articulo 29 . 

Xa 
d log e dv 
-(log v) = ---o 
dx v dx 

64. Derivación de la función exponencial. 

Sea y = a"_ Ca> O) 

Tomando logaritmos de ba.se e en ambos miembros , obten emos 

In y = 1) In a, 

o Bea, v = In y = _1_ , In !J-
In a In a 

Derivando con respecto a y fiegú n la. fórmula X, resulta: 
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De (e), del Artícu lo ~9, que t.rat.a de laR funcion es Úl1'CrSflS, 
obtp.nemos 

o SP'[l , 

(1 ) 

dy 
- = In n.o y 
dlJ ' 

dy -- = In a o aY 
dv 

Puesto que v es una funci<Ín de x y queremos hallar la derivada 
de a" con respecto a x, emplearemos la fórmula (A) -del Artículo 38. 
Así oh tenemos : 

dy = In a ' at o dv , 
dx dx 

XI 
d dv 
dx (au

) = In a· aV 
o dx' 

C uando a = e, In a = In e = 1, Y XI se conviert.e en 

XIa 
d dv 
dx (e'!) = e" dx o 

La derivada de una constante elevada a un exponente variable es igual 
al producto del logaritmo natural de la constante por la constante elevada 
al exponente variable y por la derivada del exponente o 

65. Derivación de la función exponencial general. Demostración 
de la regla de potencias. 

Sea y = u')_ 

Tomando logaritmos de base e en ambos miembros, 

In y = v In u, 

(u> O) 

o sea, y = eU In,,_ Según (3), Al't _ 61 

Derivando seg-ü n la fórmula XI a, 

dZ~ = e' 111 /1 !!... (v In u) 
dx dx 

= CV In /1 (Y.. du + In u el!!) según V y X 
u dx dx 

= 11" (Y.. du + In 7J, dV) 
11. dx dx 
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De donde, 

XII 

La derivada de una función con un exponente variable es igual a la 
suma de los dos resultados que se obtienen den'vando en primer lugar 
según VI, considerando el exponente como constante, y después deri
vando según XI, considerando la función como constante. 

Sea v = n, una constante cualquiera; entonces XII se reduce a 

d du - (un) = nun - 1 -
dx dx 

Así queda demostrado que la regla de potencias VI es cierta para 
un valor cualquiera de la constante n. 

EJEMPLO l. 

Solución . 

EJEMPLO 2. 

Deri va r y = In (x 2 + a). 

D eri var 

.!!.-. (x 2 + a) 
d y _d ::. x"---:--__ 

dx - X2 + a 

[u = X2 + a.l 

2 x 
= X2 + a . 

2x y = 10g --o 
1 +X2 

Solución. Según (2) , pág. 3, podemos escribir 

y = 10g 2 x - 10g (1 + X2) . 

según X 

Entonces dy = 10g e ~ 2 x _ ~og~ .!!.-. (1 + X2) 
dx 2 x dx 1 + X2 dx 

según III Y X a 

= 10g e - - -- = 10g e . ( 
1 2 x ) 1 - X2 
x 1+x2 x( 1 +x2) 

EJEMPLO 3. Derivar y = a3x2 . 

Solución. dy= In a.a3x2~ (3x2) 
dx dx 

= El x In a a3X
2 

EJEMPLO 4. Deriv ar y ~ ber;2+x2. 

Solución. dy = b~ (ec2 + ,,2) 
dx dx 

= bec2 + ,.2 ~ (e2 + X2) 
dx 

segú n XI 

según IV 

según XI a 
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EJEMPLO 5. Derivar y = x e". 

Solución. dy = exxCX- 1 i.--. (x) + xeX In x i.--. (ex) 
dx dx dx 

según XII 

66. Derivación logarítmica. A veces, en la derivación de las fun
ciones iogarítmicas, en vez de aplicar inmediatamente X y X a es 
posible s¡mplificar el trabajo, empleando una de las fórmulas de (2) del 
Artículo 1. Siempre que esto sea posible es conveniente emplear esas 
fórmulas . 

EJI:MPLO \. Derivar y = In V I - X2. 

Solución. Empleando (2). Art. l. podemos escribir esta expresión sin 
radica les como sigue: 

Entonces 

E.J CMPLO 2. 

y = Yz In (\ - X2) • 

~ (1 - X2) 

d y = -21- ~d:..:.x ___ _ 
dx I - X2 

Derivar y = In 1I + X2 . 
'\j I - X2 

Solución. Según (2). Art. l. tendremos: 

y = ~'Í [In (\ + X2) - In (\ - X2) l. 

[

._e!... ( 1 +X2) i.--. ( 1 - X 2 )] 
dy _ I dx _ dx 
d; - 2 I + X 2 ---;Ic---_-X-,;2-

Entonces 

x x 2 x 
=--+-- = --. I + X2 I - X2 I _. x. 

según X 

según III Y X 

Para derivar una función exponencial, esper,ialmente cuando se 
trat.a de una variable con un exponente variable, lo mejor es, en 
primer lugar, tomar el logaritmo natural de la función y después 
derivar. Así, el ejemplo 5 del Artículo 65 se resuelve con mayor 
elegancia r,omo sigue: 

EJEMPLO 3. Derivar y = x c·t . 

Solución. Tomando logaritmos naturales de ambos miembros. 

In y = eX In x. Según (2) , Art. 1 
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Derivando ambos miembros con respecto a x , resulta

dy
dx
y

eX s. (111 x) + I 11 X.!!..- (e=)
dx dx

Deri var cada una de las
según X y V

1. Y = In (ax+b).

= eX . 1- + In x . e»,
x

según X y XI a
2. Y = In (ax2 + b) .

o sea. d Y = eX . y (J.- + In x)
d x x 3. Y = In (ax + b) 2.

4. Y = In ax".

EJEMPLO 4. Derivar y = (4 x2 - 7)2+Vx2-5. 5. Y = In x3•

Solución. Tomando logaritmos naturales de ambos miembros. 6. y = ln3 x [= (In x

In y = (2 + vi x2 - 5) In (4 x2 - 7). 7. y = In (2 x3 - 3 x

Derivando ambos miembros con respecto a x , resulta
8. y = log 2.

x1 dy --- &x xy "x = (2 + V x2 - 5) 4 x2 _ 7 + In (4 x2
- 7) . vi x2 _ 5

9. x2y = In o

I + x2

dy 1--[ 8(2 + vl7=5) In (4 x2
- 7) ]

-=x(4x2-7)2+"2-,, 4 2-7 +-~=;:==~.
d x x vi x2 - 5

10. y = In V 9 - 2 x2

En el caso de una función que consta de varios factores, a veces
conviene tomar logaritmos naturales y, antes de derivar, simplificar
según (2), Artículo 1. Así:

11. y = In (axv a + x

o sea.
dy
dx

2 x2 - 10 x + II

12. f(x) = x In x ,

13. f (x) = In(x +VI

14. s = In ~ a + bt .
a - bt

15. f(x) = x2 In x2.

16. y = enx.

17. Y = lOnx•

18. y = ",,2.

19. 2y =-.
o eX

20. s = e' t .

EJEMPLO 5.
~

(X - 1) (x - 2)Derivar y = ---- -_.
o (x-3)(x-4)

Solución. Tomando log a r it m o s naturales de ambos miembros.

In y = Yz [In (x - 1) + In (x - 2) - In (x - 3) - In (x - 4) lo

Derivando ambos miembros con respecto a x.

J.- dy = ~ [_1_ + _1 1 1_J
Y dx 2 x - 1 x - 2 x - 3 x - 4

2 x2 - 10 x + I1
(x-I) (x-2) (x-3) (x-4)

1, 11. 31. .31.
( x - 1) 12 (x - 2) ¡l (x - 3) /2 (x - 4) /2
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x
2 - 5
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~ - 4)].

FUNCIONES TRASCENDENTES

PROBLEMAS

Derivar cada una de las siguientes funciones.

Sol. dy _ a
dx - ax + b .

d Y _ 2 ax
dx-ax2+b

dy _ 2 a
dx - ax + b

dy n
dx = -;¡.

1. Y = In (ax+b).

2. y = In (ax2+b).

3. y = In (ax+b)2.

4. y = In ax".

5. y=lnx3•

6. y = In3 x [=(In X)3],

7. y = In (2 x3 - 3 x2 + 4) ,

dy 3
dx = -;¡.
dy _ 3 In2 x
dx - --x--'

dy_ 6x(x-l)
dx - 2 x3 - 3~2- +-4 '

dy=_~--.!.
dx x8. 2

y = log -.
x

9. x2
y = In ---o

I + x2

dy _ 2
d x - x (I+X2) •

dy = - 2 x
dx 9 - 2 x210. y = In v' 9 - 2 x2•

11. y= In (axv'a+x). dy = 2 a + 3 x
dx 2x{a+x)

i ' (x) = I + In x .

I

12. f(x) = x In x .

13. ((x) = In(x +v' 1+ X2) i ' (x)

14. s = In ~ a + bt .
a - bt

15. f(x) = x2 In x2,

16. y = enx.

17. y = io=.

18. y = ey2.

19. 2
y =-,. eX

20. s .- e'l

ds ab
d t (/2 - b+t?

F'(x) = 2 x(I +2 In x).

dy = ne7/".

elx

el Y = n 10717 In IO.
elx

dy = 2 xex2.
dx

dy = 2
d x eX

I 15
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FUNCI

22. II = seSo

23. el1
LI =-.

U

24. In xy C~ -_o. x

25.

26.

27.

28. (
X :r)- --a a ay='2 e -e

29. el: - e-·e
y = ---c--:---

eX + e .,.

30. In (2
S =--.

t '2

31. ((x)
V' x2 + 1- xIn ---'----'--'-----

V x2 + I + x

Sol. dz = 2 b211 In u.
dy En los problemas 38 a 47 I

dU=es(s+J).
ds

38. Y = In (x2 + 2) ; )

39. Y = log (4x-3);

40. y = x In'/x+3;

41. y = xe-2X; x = Yí

42. In x2• x = 4.y=--,
x

~
43. e2

x= 1.y =
x + i'

44. Y = log V 25- 4x

45. y = IO"¡-;; ; x = 4.

du=e"(u-l)
d u u2

dy _ I - In x
dX-~2-'

dy=2.+1.
dx x

d Y = e-X (2 x _ X2) .
dx

(XX)d u I a- -a-
-=-e+e.
dx 2

Hallar d
2
y para cada un

d x?

48. Y = In ex.

dy _ 4
dx - (e" + e-X) 2

49.
50.
51.

y = enx.

y = x In x.

y = ex2.ds 2 - 4 In t
dt (3

F'(x) - 2
De ri var cada una de las

V a:! - x2

54. In x

In Va2 - x2
55. x

~ x
2 + a

256. log +x a

SUGESTION. En primer lugar hacer racional el denominador.

32. Y = x~.

33. y = 'Jxx .

31. s
= (fr

x..y 3 x+a35. Ij =
V2 x+b

3i).
V 4+X2

lJ=--===.
xV 4 - x2

37. y = xn(a + bx) »:

Sol. y' = xX(1 + In x).

x v-; (2 + In x)
y' = ----'------'--

2Vx

~; = ( fr (In 7 - 1 )-
57.

67. Función sen x.

(1)

es la represen tada en la
en radianes (Art. 2).

Así, para x = 1, Y
función sen x está defini

Jy = y [!2..+~1.
dx x a+bx
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In v.
En los problemas 38 a 47 hallar el valor de dy para el valor dado de x ,

dx

+ 1). 38. Y = In (x2 + 2) ; x = 4. Sol. y' = 4/
/9'

39. Y = lag (4 x - 3) ; x = 2. y' = 0.3474.

40. Y = x In .•/ x + 3; x = 6. y' = 1.4319.

41. y = xe-u; x = )/¿. y' = O.

42. In x2• = 4. u' = - 0.0483.y -- --, x
x
s. 46. y = (~y; x = 3.
e243. y =

x + l'
x = 1.

44. y = lag y 25- 4 x : x = 5. 47. x3y x2 + 9
= 4.y ; x

45. = 10 ~--x; 4.
-\1'20 - 3 x

y x =

-1)

In x

1.

eX

1) 2

d2yHallar -' para cada una de las siguientes funciones:
d x?

In t

48. y = In ex. In~- a.52. y =
49. y = ertx. x+a

50. y = x In x . =~53. Y51. y = ex2. x2

2
q¡'

Deri var cada una de las siguientes funciones:

y a:! - x2 58. e~~ln -r:54. In x
54. IOt lag t.

In Y 02 x2
55. x

(ue ) ''''.60.

56. ~ x2 + 0
2

lag 61. 2s S2.x+o

57. (~)~in 62.y2 t +3

67. Función sen x. La gráfica de

r.

(1) y = sen x

es la representada en la figura 47 _ Todo valor de x se supone dado
en radianes (Art. 2).

Así, para x = 1, Y = sen (1 radián) = sen 57° 18' = 0,841. La
función sen z está definida y es continua para todos los valores de x.

117

http://carlos2524.jimdo.com/



118 CALCULO DIFERENCIAL 

Es importante notar que sen x es una función periódica cuyo período 
es 2 rr. En efecto, 

sen (x +2 rr) = sen x . 

Es decir, cuando el valor de x se aumenta en un período, el valor 
de y se repite . 

La periodicidad de la función tiene la siguiente interpretación en la 
gráfica de la figura 47: La porción de curva para valores de x desde 

y 

o 

Fig. 47 

o hasta 2 rr (arco OQBRC en la figura) puede desplazarse paralela
mente a OX, hacia la derecha o hacia la izquierda, una distancia igual 
a un múltiplo cualquiera del período 2 rr, y en su nueva posición será 
una parte del lllgar geométrico. 

68. 
sen x 

Límite de -- cuando x -7 O. Antes de derivar sen x (Arx 
tículo 69) es necesario demostrar que 

(B) 1, sen x 1 
1m -- = . 

X-70 x 

Este límite no se puede hallar por la regla del 
Artículo 16. Para su cálculo utilizaremos pro
piedades estudiadas en Geometría y Trigono
metría. 

Fig. 48 Sea O (fig. 48) el centro de un círculo de 
radio unidad. Sea x = el ángulo AOM medido 

en radianes . Puesto que el radio es la unidad, el arco A.M = x. 
Tomemos el arco AM' = arco AM, Y tracemos MT y M' T tan

gentes a la circunferencia en M y M', respectivamente. Por Oeo-
me tría , 

MM' < are MAM' < MT + M'T. 

O sea, por Trigonometría, 
2 sen x < 2 x < 2 tg x. 
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Dividiendo todos los miembros por 2 sen x, obtenemos 

1 <~< _1_. 
sen x cos x 

1 19 

Reemplazando cada término por su recíproco e invirtiendo los 
signos de desigualdad , tenemos 

1 > sen x > -- cos x. 
x 

Ah - sen x ora bien: cuando x es pequeno, el valor de -- queda com
x 

prendido entre 1 y cos x. Y como cuando x --7 O, el límite de cos x 
es igual a cos O = 1, puesto que cos x es continua para x = O (véase 
el Art. 17), resulta demostrada la igualdad (B). 

Es interesante observar el comportamiAnto de esa función por su 
gráfica, el lugar geométrico de la ecuación 

sen x 
y=--. 

x 

Fig. 49 

La función no está definida para x = O. Sin embargo, si le asig
namos el valor 1 para x = O, entonces la función está definida y es 
continua para todos los valores de x (véase el Art. 17). 

69. Derivada de sen v. Sea 

y = sen v . 

Según la regla general (Art. 27), considerando v como la variable 
independiente, tenemos 

PRIMER PASO. Y + Ó-y = sen (v + Ó-v) . 

SEGUNDO PASO. Ó-y = sen (v + Ó-v) - sen v . 

Para poder calcular el límite en el cuarto paso debemos transformar 
el segundo miembro . Con este fin empleamos la fórmu la de (6) del 
Artículo 2, 

sen A - sen B = 2 cos Y2 (A + B) sen Y2 (A - B) , 

haciendo A = V + Ó-v, B = v. 
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120 CALCUL O DIFERE NC IAL 

Entonces 

Yz (A + B) = v + Yz ó'v , Yz (A - B) = Yz ó,v. 

Sust.ituyendo, 

seu (v + ó,v ) - sen v = 2 cos (v + Yz ó,v) sen Yz ó,v. 

Luego ( Ó,V) M ó, y = 2 cos v + "2 sen ~- . 

ó'v 

TBRCEU PASO. ~~ = cos ( v + ~v) ser~v2 . 

CUARTO PASO . 
rl1J -"- = cos v. 
dv 

2 

[
Puesto ~~: : (scn~u)= 1, segun el Art. 6S, y lim cos(u+~U)=cosu.] 

,::; ,'-;'0 I\u 6 ,.-;'0 2 
T 

Sust ituyendo en (A) del Artículo 38 este valor de ~~, obtenemos 

dy dv 
dx = cos v dx' 

XIII 
d dv 

- (sen v) = cos v - . dx dx 

Se deja ahora al estudiante el enunciado de las reglas correspon
dielJ tes . 

70. Otras funciones trigonométricas. La función cos x está defi
nida y es con tinua para cualquier valor de x. Es periódica, y su 
período es 2 1t. La gráfica de 

y = cos x 

se obtienc de la figura 47 , correspondiente a sen x, tornando corno 
eje ele las y la recta x = Yz 1t . 

Por la gráfica elc 

y = tg x, 

represen tada en la figura 50, se ve que la función tg x es discontinua 
para un núm ero infinit·o Ofl valores de la variable independiente x; 

http://carlos2524.jimdo.com/



FUNCIONES TRASCENDENTES 121 

a saber, cuando x = (n + Yz) ;¡;) siendo n un número entero cual
quiera posit ivo o negativo. 

En realidad, cuando x ---7 Yz re, tg x se vuelve infini ta. Pero de la 
relación tg (re + x) = tg x vemos que la función tiene el período re, 
y los valores x = (n + Yz) re difie
ren de Yz re en un múltiplo de pe
riodo. 

La función ctg x tiene el perío
do re. Está definida y es continua 
para todos los valores de x con 
excepción de x = n re , siendo n 
cualquier número entlC'ro como an
tes. Para estos valores ctg x se 
vuelve infini ta . 

Fig. 50 

P or último, ,.;ec x y csc x son periódicas, cada una con el perío
do 2 re. La primera es discontinua so l:.1lnente cuando x = (n + Yz ) re , 
y ]u segunda solamente cuando .l: = nn:. Los valores de x para los 
que estas funciones se vuelven infini tas cl eterminan en lmi g l'áficas asÍn
totas verticales . 

71. Derivada de cos v. Sea 

y = cos v. 

Según (3) del Artíeulo 2, podemos escribir 

y = sen (~ - v ) . 

Df'rivando según la fórmula XIII, 

XIV 

dy 
dx 

dv 
- sen v-o dx 

[puesto que cos (T - (J) = sen (J. según (3). Art. 2.] 

d dv 
dx (COS V) = - sen V dx . 
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y = tg v.

FUNCIONE

VII :x(~)=

VIII dy _
dx -

IX dy _
dx -

72. Demostración de las fórmulas XV a XIX. Estas fórmulas se
establecen fácilmente si expresamos la función de que se trata en tér-
minos de otras funciones cuyas derivadas se han hallado.

Demostración de XV. Sea

Según (2), Artículo 2, podemos escribir

sen v
y = cos u

X
d- (In v) =
dx

.!L (sin v) =
dx

Derivando según la fórmula VII,

d d
dy _ cos v a;; (sen v) - sen va;; (cos v)

dx - cos" V

XIII

dv dv
cos" v- + sen" v-

dx dx

No sólo dependen de és
deducido, sino que todas las
de ellas. Por esto vemos qu:
mentales de derivación envur
alguna dificultad, a saber,dv

dx dv= -- = sec" v-o Según (2), Art. 2
cos" v dx

XV
d dv
dx [tg v) = sec? v dx . y límV---7

A fin de demostrar las fórmulas XVI a XIX, derivese la forma que
se da a continuación para cada una de las funciones que siguen.

1XVI. ctg v = --o
tg v

XIX.

XVII. 1
sec v = --.

cos v
XVIII. 1cscv = --o

sen v

Derivar las siguientes funci

1. y = se n ax2•

seno verso v = vers v = 1 - cos v .
Solución. dy = e

dx

Los desarrollos se dejan como ejercicios. =2

73. Observaciones. Para establecer las fórmulas 1 a XIX hemos
tenido que aplicar la regla general (Art. 27), solamente para las si-
guientes funciones:

2. y=tgV~.

dlj =:
dxSolución.

III d du dv dw
dx (u + v - w) = dx + dx - dx ' Suma algebraica.

d d» du
dx (uv) = u dx + v d»'

=.

V Producto .
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VII 

VIII 

IX 

x 

XIII 

FUNCIONES TRASCENDENTES 

du dv v--u-
~(~) = dx dx 
dx V V

2 

dy dy dv 
dx = dv . d-;' 

dy 1 
dx=dx' 

dy 

dv 
d dx 

(In v) = -. 
dx v 

d (') dv - SIn V = cos v - . 
dx dx 

Cociente. 

Función de función. 

Funciones inversas. 

Logaritmo. 

Seno. 

123 

N o sólo dependen de éstas todas las otras fórmulas que se han 
deducido, sino que todas las que vamos a deducir dependen también 
de ellas. Por esto vemos que el establecimiento de las fórmulas funda
mentales de derivación envuelve solamente el cálculo de dos límites de 
alguna dificultad, a saber, 

y 

lím sen v = 1 
V-70 v 

1 

lím (1 + v) v = e. 
V-70 

PROBLEMAS 

Derivar las siguientes funciones: 

1. y = se n ax 2. 

Solución. d Y = cos ax 2 !!.- (ax2) 
dx dx 

[t) = ax2. ] 

= 2 ax cos ax 2 • 

2. y=tgV¡-=-;. 

Solución. dy = sec2 vI~!!.- (1 - x) Ji 
dx dx 

[u = vi 1- x.] 

según el Art. 68 

Según el Art. 61 

según XIII 

según XV 

= sec 2 vi 1 - x . Y2 (1 - x) - Ji (- 1) 

sec 2 V--¡-=-; 
2v l-x 
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3. Y = eos3 x. 

Solución. Esta función puede esc ribirse en la forma 

y = (cos x) 3. 

dy = 3(eos x)2!!"" (eos x) 
dx dx 

según VI 

[u = cos x y n = 3. 1 

= 3 eos 2 x ( - sen x) según XIV 

= - 3 sen x eos 2 x. 

4. Y = sen nx sen " x. 

Solución. c!J!. = sen nx!!.... (se n x)" + sen" x!!.... (se n nx) según V 
dx dx dx 

[u = sen nx y U = senil x.] 

sen nx . n (sen x) 1(-1!!.... (sen x) 
dx 

+ sen" x cos nx!!.... (nx) 
dx 

según VI Y XIII 

= /J sen nx . se n ,,-1 x eos x + n senil x eos nx 

= 11 se n"- 1 x (sen nx eos x + eos nx se n x) 

= n sen"-l x sen (n + 1) x. 

5. y = sen ax. Sol . y' = a eos ax. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

y = 3 eos 2 x. 

s = tg 3 t. 

v 
u = 2 etg y' 

y = see 4 x. 

Q = a ese bIJ . 

y= Yz sen 2 x. 

s = V cos 2 t. 

Q = ..y tg 3 e. 

4 

y = x eos x. 

f (O) = tg () - IJ. 

y' = - 6 sen 2 x. 

s' = 3 see 2 3 t. 

du = _ ese 2 .!:!... 
du 2 

y' = 4 see 4 x tg 4 x. 

Q' = - ab ese b{j et g bIJ 

y' = se n x eos x. 

ti!. = - sen 2 t 

dt V eos 2 t 

d C! see 2 3 e 
dO= ' 2/' 

(tg3IJ) /3 

dy = - 2 tg x 

dx ~ 

y' = eos x - x sen x. 

f' (e) = tg 2 (J. 
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según VI

según XIV

(se n nx) según V

según VI y XIII

n" x cos nx

x sen x )

a cos ax.

- 6 sen 2 x.

3 scc 2 3 t.

- CSC2~.
2

4 sec 4 x tg 4 x .

- ab ese bO ctg bIJ

sen x cos x.

- sen 2 t

cos 2 t

sec2 3 IJ
. 2/ .

(tg30)/3

os x - x sen x .

g2 O.

17. O = sen IJ.
IJ

18. Y = se n 2 x cos x .

19. Y = In sen ax.

20. y = In V cos 2 x.

2I. Y eax se n b x .

22. s = e-1 cos 2 t.

23. = In xy tg2·

24. Y = In I I + sen x.\J I - sen x

FUNCIONES TRASCENDENTES 125

dO = IJ cos IJ - sen ()
d () IJ2

y' = 2 cos 2 x (OS x - sen 2 x se n x .

y' = a ctg ax.

y' = - tg2x.

y' = rO" (a sen bx + b cos bx) .

s ' = - e=! (2 se n 2 t + cos 2 r ) .

Y, = 1'1 ctg ~ sec2 xr : 2 2'

25. feO) =sen (()+a) cos(lI-a). f'(e) = cos2IJ.

y' = sec x ,

26. f(x) = senz (n - x). f'(x) = -2sen(n-x) cos(JT.-x).

28. y = xscn %.

27. Q = 7:í tg3 () - tg () + IJ.

29. Y = (cos x ) x.

O' = tg4 IJ.

d u (senx--E. = xsen x __ + cos x
dx x

In x)'
y' = y (In (OS x - x tg x).

Hallar la segunda derivada de cada una de las siguientes funciones:

Sol. dZy __ k2 sen h x .
dxz -30. Y = se n h x ,

3I. Q V4 cos 2 ()

32. u = tg v.

33. y =x cos x .

34. sen xy ---o
x

35. s _. el. cos t.

36. s = e-1 se n 2 t.

37. Y eax sen b x .

d
2

U = 2 sec? v tg V.
dv2

d
2
y = _ 2 se n x - x cos X.

dx2

d2y _ 2 sen x ~ 2 x cos x - x2 sen x
dx2 - x3

dZs __ 2 el se n t.
dt2 -

~:~ = - e-t (3 sen 2 t + 4 (OS 2 r ) .

dZy _ ea:>: [ (aZ - b2) se n b x + 2 ab cos bx 1
dx2 -
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Hallar dy en cada una de las funciones siguientes . 
dx 

38. y = cos (x - y) . Sol. 

39. eY = sen (x + y). 

4 0. cos y = In (x + y ). 

d Y _ sen (x - y) 

dx se n (x - y) - I 

dy cos(x+y) 
dx = eU - cos (x + y) 

dy = - I 
dx l+ (x +y)seny 

En los problemas 41 a 50. hallar el valor d e dy para el valor dado de x 
dx 

( en radian es) . 

41. y= x- cos x ; x=1. 

42. y=x senf: x=2 . 

43. y=lncosx: x=0.5. 

44. y=~: x=-0,5. 
x 

45. Y = sen x cos 2 x: x = 1. 

46. Y = In V tg x: x = X Jt. 

47. y=exsenx: x=2. 

48. y = 10 e- x cos Jtx: x = 1. 

49. 
x 

Y = 5 e2 sen Jtx. 2 . 

:t 

x = 2. 

50. y = lO e -10 se n 3 x: x = 1. 

Sol. y' = 1. 841. 

y'=1,381. 

y' = - 0.546. 

y' = - 3.639. 

y' = -1.754. 

y' = 1. 

'J' = 3.643. 

y I = 3.679. 

y ' = - 21,35. 

y ' = - 27. 

74. Funciones trigonométricas inversas. De la ecuación 

(1) y = sen x 

se deduce que l' X es la medida en radianes de un ángulo cuyo seno es 
igual a y " . Para un ángulo central en un círculo de radio unidad, 
x es también igual al a rco interceptado (véase el Artículo 2) ; luego la 
proposición que hemos puesto entre comillas se abrevia así: 

(2) x = arc sen y, 

que se lee" x es igual a un arco cuyo seno es y". Permutando 
x y y en (2), obtenemos 

(3 ) Y = arc sen x, 

que se llama la función inversa de seno de x. Está definida pa.ra todo 
valor de x numéricamente menor que 1 o igual a 1. De (1) y (2) 
se ve que sen x y arc sen y son funciones inversas (Art. 39). 
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Muchos autores escri ben la ecuación (3) en la forma y = sen- 1 x. que se 
lee' 'e l se no inverso de x". Creemos que esa notación no conviene porque 
sen- 1 x. así escrito. podría leerse como sen x con el exponente - 1. 

Consideremos el valor de y que corresponde en (3) a x = Yz ; 
tendremos: 

(4) y=arcsen Y2 . 

Un valor de y que satisface (4) es y = }i 3t, puesto que 
sen H 3t = sen 30° = X. Un segundo valor es y = % 3t, puest.Q 
que sen % 3t = sen 150° = }~ . Cada una de estas soluciones admite 
la adición o sustracción de un múltiplo cualquiera de 2 3t. 

Luego el número de valores de y que satisfacen (4) es 
infinito. Por esto se dice que la función arc sen x es 
, , multiforme' , . 

La gráfica de arc sen x (fig. 51) muestra bien esta 
propiedad. Cuando x = OM, entonces 

y = MPl, MP2, MPa , ... , MQ1, MQ2, .... 

Para la mayor parte de los problemas que se presentan 
en Cálculo infinitesimal es permisible y aconsejable elegir 
uno de los muchos valores de y. E legimos el valor entre 
- H 3t Y >~ 3t; es decir, el de menor valor numérico. 
Así, por ejemplo, 

p 

Q 

Fig. 51 

(5) arc sen }~ = }'3t, arc sen 0=0, arc sen (-1) = -}~ 3t. 

La función arc sen x es ahora uniforme, y si 

(6) y = are sen x, entonces - >~ n <: y <: 1~ n. 

En la gráfica nos limitamos al arco QOP. 
De la misma manera cada una de las funciones trigonométricas 

inversas puede hacerse uniforme. Así, para arc cos x, SI 

(7) Y = are cos x, entonces O <: y <: n. 

Por ejemplo, a rc cos }f = > ~ 3t, arc cos (- %) = % rr. , 
arc cos (- 1) = rr.. 

De (6) y (7) tenemos ahora la identidad 

(8) arc sen x + arc cos x = % 11:. 

En la gráfica de arc cos x (fig. 52) nos limitamos al Fig. 52 

arco QP1P. 
1\1 ás adelante daremos definiciones que determinan un valor único 

para cada una de las otras funciones trigonométricas inversas. 
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75. Derivación de are sen v. Sea 

y = arc sen v ; 

entonces v = sen y, 

Derivando con respecto a y, según XIII, 

luego, 

dv 
dy = cos y; 

dy _ 1 
dv - cos y 

Según (C) del Art, 39 

y puesto que 1) es una función de x, tendremoi", según (A) del 

Q 

Artículo 38, 
dy 1 dv 1 dv 
dx = cos y . dx = ,/ 1 _ v2 ax 

[

COS y = V l - se n 2 y = V~, tomándose el signo PO-j 
sitivo del radical. puesto que cos y es positivo para todos los 
Id Jt Jt b ' l· va ores e y entre - 2 y 2' am os Inc USl ve. 

dv 

XX 
d dx 

dx (are sen v) = V 1 _ v2 

dy 1 
Si Y = arc sen x, y' = - = _ I . La gráfica es 

dx v 1 - X2 
Fig. 51 

el arco QP de la figura 51 , La pendiente es infinita en 
Q y P, y es la unidad en O. La función es creciente (y' > O) por todo 
el int.ervalo desde x = - 1 hast.a x = 1 , 

76. Derivación de arco eos v. Sea 

y = arc cos v; 

entonces v = cos y, 

Derivando con re:;:pecto a y según XIV, 

luego 

dv 
dy 

dy _ 
rlv -

-seny; 

1 
sen y 

(O <:: y <:: n) 

Según (C), Art, 39 
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y puesto que v es una función de x, tendremos, según (A) del 
Artículo 38, 

XXI 

dy 1 dv 
dx = - sen y . dx = 

1 dv 
v 1 - v2 dx' 

[

sen y = Vi - cos 2 y = V~ tomándose e! Signo] 
positivo de! radical. porque sen y es positivo para 
todos los valores de y entre O y 11:, ambos inclusiv e . 

dv 
d dx 
-d (are eos v) = - _ / 

X v1-v2 

S· 1 e d 1 Y = arc cos x, entonces y' = - _ / uan o x aument.a 
v 1- X2 

de - 1 a + 1 (arco PQ de la figura 52) J Y disminuye de 1T a O 
(y' < O). 

77. Derivación de are tg v. Sea 

(1 ) 

(2) 

y = arc tg v; entonces 

v = tg y. 

La función (1) se hace uniforme si elegimos el menor valor numériro 
de y ; es decir, un valor entre - ;,~ 1T Y Y2 1T, Y 

-------- --------
correspondiente al arco AB de la figura 53 . 
Asimismo, cuando v -7 - 00, Y -7 - 7~ 1T ; 

cuando v -7 + 00, Y -7 Y2 Jt; o sea, sill1bó
licamente, 

(3 ) arc tg (+ 00) = Y2 11: , 

arc tg (- 00) = - Y2 Jt. 

A 

Derivando (2) con respect.o 

dv 
dy 

a y, según XV, 

sec2 y, 

Fig. 53 

y 
dy _ _ 1_ 
dv - sec2 y' 

Según (e) elel Art. 39 

Puesto que v es una funcicín de x, tendremos, ser/m (A) del Ar-
tículo 38, 

dy 1 dv 1 dv 
dx = sec2 y . dx = 1 + v2 !Ix' 

[sec2 y = 1 + t g 2 y = 1 + v 2 .] 
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13 O CALCULO DIFERENCIAL 

De donde, 
dv 

XXII 
d di 
dx (are tg v) = 1 + v2 

1 
Si Y = arc t.g x, entonces yl = -- y la función es creciente 

1 + X2 

para todo valor de x. 
1 

La funci ón arc tg- es un buen ejemplo de función discontinua. 
x 

1 
Limitándonos a una ram a de la gráfica de y = arc tg -;;-, vemos en la 

figura 54 que cuando x se aproxima a cero por la izquierda, y t iende 
hacia - Y2 n: como limite , y cuando x se aproxima a cero por la 
derecha , y tiende hacia + Yz n: como límite. Luego la función es 
di scontinua cuando x = O (Art . 17). Su valor para x = O puede 
asignarse como nos plazca . 

y 
---------

A 

8 

v 
x 

-ZTT 

Fi g . 54 F ig . 55 

78. Derivación de are etg v. Siguiendo el mi smo método, obte-
nemos 

XXIII :x (are ctg v) = 

dv 
dx 

La función es uniform e si 

cuando y = arc cLg v , O < Y < n:, 

co rrespo ndiendo a l a rcO A B de la figura 55. 
Asim ismo, si v -7 + C/J , Y -7 O; si v -7 - C/J J Y -7 n:. Es decir. 

simbólicamente . 

arc cLg (+ C/J) = O; a rc ctg ( - 00 ) = re. 
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79. Derivación de are see v y are ese v. Sea 

(1 ) y = arc sec v. 

Esta función está definida para todos los valores ele 1.', con excep
ción rl.e los que están entre - 1 Y + 1. A fin de hacer uniform e la 
función (véafle la figura 56) , 

cuando v es positivo, se toma y entre O y 7:2 rr. (arco AB) ; 
cuando ves negativo, se toma y entre - rr. y - 7:2 rr. (arco eD). 

Asimismo, SI v -7 + co , y-77:2rr.; 

y -7 - 7:2 rr. · si V-7-CO, 

De (1) se deduce, v = sec y. 

Derivando con respecto a y según XVII, 

dv 
dy = sec y tg Y ; 

luego, según (e) del Artículo 39, 

~}!. 1 
dv sec y tg Y . 

y ==>" ---------
------'11 

(' 
0'( , 

l OA 

=2 ~~~~~~~~ 
Fig. 56 

PUf~Sto que v es una función de x, tendrflmos, según (A) del Art . 38, 

dy _ 1 do 1 dv y 
dx - sec y tg Y . dx v V v2 - 1 dx' 

f
sec Ij = 1) y tg !J = V scc 2 y - I = V 1)2 -1, 1 
rornjndosc el signo positivo del radical. 

l
Porque tg Ij es positivo para todos los va oJ 

lores de y entre O y o~ y entre - 11: Y -~. 
2 2 

dv 

XXIV 
d dx 
dx (are see v) = V "..! v2 - 1 . 

Derivación de are ese v . Sea 

entonces 
y = arc csc v; 
v=cscy. 

Derivando con respecto a y se
gún XVIII, y siguiendo el método an
terior, oht.enemos 

XXV 
d 
dx (are ese v) = 

dv 
dx 

v v v2 - 1' 

Fig. 57 

v 
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La función y = are ese v está definida para todos los valores de v, con
excepción de los que están entre - 1 Y + 1, Y es multiforme. A fin
de hacer uniforme la función (véase la figura 57) ,

cuando v es positivo, tomaremos y entre O y Yz n (arco AB) ;
cuando v es negativo, tomaremos y entre -Jt y -Yz n: (arco eD).

y
80. Derivación de are vers v. Sea

y = are vers v; *
entonces v = vers y.

Derivando con respecto a y según XIX,

dv
dy -

dy _
dv - sen y

sen y;

1
Según (e) del Art. 39luego

Puesto que v es una función de z , sustituyendo en
(A) del Art. 38 tendremos:

dy 1 dv 1 dv
dx = sen y . dx = y 2 v - v2 dxFig. 58

[

se n y = y 1 - cos? y = y 1 - (J - v e rs y) 2 = Y 2 o - v2• tomándose el1
signo positivo del radical, porque sen y es positivo para todos los valores
de y entre O y JT, inclusive.

dv
d dx

dx (are ver s v) =y--:2==v=-=v2'XXVI

PROBLEMAS

Derivar las siguientes funciones:

1. y = are 19 ax2.

s. (ax2)

dy _ dx
d x - -:-1 -+-:---:-( a-x""'2"')""'2

[v = ax2.]

2 ax

Solución. según XXII

Definida solamente para valores de v entre O y 2 inclusive. y multiforme.
A fin de hacer uniforme la función. y se toma como el menor arco positivo cuyo
seno verso es v : es decir, y está entre O y JT, inclusive. Por tanto. nos limitamos
a l a rco OP de la gráfica (Li g . 58) .

FUNCI

2. y = are sen (3 x - .

Solución. dy ,
dx

3. x2 + 1
Y = are see x2 _ I

Solución.
dy.
dx

x4. Y = are eos -.a

x5. y = are sec -.a

6. xy = are etg -.
a

I7. Y = are sec -.
x

8. y = are ese 2 x.

9. y = are seu «:
10. O - are VHS (.J2.

11. t¡ = x arc se n 2 x .

12. lJ = x2 are (OS x.
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alares de v, con
ultiforme , A fin

2. y=aresen (3 x - 4 x3) .

!!..- (3 x - 4 x3)

dy ~ dx
dx -~~I=_~(73=x==_==4=x73~)2

l u = 3 x - 4 x3• 1
3 - 12 x" 3

V 1 - 9 x2 + 24 x4 - 16 x6 ~ 1 - x2

según XXSolución.

3t (arco AB) ;
7f 3t (arco CD).

a

3. x2 + 1Y = are see x2 _ r

XIX, Solución.

d (x2 + 1)
dy _ d;; ~
d x x2 + 1 ¡(x2 + 1)2_ 1

x2 - 1 '\j x2 - 1

según XXIV

(e) del Art. 39
[
U = x:+l.J

x : - 1

(x2 - 1) 2 x - (x~ + 1) 2 x
(x2 - 1) 2

sustituyendo en x2 + l 2 X

x2 - 1 . x2 -1

2
x2 + l

2, tomándose ell
dos los valores

x4. v = areeos-. a

x5. u = are sec -.a

6. v = areetg~.
a

17. Y = are sec -.x

8. y = are ese 2 x.

9. y = are se n v'~.

10. e - are v e rs 02•

Sol.
dy _
dx -

dv
2 dx'

dy _ a

dx - xV x2 - a!::

d u - 1
dx =

~ l-x2

dy _ - l

d x - x v' 4 x2 -

d u
ds: - 2 ~x - x2

ae 2
d o - ~ 2 _ 02

11. Y = x are se n 2 x .
d 2 )(
-'l. = are sen 2 x + ~=======:-
dx ~ l - 4 )(2e, y multiforme.

co positivo cuyo
o, nos l irn it a m o s 12. !J = x2 are (OS x.

d!J )(2

dx = 2 x are eos x - --;~==~;
~ 1 - x2
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u v' a2 - U2 + a2 are se n !:..
a

Sol. f'(u) = 2v' a2 - u2•13. f(u)

14. {(x) =Va2-x2+uaresen x
a {'(x) =~:~~'

15. u = a2 Jresen~- uVa2- u2•a
d u 2 u2

du - V a2 - u2

u u
16. u = - are sen-.

V u2 - u2 a

du u2

d u = (a2 _ u2) % .

u V~
aresen~+ u

du
du -17. u

du V 2 au
du =18. v = a are cos (1 - -;) + V 2 au - u2.

u

19. <P are tg a + e .
1 - ar

20. x e are vers Y. - V 2 el) - 1)2.
r

d<P = _1_
de 1 + e2

dx 1)

dy - V 2 ey _ 1)2 •

dY=x2 aretgx.
dx

En los problemas 22 a 27. hallar el valor de dy para el valor dado de x .
dx

21. 1) = ~~ x3 are tg x + ?i In (x2 + 1) - )!6 x2•

22. 1) =x a re se n x; x ~'

23. 1) =x a re eos x; x - 72.

24. 1)
_ are tg x ,

x 1.----,
x

25. y = vi:; are etg .::...; x = 4.
4

are see 2 x26. v Vx
x =1.

27. Y = x2 are ese v'-';; x = 2.

Derivar cada una de las sigu ien tes funciones:

Sol. y'=I.101.

1)' = 2.671.

y' -0.21)5.

1)' - 0.054.

y' = 0.053.

1)' = 2.142.

28. are sen V-.;. 33. are sec V--.; .

29. 2 34. eX are eos x ,are tg-.
x

x 35. In are tg x .30. x are eos -
'2

36. V are sen 2 x.
31. arcetg2 x

x are cos V;37.
32. are vers (1 - x). V;

FUNCIO

Bosquejar las siguientes eu
la cu r v a corta a los ejes coo rde:

1. 1) = In x .

2. y lag x .

3. Y In (4 - x).

4. 1) = In v' 4 - x2.

5. Demostrar que si 1)

Hallar el ángulo de intersec

6. (j = In (x + 1). y ,

7. y In(x+3). lJ '

8. Y sen x , y = cos .

9. 1) tg x. y = etg x

10. y=cosx. y=sen:

Hallar los puntos má x irnr
siguientes curvas. y trazar las

11. <j = x In x .

12. xv = ¡-;:;-;.

13. y=ln(8x-x2).

14. Y = x e".

16. Un cable telegráfico:
con una envoltura de material
del alma al espesor de la en

varia como x2 In I De m
x

I
do x = .,/-¡'
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PROBLEMAS

Bosquejar las siguientes curvas, y hallar la pendiente en cada punto en que
la c u r v a corta a los ejes coordenadas.

lo Y = In x. Sol. En (1, O) , m = 1.

2. Y lag x . En (1. O) . m = 0,434.

" Y In (4 - x). En (3. O) . m = - 1;0.

en x = O. m= - ~.
31 •

(a2 _ u2) 72

v;Z=-;;Z
u2

4. Y = In V 4 - x2.

V 2 au - u2

u
5. Demostrar que si y

_ 1
- 1 + r2

Hallar el ángulo de intersección de cada uno de los siguientes pares de curvas:

y 6. Y In (x + 1). y In (7 - 2 x) . Sol. 12JO 53'.

7. Y In (x + 3). '1 In (5-X2).

8. y se n x. y = cos x. 1090 28/

9. Y tg x. y=ctgx. 5]0 8'.

10. Y = cos x , y = se n 2 x .

= x2 are tg x .

lor dado de x .

y'=1,101.

y' = 2.671. Hallar los puntos máximos, mínimos y de inflexión de cada una de las
siguientes curvas. y trazar las gráficas.

y' = - 0,285.

11. Y = x In x . Sol. Mín. (+, - +).
y' = - 0,054.

x
y = ¡-n;' Mi n. (e, e);

punto de inflexión, (e2, Yz e2).

12.
y' = 0,053.

13. Y = In (8 x - X2). Máx. (4, In 16).
y' = 2,142.

14. Y = x e". Min.(-L -+);
punto de inflexión, (- 2,

x.

16. Un cable telegráfico submarino consta de una alma de alambres de cobre;
con una envoltura de material 110 conductor. Si x representa la razón del radio
del alma al espesor de la envoltura, se sabe que la velocidad de transmisión

varia corno x2 In I De m ue st re se que 1a- mayor velocidad se alcanza cuan-
xx

1
do x = /-.

'\ e

135
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17. ¿Cuál es e! valor mínimo de y =aekx + be-kx? Sol. 2v'ab.

18. Hallar e! punto máximo y los pun tos de inflexión de la gráfica de
y = e-x2, y trazar la curva.

Sol. Máx. (O, 1); puntos de inflexión, (± ~2' ~-;;).

19. Demostrar que si debajo de la curva de! problema 18 se inscribe el
mayor rectángulo posible, estando un lado del rectángulo C,¡ el eje de las x , dos
vértices del rectángulo están en los puntos de inflexión de la curva.

Hallar los puntos máximos, minimos y de inflexión en los intervalos indi-
cados y bosquejar las siguientes curvas.

20. y=Yzx-senx; (Oa2lt).

Sol. Mín. ()i;í rr, - 0,3424); máx. (% re, 3,4840);
puntos de inflexión, (O, O), (lt, >oí lt), (2 zr, lt).

21. y=2x-tgx; (Oalt).

Sol. Máx. (~Jt, 0.571); mino
puntos de inflexión, (O, O),

(% n, 5,712);
(x, 2 re) .

22. y tg x - 4 x : (O a re) .

Sol. Mín. ()i;í zr, - 2,457); máx.
puntos de inflexión (O, Ü),

(% lt, - 10,11);
(lt, - 4 re) .

23. y = 3 se n x - 4 cos x : (O a 2 lt) .

Sol. Máx. (2,498, 5); mín. (5,640,
puntos de inflexión (0,927, O),

- 5) ;
(4,069, O).

24. Y = x + cos 2 x; (O a re) .

25. Y sen ltx - cos .í'tX; (O a 2) .

26. Y = VI x + se n 2 x; (U a cc}.

27. y = x - 2 cos 2 x ; (O a lt) .

28. Y = Yz ltx + se n rtx : (O a 2) .

29. Demostrar que e! valor máximo de la función y = a se n x + b cos x
es v' a2 + b2•

30. Se ha demostrado, teorrcamen te , que e! efecto giratorio del timón de
un buque es k cos O sen2 O siendo O el ángulo que el timón forma con la q ui l la,
y h una constante. ¿ Para qué valor de () es el timón más eficaz? Sol. Unos 55°.

31. Una copa cónica tiene de profundidad a y de ángulo generador IX. La
copa está llena; cuidadosamente se deja caer en ella una esfera de tal tamaño
que ocasione el mayor desbordamiento. Demuéstrese que el radio de la esfera es

a sen IX

sen IX + cos 2 IX

FUNCIONi

32. Hallar las dimensiones d
bi rse en una esfera de radio 6 I

cual desde el centro de la esfera
Entonces, r = 6 se n O, h = 12 (

33. Resolver el problema 3:
superficie convexa del cilindro,

34. Un cuerpo cuyo peso es
una fuerza p, cuya línea de accié

p =

da la magnitud de la fuerza, sier
que la fuerza es mínima cuando

35. Si un proyectil se dispa
en O un ángulo constante U ea

R =~

da el alcance, siendo u y q con
Calcular el valor de O que dará I

36. Para un tornillo de f
rozamiento <p, la fórmula

E

da el rendimiento E, siendo f
dimiento máximo, cuando", e

PROBL
1. Las curvas y = x In x

otro punto A. Hallar el ángul

2. Sobre unos mismos ejes

hallar su ángulo de intersecciór

(

X3

y= In S'

3. La recta AB es tangent
corta en B el eje de las x. Ha
AB es mínima.
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32. Hallar las dimensiones del cilindro de mayor volumen que pueda inscri
birse en una esfera de radio 6 m. (Usar como parámetro e! ángulo (J bajo el 
cual de sde el centro de la esfera se ve el radio de la base del cilindro inscrito. 
Entonces, r = 6 sen (J, h = 12 cos (J.) 

33. Resolver e! problema n en el caso que se desee que sea máxima la 
superficie convexa de! cilindro . u sando el mismo parámetro. 

34. Un cuerpo cuyo peso es W es arrastrado sobre un plano horizontal por 
una fuerza P. cuya línea de acción forma con el plano un ángulo x. La fórmula 

P = ______ m~W----__ 
m se n x + cos x 

da la ma gnitud de la fuerza. siendo m e! coeficiente de rozamiento. D emostrar 
que la fuerza es mínima cuando tg x = m. 

35. Si un proyectil se dispara desde O sobre un plano inclinado que forma 
en O un ángulo constante a con e! hori zo ntal. la fórmula 

R = 2 u2 cos () sen (() - a) 
g cos 2 a 

da e! alcance. siendo u y y constantes . O el ángulo de elevación y R el alcance. 
Calcular el valor de () que dará el máximo alcance hacia arriba del plano. 

Sol. IJ = y,; Jt + lk a. 

36. Para un tornillo de filete cuadrado cuyo paso es Ii y su ángulo de 
roza miento </J. la fórmula 

E 
tg (J 

da el rendimiento E . siendo f una co n stante. H alla r e! va lor de () para un ren
dimi ent o m áximo. cuando </J es un ángulo constante conocido. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Las curvas y = x In x y y = x In (1 - x) se cortan en el origen y en 
otro punto A. Hallar el ángulo de intersección en A . Sol. !O3° 3D'. 

2. Sobre unos mismos ejes coordenados bosquejar las siguientes curvas. y 

hallar su ángulo de intersección 

3. La recta AB es tangente cn A 
corta en B el eje de las x. Hallar las 
AB es mínima. 

Sol. n ° 28'. 

a la curva cuya ecuación es y = eX + 1. y 
coordenadas de A cuando la longitud de 

Sol. (O. 2). 
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CAPITU LO VIII 

APLICACIONES A LAS ECUACIONES P ARAMETRlCAS y POLARES 

Y AL CALCULO DE LAS RAlCES DE UNA ECUACION 

81. Ecuaciones paramétricas de una curva. Pendiente. A me
nudo las cOlJrdenada~ x y y de un punto de una curva ~e expresan como 
funciones de uua tercera variable t, llamada pa-rámetro, en la forma 

(1 ) f x = f (t) , 

\ y = cp (t) . 

Cada valor de t da un valor de x y un valor de y y determina un 
punto de la curva. Las ecuaciones (1) se llaman ecuaciones paramétri

cas de la curva. Si eliminamos t de las 
y 

x 

Fig . 59 

ecuacione~ (1), obtencmo~ la ecuación 
cartesiana rectangular de la curva. Así, 
por ejemplo, las ecuaciones 

(2) 
f x = r cos t, 
\y=r sen t, 

son ecuaciones paramétricas de la circun
ferencia (fig. 59) , siendo t el parámetro. 
Si eliminarnos t, elevando a l cuadrado 
ambos miembros y sumando los resulta
dos, tenemos 

que es la ecuación cartesiana rectangular del círculo. Es evidente que 
si t varía de O a 2 Jt, el punto P (x, y) describirá uua circunferencia 
completa. 
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Puesto que y es, según (1), una función de t, Y t es una función 
(inversa) de x, tenernos 

es decir, 
dy 

dy _ dy dl 
dx_dt dx 

dy 1 
= dl . dx; 

dt 

según (A) del Art. 38 

según (e) del Art. 39 

(A) dy dt <1> ' (t) . 
dx = dx = f' (t) = pendIente en P (x, y). 

dt 

Mediante esta fórmula podemos hallar la pendiente de una curva 
dadas sus ecuaciones paramétricas. 

EJEMPLO 1. HaIlar las ecuaciones de la tangente y la normal. y las lon gi 
tudes de la subtan gcnte y la subnorma l a la elipse ,x, 

(3 ) 

en el punto donde ep = 45 ° . 

5 x = a cos ep. 
I y = b sen ep 

Solución. Siendo ep el parámetro. dx = - a sen ep. dy = b cos ep. 
dep dep 

Sustituyendo en (A). dy = b cos ep = 
d x a sen ep 

b ctg ep 
a 

pendiente en un 

punto cualquiera = m. 

* Tracemos (fig. 60) los círculos auxiliares de radios a y b de la elipse. 
Si por los puntos By C. en el mismo radio . 
se trazan BA paralela a OY y DP paralela 
a OX. esas rectas se cortarán en un punto 
p (x. y) de la elipse. En efecto: 

x = OA = OB cos ep = a cos ep 

y Ij = AP = OD = OC sen ep = b sen </J . 

o sea, !... = cos ep y rt.. = sen </J. 
a b 

Ahora. elevando al cuadrado y suman
do. obtenemos 

X2 ,, 2 - + ..!'- = cos2 ep + sen 2 </> = l. 
a2 b 2 

y 

/ 

Fig. 60 

que es la ecuación rectangular de la elipse. A veces. rp se llama ángulo excén
trico del punto P de la elipse. 
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Sustituyendo cp = 450 en las ecuaciones dada s ( 3) . obtenemos para coorde

nadas del punto de contacto . Xl = Yz aV2. Y l = Yz bV2. y la pendiente m es 

m,=-.É.. ctg 45 0 = b 
a a 

Sustituyendo en (1) y (2) del Artículo 43 . y reduciendo . obtenemos 

bx + ay = vil ab = ecuación de la tangente. 

vil (ax - by ) = a2 - b2 = ecuación de la normal. 

Sustituyendo en (3 ) y (4) del Artículo 43. 

1 . / - ( a ) 1. /-"2 b v 2 - b = - 2 av 2 = lon gi tud de la subt angente . 

1 - ( b) b2 vil 2: bvl 2 - -;; = - ~ = lon gitud de la subnormal. 

EJEMPLO 2. Dadas las ecuaciones paramétricas de la cicloide * 

(4) 5 x = a (8 - sen 8). 
I y = a (1 - cos 8) , 

( s iendo O el parámetro vari able). hallar la s lon g itudes de la ~ubtan ge nt e . la 
subnormal y la normal en el punto ( Xl. Yl ) , donde 8 = 8

" 

Solución. Deri va ndo , dx = a(l - cos IJ). dy = a se n IJ . 
d e d lJ 

Si un círculo rueda, sin resbalar , sobre una recta fija . la línea descrita por 
un punto de la circunferencia se llama cicloide. Sea a (fig. 61) el radio del 
círculo rodante, P el punto que traza la curva y M el punto de contacto con la 
recta fija O X . que se llama base. Si el arco PM es igual en longitud a ~M. 
entonces P tocará en O si el círculo se hace rodar hacia la izquierda. Designan
do el án g ulo PCM por IJ . tenemos 

X = ON = OM - NM = aIJ - a sen IJ = a (IJ - sen IJ) . 

y = NP = MC - AC = a - a cos IJ = a ( 1 - cos IJ) ; 

que son las ec uacion es paramétricas de la cicloide ; 

v 
I 
I 
la 
I 
I 
T 
I 

la 
I 

Fig . 6l 

el parámetro es el ángulo IJ 
que gira el radio del círculo 
rodante. OD = 2 na se lla
ma la base de un arco de 
cicloide. y el punto V se 
llama el vértice. Eliminan
do IJ obtenemos la ecuación 
cartesiana rectangular 

X = a are cos (a ~ ,,)_ 
-vl2ay - y2. 
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Sustit u yendo en (A) del Artíc ulo 8 1, 

dy = 
dx 

sen e = m = pendiente en un p un to cualquiera. 
1 - cos e 

Cuando e = 0 1, Y = yl = a (1 - cos el) , sen e l m = mi = :----'-::-
1 - cos fi l 

Por lo dicho en el Artículo 43, hallamos (véase la fig u ra 6 1) 

TN = subta ngente = a (1 - cos el) 2; NM = subnorm al = a sen fi l . 
sen el 

1 4 1 

M P = lon gitud de la norm al = ay' 2 (1 - cos el) = 2 a sen Yz el' Segú n Art. 2. 

En la figu ra , PA = a se n e l (s i e = el) = la subnorm al NM, como se ha 
hallado arriba . Luego la co n strucción para la normal PM y la tange nte PB es 
como se i ndi ca . 

Tangentes horizontales y verticales. Según (A) y lo dicho en el Ar
tículo 42, vemos que los valores del paráme-
tro t para los puntos de contacto de las tan- y 

gentes horizontales y verticales se ,determinan 
así: 

Tangentes horizontales : 

se resuelve ~¡ = O con respecto a t. 

Tangentes verticales: 

dx 
se resuelve dt = O con respecto a t . Fig. 62 

E JEMPLO 3. Hallar los puntos de contacto de las tangentes hori zo ntales y 

verticales a la cardioide (fig. 62) dada por la s ecuacio n es: 

(5 ) \ x = a cos e - VI a cos 2 e - VI a , 
I y = a sen e - VI a se n 2 e. 

Solución , dx = a ( - se n e + se n 2 e) ; 
de 

dy = a(cos (J - cos 2 e). 
de 

Tangent es horiz on tales. D ebe ser cos e - cos 2 e = O. Sustituyendo (em 
pIcando (5), Art. 2) co s 2 e = 2 cos 2 e - 1, y, resolvi endo, obtenem os 
(J = 0, 120° , 240° . 

Tangent es uert ical es . D ebe se r - se n e + sen 2 0= O. Su st it u yendo (e m
p lea ndo (5) . .I\rt. 3) sen 2 e = 2 se n e cos e, y, resol v iendo , e = 0, 60° , 
180° , 300° . 

La raiz comú n IJ = ° debe re cha za rse . En efecto, tanto el num erador co mo 
el deno min ador de (A) se an ul an , y la pe ndiente es indetermin ada (véa se el 
Allí cul o 12). Según (5), x = y = ° cllando e = O. El punto O se ll ama 
un P U '¡rI O cuspidal. 
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Sustituyendo en (5) los otros valores, los resultados son:

Tangentes horizontales: puntos de contacto (- % a, ± % a V3) .
Tangentes verticales: puntos de contacto (Y4 a. ± Y.í a V3), (- 2 Q, O).
Dos tangentes verticales coinciden, formando una" tangente doble".

Estos resultados están de acuerdo con la figura.

PROBLEMAS

Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal. y las longitudes de la sub-
tangente y la subnormal. a cada una de las siguientes curvas en el punto in-

dicado.
Tangente Normal Subt. Subn.

1. x=t2, y=2 t+l; t= \. Sol. x-y+2=0, x+y-4=0, 3, 3.

2. x=t3, y=3 r : t=-\. x-y-2=0, x+y+4=0, -3, -3.

3. x=3 t , 2 t=2. x+6 y-12=0, 6x-y-35=0, -6, -}i.y=-;. t

4. x=et, y=3 e=! ; t=O. 3 x+y-6=0, x-3 y+8=0, -1. -9.

5. x=cos28, y =sen 8: (}=}{¡ rr .

6. x=t2, y=2-t; (=\. 11. x=tg~, y=ctg8; 8=\~Jt.

12. x= -3 e=t , y=2 et : (=0.

8. x=6(_(2, y=2t+3; 1=0. 13. x=3 cos 0., y=5 sen 0.; 0.= \~ rr ,

14. x=sen 2 e, y=cos o; O=}:i rr .

10. x= -, y=2 t : I=-\.
t

15. x=ln (r-2), 3 y=t; r=3.

En cada uno de los siguientes problemas, construir las curvas y hallar los
puntos de contacto de las tangentes horizontales y verticales.

16. x = 3 r - 13, Y = 1+1. Sol. Tangentes horizontales ninguna; pun-
tos de contacto de tangentes verticales,
(2,2), (-2, O).

17. x=3-4 se n n, y=4+3 cos O. Tangentes horizontales, (3, 1), (1,7);
tangentes verticales, (7, 4), (-1, 4).

18. X=12-21, y=I:I-121.

19. x = h +r cos 8, y = h + r se n H.

20. x = se n 2 l. ¡¡ = se n l.

21. x _. (054 (1, Y = sen 4 O.

ECUACIONES

En las siguientes curvas (v
longitudes de: a) la subt.
d) la normal, en un punto

22. La e v o l vc n te del círcu

Sol. a.

23. La hipocicloide (ast r

Sol. a)

24, La circunferencia

25. La cardioide

26. La hoja de Descartes

27. La espi ral hi perbólic

82. Ecuaciones paran
y' como símbolo para la ¡:
tonces (A), del Artículo:

(1 )

Para hallar la segunda
la (A), reemplazando y J

(B) y'

SI X = f(t) como en (1)

EJEMPLO. Hallar y" p
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s son:

± % a V3).
Y.í a V3). (- 2 a. O).
angente doble" .

s longitudes de la sub-
curvas en el punto in-

ormal Subt . SlIbn.

y-4=0. 3. 3.

y+4=O. -3. -3.

y-35=0. -6. -7i.

3 !I+8=O. -\, -9.

=ctg B; B=!~ n,

y=2 el; 1=0.

y=5 sen n ; rr=~~rr.

y=cos O: o=?;¡ rr.

). 3 y=l; 1=3.

las curvas y hallar los
ales.

o n t ales ninguna: p u n-
de tangentes verticales.
O) .

n t ales. (3.1). Cl. 7) ;
les. (7.4). (-1.4).

H.
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En las siguientes curvas (ver las figuras en el Capítulo XXVI). hallar \;15

longitudes de: a) la subtangente; b) la subnormal; e) la tangente;
d) la normal. en un punto cualquiera.

22. La e v o l v cn t e del círculo 5 x = a(cos 1 + t se n t).
t y = a (sen t - 1 cos r ) .

Sol. a) y ctg r : b) Y tg 1; e) -"'-- :
d) --'L.

se n 1 cos t

23. La hipocicloide (astroide) ix = 4 a cos" l.
y = 4 asen 3 l.

Sol. a) - y ctg 1; b) - Y tg t; e) .x: d) .s.:
sen 1 cos I

24. La circunferencia 5 x = r cos l.

I y = r se n l.

i25. La cardioide x = a (2 cos I - cos 2 1).
y = a (2 sen t - sen 2 1).

26. La hoja de Descartes
{

3 t
x = 1+13'

3 12

Y = 1 + 13'

27. La espiral hiperbólica
{

X = ~ cos t.

Ij = - sen t.
I

82. Ecuaciones paramétricas. Segunda derivada. Si empleamos
yl como símbolo para la primera derivada de y con respecto a x, en-
tonces (A), del Artículo 81, dará yl como función de t,

(1 ) yl=h(t).

Para hallar la segunda derivada u" , empléese otra vez 1:1 fórrnu-
la (A), reemplazando y por yl. Entonces, tenemos

dyl
dyl a¡ h I (t)

Y"=dx=dx= JI(t)'
dt

(B)

si x = f(t) como en (1) del Artículo 81.

EJEMPLO. Hallar y" para la cicloide (véase el ejemplo 2 de l Artículo 81).

5 x = a ( O -- se n IJ) .
I y = a(l -cosO).
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Hemos hallado' sen O
y = 1 - cos O' y

dX=a(l-cosO),
dO

Solución.

También, derivando,

d i)' (l-cosO)cosO-sen20 cosO-l
do = (1 - cos O) 2 = (l - cos O) 2

Sustituyendo en (B),
1y" = - ----;--;----.:.._-::-.,--;

a(l - cos 0)2'

Nótese que y" es negativo, y, por tanto, la curva es cóncava hacia abajo, como
puede verse en la figura 61.

PROBLEMAS

1. En cada uno de los siguientes ejemplos, hallar :!.Y.. y d2
y' en función de l.

dx d x?

Sol. dY=21,
dx

d2y = 2.
dx2a) X=I-I, y = 12 + 1.

b) 12
1 - l.x =2' y =

e) x=2t. 13 e)y =-.
3 f)

d) 13 12 g)
x = 6' y =-.

h)2

dy _ 1
dx - --¡'

x = a cos 1, Y = b sen l.

x = 2 (1 - se n 1), y = 4 cos t .

x = se n t. y = sen 2 l.

x = ros 2 1, Y = sen t.

2. Demostrar que la curva x = sec O, y = tg O no tiene ningún punto de
inflexión.

3. En cada una de las curvas siguientes construir la gráfica y hallar los pun-
tos máximos, mínimos y de inflexión;

a) x = 2 a ctg O, y = 2 a se n? O.

Sol. Máx. (O, 2 a) ; puntos de inflexión, (±~ ~)V3' 2 .

ú) x = tg 1, y = se n I cos t.

Sol. Máx. (1. Yz) ; mino e -1. -Y2) ;

puntos de inflexión, ( - V3, _ v'3) (O, O) , ( V3, ~3).
4 '

83. Movimiento curvilíneo. Velocidad. Si en las ecuaciones para-
métricas (1) del Artículo 81, el parámetro t es el tiempo, y las fun-
ciones f(t) y cf> (t) son continuas, al variar t de una manera continua
el punto P (x, y) describirá una curva llamada trayectoria Tenemos
entonces un movimiento curoilineo, y las ecuaciones

(1) x = f (t), y = cf> (l)

se llaman las ecuaciones del movimiento.

ECUACIONES P

La velocidad v del móvi
determina por sus componen

La componente horizont
de OX, de la proyección M
ción de x con respecto al tie
reemplazando s por x, (

(e) dx
vx = dt '

De la misma manera, la co
vertical VII, o rapidez de va
y con respecto al tiempo I e¡

(D)
dy

Vy = dt '

Tracemos los vectores v
de P (fig. 63), completern
desde P. El vector v así (
Según la figura, su magnitu

(E)

Comparando estas Iórmr
tg T es igual a la pendiente
de V es la misma que la d
vector velocidad se le llama

84. Movimiento curvil
tratados de Mecánica analí
curvilíneo el vector acelerac
como el vector velocidad, s
Puede descomponerse en un
ponente normal an, siendo

(R es el radio de curvatura
La aceleración puede tal

lelas a los ejes coordenar
empleó en el Artículo 83 pr
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La velocidad v del móvil P (x, y) en un instante cualquiera se 
determina por sus componentes horizontal y vertical. 

La componente horizontal vx es igual a la velocidad, a lo largo 
de OX, de la proyección M de P, y por esto es la rapidez de varia
ción de x con respecto al tiempo. Luego, según (e) del Artículo 51, 
reemplazando s por x, obtenernos 

(e) 
dx 

Vx = dt· 

y 

N 

I 
I 

De la misma manera, la componente 
vertical Vy , o rapidez de variación de 
y con respecto al tiempo, es 

--~~~---+----+.~------vx 

(n) 
dy 

Vy = dt· 

Tracemos los vectores Vv y Vy des-
Fig. 63 

de P (fig. 63), completemos el rectángulo y tracemos la diagonal 
desde P . El vector v así obtenido es el vector velocidad buscado . 
Según la figura, su magnitud y dirección se dan por las fórmulas 

dy 

(E) V'/ dt 
tg T = V

x 
I = dx . 

dt 

Comparando estas fórmulas con la (A) del Artículo 81, vemos que 
tg T es igual a la pendiente de la trayectoria en P . Luego la dirección 
de v es la misma que la de la tangente en P. A la magnitud del 
vector velocidad se le llama en inglés speed. 

84. Movimiento curvilíneo. Aceleraciones componentes. En los 
tratados de Mecánica analítica, se demuestra que en el movimiento 
curvilíneo el vector aceleración a no se dirige a lo largo de la tangente 
como el vector velocidad, sino hacia el lado cóncavo de la trayectoria. 
Puede descomponerse en una componente tangencial af , y una com
ponente normal an, siendo 

dv 
at = dt; 

(R es el radio de curvatura. Véase el Artículo 105.) 
La aceleración puede también descomponerse en componentes para

lelas a los ejes coordenados. Siguiendo el mismo método que se 
empleó en el Artículo 83 para las componentes de la velocidad, defi-
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nimos las componentes de la aceleración paralelas a OX y OY , mediante
las fórmulas:

dvx•
ax = dt'

dvy
ay = dt .(F)

Asimismo, si se construye un rectángulo con vértice en P y lados
ax y ay, entonces a es la diagonal trazada por P. Luego

(G)

que da la magnitud (siempre positiva) del vector aceleración en un
instante cualquiera.

En el problema 1, que damos a continuación, hacemos uso de las
ccuaciones del movimiento de un proyectil, que aclaran muy bien los
conceptos expuestos en este articulo y en el anterior.

PROBLEMAS

1. Sin tener en cuenta la resistencia del aire, las ecuaciones del movimiento
de un proyectil son

y
x = v, cos rp . t , y = v,sen rp . t - 4,9 (2;

siendo v, la velocidad inicial, rp el ángulo de tiro y
( el tiempo en segundos. midiéndose x y y en me-
tros. Hallar las componentes de la velocidad. las

x componentes de la aceleración, la velocidad y la ace-
leración: a) en un instante cualquiera; b) al

Fig. 64 final del primer segundo; cuando v, = 100 m por
segundo y rp = 30°. Hallar también: e) la direc-

ción del movimiento al final del primer segundo; d) la ecuación cartesiana
rectangular de la trayectoria.

Solución. Según (e) y (D),

a) Vx = V ¡ cos rp; Vy v¡ sen rp - 9,8 t ,

Asimismo, según (E),
v = vi V¡2 - 19,6 (V, sen rp + 96 (2.

Según (F) y (G),

ax = O; ay = - 9,8; (L = 9,8, dirección hacia abajo.

b ) Sustituyendo en estos resultados = 1, V, = 100, rp = 30°, obtenemos

Vx 86,6m porseg.

Vy 40,2mporseg.

v = 95,5 m por seg.

UX O.
Uv -9,8m por (seg.)2.

o.=9,8m por (seg,)2.

e) 7 = a re tg .':!.!!... = .HC 19 40,2 =
vx 86,6

del movimienro con la horizontal.

24° 54' = ángulo que forma la dirección

ECUACIONES P

d) Cuando V¡ = 100 y rp •
vierten en

x = 50 t :

Eliminando t. el resultado

parábola.

2. Demostrar que la ecuaci
el problema anterior es

y = x t:

3. Si a un proyectil se le d
una dirección inclinada 45° con
la velocidad al final del seg u ndc
dad y la dirección del mov irnien

Sol. a) Cuando =2
cuando =4

b) cuando = 2

cuando = "

4. Con los datos del pral
alcanza. Si el proyectil da en (
hallar el tiempo que ha estado

5. Un proyectil se lanza (
con la velocidad inicial de 50 r
el muro en un punto más alto,
esta altura!

6. Un punto, referido a c

x = a cos (

demostrar que la magnitud de:

7. La trayectoria de un pi

demostrar: a) que la co m p-
aceleración del punto en un in
eje de las x .

8. Dadas las ecuaciones d
la ecuación de la trayectoria I

yc cto r ia . con los vect o res con
( = VI, i > 1, t > 2. e)
velocidad mínima? el) ¡De
dad es de 10 1U por segundo?

Sol. a) Par
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y OY , mediante

tice en P y lados
Luego

aceleración en un

cemos uso de las
ran muy bien los

nes del movimiento

el ángulo de tiro y
ndose x y y en me-

de la velocidad. las
a velocidad y la ace-
cualquiera; b) al
do UI = 100 m por

bién: e) la direc-
ecuación cartesiana

ión hacia abajo.

<p = 30". obtenemos

or (seg.) 2.

(seg.)2.

forma la dirección

ECUACIONES PARAMETRICAS y POLARES

d) Cuando VI = 100 Y cp = 30°. las ecuaciones del movimiento se con-
vierten en

x = 50 1 V3, y = 501 - 4.9 12.

x 0.049
V3-~Eliminando t. el resultado es y que re p rese n ta una

parábola.

2. Demostrar que la ecuación rectangular de la trayectoria del proyectil en
el problema anterior es

y = x tg ep - 4.: (1 + tg2 ep)x2•
V 1-

3. Si a un proyectil se le da una velocidad inicial de 48 m
una dirección inclinada 45° con la horizontal. hallar: a) las
la velocidad al final del segundo segundo y del cuarto segundo;
dad y la dirección del movimiento en los mismos instantes.

por segundo en
componentes de

b) la veloci-

Sol. a) Cuando = 2. ux 33.9 ID por seg .. Vy = 14.3 m por se g . ,

cuando t = 4. Vx 33,9 ID por seg., Vy = - 5.4 m por seg. ;

b) cuando = 2, u = 36.8 ID por seg., r = 22° 54'.

cuando t = 4, u = 34.4 ID por seg .. r = _ 8° 58'.

4. Con los datos del problema 3. hallar la mayor altura que el proyectil
alcanza. Si e! proyectil da en e! suelo al mismo nivel horizontal del que partió.
hallar el tiempo que ha estado en el aire y el ángulo de! choque.

5. Un proyectil se lanza contra un rn u ro vertical a la distancia de 150 m.
con la velocidad inicial de 50 m por segundo. Demostrar que no puede dar en
e! muro en un punto más alto que 83.5 m arriba del eje de las x . ¡Cuál es cp para
esta altura! Sol. ep = 59° 33'.'

6. Un punto. referido a coordenadas rectangulares. se mueve de manera que

x = a (OS I + b y y = asen t + e:

demostrar que la magnitud de su velocidad es constante.

7. La trayectoria de un punto móvil es la sinusoide

j x = ato
I y = b se n al;

demostrar: a) que la componente x de la velocidad es constante: b) que la
aceleración del punto en un instante cualquiera es proporcional a su di sta n c ia al
eje de las x .

8. Dadas las ecuaciones de movimiento x = ¡2. Y = (1 -1) 2. a) Hallar
la ecuación de la trayectoria en coordenadas rectangulares. b) Trazar la tra-
yectoria. con los v ec t o res correspondientes a la velocidad y la aceleración para
t = Yz. 1 = 1. 1 = 2. e) ¡Para qué valor del tiempo es la magnitud de la
velocidad mínima? el) ¡Dónde está el punto cuando la magnitud de la veloci-
dad es de 10 JU por segundo?

Sol. a) Parábola. xli ~ yli = 1; e) t = Yz; el) (16.9).

147
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9. En un movimiento circular uniforme, es decir, cuando la magnitud de
la velocidad es constante, demostrar que la aceleración en un punto cualquiera P
es constante en magnitud y está dirigida hacia el centro del círculo, a lo largo
del radio que pasa por P.

10. Las ecuaciones de un movimiento curvi I íneo son x =2 cos 2 t , y= 3 cos t .
a) Demostrar que el móvil oscila en un arco de la parábola 4 y2 - 9 x - 18=0.
Trazar la trayectoria. b) Trazar los vectores de la aceleración en los puntos
donde v = O. e) Trazar el vector velocidad en el punto donde la magnitud de
la velocidad es máxima.

Dadas las siguientes ecuaciones de movimiento curvilíneo, hallar en el instante
dado v;¡;, Vy, v : ((ot. Uy. « : la posición del punto (coordenadas) ; la dirección
del movimiento. Hallar también la ecuación de la trayectoria en coordenadas
rectangulares.

11. x = (2. Y = 2 t : t = 2.

12. x = 2 t , y = t3 ; t = 1.

13. x = t3, y = t2 ; t = 2.

14. x = 3 1. Y = (2 - 3; t v= 3.

15. x = 2 - t , y = 1+(2; (= O.

16. x = a cos t. Y = a sen t : I = % n,

17. x = 4 sen 1. y = 2 cos t : I = Yz n.

18. x = sen 2 1. Y = 2 cos t : t = Yz n,

19. x =2 sen l. y = cos 2 t , I = Yz rt ,

20. x = tg t , Y = ctg t; ( = y,; rt,

85. Coordenadas polares. Angulo que forman el radio vector y la
tangente. Sea la ecuación de una curva en coordenadas polares Q, (J

(1) Q=f((J)·

Vamos a demostrar la siguiente proposición:

Teorema. Si 'ti! es el ángulo que forman el radio vector OP y la
tangente a la curva en P, entonces

(H) tgip - J>...
- O'

siendo
,_ dQº - d(J'

ECUACIONES P

Demostración. Considere
P y un punto Q (Q + f:..Q, e
de la curva y cerca de P.
mos PR perpendicular a O~

Entonces (véase la figu
OQ = º + f:..º; ángulo POQ
PR = º sen MJ y OR = g (
También,

(2) tg PQR es igual a

PR PR
RQ = OQ- OR

___ Q sen f:..
- º + f:..º - g (

Sea 1jJ el ángulo que Ion
Si ahora f:..(J tiende a cero,

a) el punto Q tiende a
b) la secante AB girar

te PT como posición límite
e) el ángulo PQR teno
Luego

(3 ) tg 11' = J
/:-,

A fin de transformar esí
del Artículo 16, procedernc

º sen Mº (1- cos M) +

[ Puesto que según (5), Art.

[
Dividiendo n u me r:
poniendo en factor
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ECUACIO NES PARAMETRICAS y POLARES 149 

Demostración. Consideremos la secante A B (fig. 65) que pasa por 
P y un punto Q(Q + LlQ, B + LlB) 
de la curva y cerca de P . Trace
mos P R perpendicular a OQ . 

Entonces (véase la figura 65) 
OQ = º + Llg; ángulo POQ = LlB , 
PR = º sen M y OR = º cos M. 
También, 

(2) tg PQR es igual a 

PR PR 
RQ - OQ-OR 

_ __ Q sen LlB 
- !.! + Ll º - º cos Ll e 

o x 

F ig. 65 

Sea "IjJ el ángulo que forman el radio vector OP y la tangell te PT. 
Si ahora Ll e tiende a cero, entonces 

a) el punto Q tiende a P; 
b) la secante AB girará a lrededor do P y tenderá a la tangen

te PT como posición límite; 
e) el ángulo PQR tenderá a ljJ como límite. 
Luego 

(3 ) t 1
, Q sen MJ 

gIl' = 1m 
68-70 º + Llg - g cos Ll(J 

A fin de transformar esta fracción para poder aplicar los teoremas 
del Artículo 16, procedemoi:i como sigue: 

Q sen LlB Q sen LlB 
Q (1 - cos M) + Ll g 

2 ? LlB + A g sen- 2" uf} 

[Puesto que seg ún (5 ) , Art.2 , Q - f! cos!'lO = Q (1 - cos !'lO) = 2 Q sc n2 ~O,] 

sen LlB 
g'!f8 

LlB 
M sen"2 Llo 

g sen "2' -¡;¡¡- + ÚJ 
2 

[
Di vidi endo nu me rad o r y denomi nador por !'lO, y descom-] 
poniendo en factores el primer término del denominador. 
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15 O CALCULO DIFERENCIAL 

Cuando ~e -70, entonces, según el Artículo 68, 

M sen-
lím-d- = 1 . 1, sen ~e - 1 

1m ~e - ,y 

2 

También, 
~e 

lím sen- = O 
2 ' 

[' ~g dg _ , 
1m ~e = de - º . 

Luego, los límites del numerador y del denominador son, respectiva
mente, g y g'. Así queda demostrada la fórmula (H) . 

Para hallar la pendiente (tg 7 en la figura) , tomaremos ejes rec
tangulares OX, OY, como de costumbre. Entonces para P (x, y) 
tenernos 

(4 ) x = º cos e, y = o sen (} . 

Empleando (1), estas ecuaciones se convierten en las ecuaciones para
métricas de la curva, r:; iendo e el parámetro. La peniente se halla 
aplicando la fórmula (A) . Así, de (4), 

dx 
de = o' cos e - º sen e 

dy de = o' sen e + º cos e . 

(I) . O' sen e + º cos e PendIente de la tangente = tg T = , e e . º cos - o sen 

La fórmula (1) se verifica fácilmente utilizando la figura 65. En efecto. en 
el t ri ángulo OPT se tiene : T = e + 1~. Entonces. 

tg,.=tg(e+~) = tge+tg~. 
1 - tg It tg ~ 

Sustituyendo tg e = se n e. tg ~ = ~ y reduciendo . tenemos (l). 
cos e (J' 

EJ EMPLO 1. Hallar tg 1~ y la pendiente para. la cardioide Q = a (1 - cos e) . 

)( 

Fig. 66 

Solución . dQ = (JI = a sen o. Sustitu
de 

yendo en (H) e (1). 

tg 1~ = ~ = a (I-cos e) 
(J' a sen e 

2 a sen 2 Y2 O 
2 a sen X ecos Y2 o 

= tg Yz (J. [ (5). Art. 2.] 

asen 2 0+a( l -cosO) cosO 
tg T = a sen () cos () - a (1 - cos O) sen (J 

cos (J - cos 2 () 
sen 2 O - sen O 

= tg % (J. [ (5). (6). Art. 2.] 
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ECUACIONES PARAMETRICAS y POLARES 15 l 

E n P (f ig.66) se tiene: 11' = án gulo OPT = J/¿ () = J/¿ án gul o XOP. Si la 
tan gente PT se prolonga hasta qu e corte el ej e OX. forma nd o con él el áng ul o '. 
tenemos: ángu lo XOP = 180° - ángulo OPT + " 

Lue go. T = % () - 180°. y tg , = tg % e. como antes [(3). Art. 2]. 

NOTA. La fórmu la (H) se ha estab lecido para l a fig ura 65. En cada pro 
blema. l as relaciones entre l ~s ángulos 'V . T Y () deben determinarse examinando 
los sig nos de sus f un ciones trigonométricas y trazando una figura. 

Para hallar el ángulo de in tersección de dos curvas, e y e' (figu
ra 67), cuyas ecuaciones son dadas en coordenadas polares, podemos 
proceder como sigue: 

C' 

T' 

o x 

Fig. 67 

Angulo TPT' = ángulo OPT' - ángulo OPT, 

o sea, 

(l) 

cp = ljJ' - ti) : Luego, 

tg lV' - tg 1IJ 
tg cp = 1 + tg 1IJ' tg 1IJ ' 

calculándose tg '11/ Y tg lV según (H) de las ecuaciones de las curvas , 
y hallándose sus valores para el punto de intersección . 

EJEMPLO 2. Hallar el án gulo de in tersección de las cur vas (Cap. XXVI) 

Q = a se n 2 (). Q = a cos 2 O. 

Solución , Reso lviendo el sistema formado por las dos ecuaciones. ob tene
mos . en el punto de int ersección . 

tg 2 () = 1. 2 () = 45°. 0=2272°, 

De la primera curva. empleando (H). 
tg 11,1 = 72 tg 2 () = 72. para 0= 22Yz° . 

De la segunda cur va. 
tg 'IV = 72 ctg 2 0= - 72. para O = 2272 °. 

Sustitu ye ndo en (J) . 

tg <p = Vz + Vz = %. 
1 - !I.í 

cf> = arc tg %. 
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86. Longitudes de la subtangente y la subnormal en coordenadas
polares. Tracemos por el origen la perpendicular NT al radio vector
del punto P de la curva (fig. 68). Si PT es la tangente y PN la
normal a la curva en P, entonces, por definición,

OT = longitud de la subtangente ,

y ON = longitud de la subnormal,

de la curva en P.
OT

En el triángulo OPT, tg\jJ = - Luego,

º
(1) OT = º tg\V = º2~~= longitud de la subtangente en coorde-

nadas polares. *
En el triánzulo OPN to· ·.1, = ~ Luego,

~ , b'le ON'

(2) ON º do 1 . d d b= -- = -=- = onzítu e la su normal en coordenadastg 1.(; de b

polares.
La lungitud de la tangente (= PT) Y la longitud de la normal (= PN)

pueden deducirse de la figura, observando que
cada una es la hipotenusa de un triángulo rec-
tángulo.

N

EJEMPLO. Hallar las longitudes de la subtangente
y de la subnormal de la lemniscata Q2 = a2 cos 2 O

(véase la figura en el Capítulo XXVI).

Solución. Derivando la ecuación de la curva, con-
siderando Q como función implícita de O, tenemos:

T
2QdQ=-2a2sen20, o is :

dO a»
a2 sen 2 O

QFig.68

Sustituyendo en (1) y (2), resulta:

Longitud de la s u b t a n ge n tc
a2 sen 2 8'

a2 sen 2 O

Q
Longitud de la subnormal

* Cuando O aumenta con Q, ~ es positiva y 'lj' es un ángulo agudo, corno
dQ

en la figura 68. Entonces la sub tangente OT es positiva y se mide hacia la dere-

cha de un observador que desde O mire en la dirección OP. Cuando ~ es riega-
dQ

tiv a , la subtangente es negativa y se mide hacia la izquierda del observador,

ECUACIONES 1

Si deseamos expresar los resi
ción de O de la ecuación dada, ~

luego, longitud de la subtange:

1. En el circulo Q = asen

2. En la parábola IJ = Q S

3. Demostrar que en la csp
Puesto que la tangen te forma u

se llama también espiral cq u ia n

,l. Demostrar que en la eSI
valores de 11' cuando O = 2 it 1

Hallar las pendientes de las

5. Q = a (1 - cos 8) :

6. Q = a sec2 O; º = 2

7. Q = a sen 4 O; orige

8. 92 = a2 se n 4 8; ori¡

9. IJ = asen38; orige

10. Q = a cos 3 (1; orige

11. Q = a cos 2 8; o rigt

12. Q =a sc n 2 e; e =-

13. Q = asen 3 8; 8 =

Hallar el ángulo de in tersc.

17. Q cos e = 2 Q, Q =

18. Q = a sen e, Q = a

Sol. En
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mal en coordenadas

18. Q=asenO, Q=asen20.

Sol. En el origen, 0°; en otros dos puntos, are tg 3 Y3.

ECUACIONES PARAMETRICAS y POLARES

mal en coordenadas
NT al radio veetor

tangente y PN la

Si deseamos expresar los resultados en función de O, bastará hallar Q en fun-
ción de O de la ecuación dada, y sustituir. Así, en el ejemplo,

Q = ± aY cos 2 O;

luego, longitud de la subtangente = ± a ctg 2 e Y cos 2 O.

PROBLEMAS

1. En el circulo !! asen IJ, hallar 'Ij> y r en función de e.
Sol. 'Ij) = 11, = 20.

tangente en coorde-
2. En la pa r á bo l a jj = a sec2 ~, demostrar que T + 'Ij) = se.

2

3. Demostrar que en la espiral logarítmica Q = eOo el ángulo ljJ es constante.
Puesto que la tangente forma un ángulo constante con el radio v cc t o r, esta curva
se llama también espiral equiangular. (Véase la figura en el Capitulo XXVI.)

4. Demostrar que en la espiral de Arquimedes Q=alJ es tg 'ljJ=lJ. Hallar los
valores de 11> cuando 11 = 2 se y 4 rt , (Véase la figura en el Capítulo XXVI.)

Sol. 11) = 80° 57' Y 85° 27'.e la normal (=PN)
a, observando que
e un triángulo rec-

Hallar las pendientes de las siguientes curvas en los puntos indicados.

des de la subtangente
cata Q2 = (12 cos 2 O

5. Q = a (l - cos (1) (1= se Sol. -1.; T'
6. Q = a se e" IJ; Q = 2 a. 3,

7. Q = a se n 4 O; origen. O, 1, 00, -1.

8. Q2 = a2 se n 4 (J; origen. O, 1. oo. -1.

9. o = asen 3 IJ; origen. O, Y3, -Y3.

10. Q = a cos 3 11; origen.

11. Q = a cos 2 IJ; origen. 14. e aO; IJ=~.
2

12. Q = a sen 2 O; O =~. se4 15. QO = a; 0= 2'
13. sen 3 IJ; IJ= 1t

Q a 6' 16. Q = eO; O = O.

ción de la curva, con-
ira de IJ, tenemos:

a2 se n 2 O= -----
f.!

2IJ'

2 O

ángulo agudo, como
Hallar el ángulo de intersección de los siguientes pares de curvas:

17. QcosO=2a, Q=5asenO. Sol. arctg%.se mide hacia la de re-

Cuando dO es riega-
dQ

a del observador.

153
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154 CALCULO DIFERENCIAL

Hallar el ángulo de intersección de los siguientes pares de curvas:

o = a sec2 ~- 2 .19. O sen O = 2 a, Sol. 45°.

60°.

30°.

0° y
3'\/3

are tg -5-'

600
•

20. Q=4cosO, Q=4(I-cosO).

21. (I=6cos8, (I=2(1+cosO).

22. 0=sen8, 0=cos2e.

23. 02 sen 2 O = 4, 02 = 16 sen 2 O.

24. 0=a(l+cos8), O=b(l-cosO).

25. (I=sen20. 0=cos20+1.

26. Q2sen20=8, 0=2secO.

Demostrar que los siguientes pares de curvas se cortan en ángulo recto.

o = 2 se n 8, O = 2 cos e.27.
28. Q = ae, 08 = a.

0= a(1 + co s 8), O = a(1 - cos O).29.
30.

31. o = a sec? !!...,
2

b ? OO = ese- 2'

32. Hallar las longitudes de la subtangente. subnormal. tangente Y normal
de la espiral de Arquímedes O = alJ.

02 o _ /
Sol. Subtangente = =-, tangente = .z.. V a2 + 02,

a a----
subnormal = a, _.normal = vi a2 + 02

•

El lector debe notar el hecho de que la subnormal es constante.

33. Hallar las longitudes de la subtangente, subnormal. tangente y normal
en la espiral logarítmica Q = ae.

Sol. Subtangente = InO a' tangente = O ~ l + ~.

subnormal = O In (l, normal = O vi l + In2
(l.

34. Demostrar que la csp ira l hrpe r bó l ica 00 = (l tiene subtangente cons-
tante. (Véase la figura en el Capítulo XXVI.)

87. Raíces reales de las ecuaciones. Métodos gráficos. Un valor
de .r que satisface la ecuación

(1) f (r) = O,

se llama una raíz de la ecuación (o una raíz de f (x)). Una raíz
de (1) puede ser un número real o un número complejo. A continua-

ECUACIONES F

ción vamos a exponer métc
las raíces reales.

Situación y número de la:

PmMER MÉTODO. Si la
trico de

(2)

se construye conforme a la rt
los puntos de intersección co
tanto, sabemos inmediatam
el número de raíces y sus vak

EJ EMPLO. Localizar todas

(3) x3 - 9 x2+24 x -7 =1

Solución. La gráfica, seg t
vimos en el Artículo 58, es la f
gura 69. Corta el eje de las x el
t re O y l. Luego hay una raíz re
entre estos valores, y no hay o tr
raíces reales.

La tabla da los valores de f (O
do un cambio de signo.

Puede ser que la tabla de
se emplee en la construccié
de la gráfica dé la situacic
exacta de una raíz: a sabe:
en el caso en que sea y =

para algún valor de z . Si n:
los valores de y para dos
tener signos opuestos. En
P (a, f (a) ), Q (b) f (b )) el
la gráfica de (2), uniendo
una raíz Xo estará entre a y

Un enunciado exacto del

Si una función continu
a < x < b Y su derivada 1

f (x) = O tiene una raíz rea

El hallar por tanteos la si
pio . Si a y b no están muy
una aproximación adicional
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curvas:

60°.

30°.

00 3 V 3
Y are tg ~5-'

60°.

ángulo recto.

O) .

• tangente y normal

te = !lV a2 + 02•
a

Va2+02•

tanteo

. tangente y normal

te = O 1l + _1 _.\j In2 a

al = Q V l + In2 a.

subtangente co n s-

áficos. Un valor

(x)). Una raíz
jo. A continua-

ECUACIONES PARAMETRICAS y POLARES j 55

ción vamos a exponer métodos para determinar, aproximadamente,
las raíces reales.

Situación y número de las raíces.

PRIMER MÉTODO. Si la gráfica de f (x) , es decir, el lugar geomé-
trico de

(2) Y=f(x),

se construye conforme a la regla dada en el Artículo 58 , las obscisas de
los puntos de intersección con el eje de las x son las raíces reales. Por
tanto, sabemos inmediatamente por la figura
el número de raíces y sus valores aproximados. y

EJ EMPLO. Localizar todas las raíces reales de

(3) x3-9x2+24x-7=a.
x f (x)

O - 7
l 9

Solución. La gráfica. según
vimos en el Artículo 58. es la fi-
gura 69. Corta el eje de las x en-
tre a y 1. Luego ha y una raíz real
entre estos valores. y no hay otras
raíces reales.

La tabla da los valores de ua) y f (1). mostran-
do un cambio de signo.

o

Puede ser que la tabla de valores x y y que
se emplee en la construcción

xde la gráfica dé la situación
aexacta de una raíz: a saber,
xoen el caso en que sea y = O b

para algún valor de z . Si no ,
los valores de y para dos valores sucesivos x = a, x = b pueden
tener signos opuestos. En este caso, los pun tos correspondien Les
P (a, f(a)), Q (b; f(b)) están de lados contrarios del eje de las x, y
la gráfica de (2), uniendo esos puntos, cortará este eje. Es decir,
una raíz Xo estará entre a y b.

Un enunciado exacto del principio aquí implicado es éste:

y
fea)
f(xo) = O
f(b) Fig.69

Si una función continua f (x) cambia de signo en un intervalo
a < x < b y su derivada no cambia de signo, entonces la ecuación
f (x) = O tiene una raíz real, y sólo una, entre a y b.

El hallar por tanteos la situación de una raíz depende de este princi-
pio. Si a y b no están muy alejados uno de otro, es posible obtener
una aproximación adicional por interpolación. El método consiste en

x
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156 CALCULO DIFERENCIAL

determinar la abscisa en el origen de la cuerda PQ. Es decir, la porción
de la gráfica que une P y Q se reemplaza por la cuerda correspon-
diente, como una primera aproximación.

EJEMPLO (CONTlNUACION). Por medio de un sencillo cálculo puede verse
que la raíz comprendida entre ° y I está entre 0,3 Y
0,4. Véase la tabla adjunta. Sea esa raíz 0,3+z.
Entonces, por interpolación proporcional.

x

z = 0,032.

0,4 1,224
0,3 + z (raíz) °
0,3 -0,583

z 0,583
ü.T = 1.807'

Dif.O,1 1,807
Luego x = 0,332 es una segunda aproximación.

Esta es la abscisa en el origen de la recta (fi-
gura 70) que une los puntos Q(0,4, 1.224)
y P(0,3, -0,583) correspondiente a la grá-
fica de (3). En la figura, MP = - 0,583,
NQ = 1,224, dibujadas a escala. Las a bsc isa s
de M y N son 0,3 y 0.4, re spe c t iva m en t e .
Además MC = z , y los lados homólogos de
los triángulos semejantes MPC y PQR dan la
proporción anterior.

Q

M N_ñO-r~+4~~~~+4~~x
I
I
I
I
I

p --------------1

deseado

Para una ecuación algebraica , como
(3), el método de Horner es el más
conveniente para calcular una raíz numé-
rica con cualquiera grado de exactit.ud

(véase la explicación en algún libro de Algebra superior) .

Fig. 70

88. Segundo método para localizar las raíces reales. El método
del Artículo 58 es conveniente para construir rápidamente la gráfica
de f (x). Por esa gráfica se determinan la situación y el número de las
raíces. Sin embargo, en muchos casos se llega más pronto al mismo
resultado trazando ciertas curvas que se cortan. El siguiente ejemplo
hace ver cómo se procede.

EJEMPLO. Determinar el núme-
ro de raíces reales (x en radianes) de
la ec uación

y = ctg x

~grados) x (radianes) y

° ° 00

10 0,175 5,67
20 0.349 2,75
30 0.524 1,73
40 0.698 1.19
45 0,785 1,000
50 0,873 0,839
60 1,047 0,577
70 1,222 0,364
80 1,396 0,176
90 1,571 °

(1) ctg x - x = O.

y localizar la m á s pequeña de las
raíces.

Solución, Pasando x al segundo
miembro, resulta:

(2) ctg x = x .

ECUACIONES PA

Si trazamos las curvas (fig. 71:

(3) y =

en los mismos ejes, las abscisas de
En efecto, es evidente que elimina
que han de o b te ne rse los valores d

En la construcción, es bucnr
(grados y radianes).

Número de soluciones. La c
de ramas congruen tes con
la AQB de la figura 71
(véase el Art. 70). Es (g
ev id e n r e que la recta
y = X cortará cada rama.
Luego la ecuación (1)
tiene un n ú m e ro infinito
de sol uciones.

Empleando tablas de
cotangentes naturales y
de equivalentes en radianes para
menor de las raíces, como se ve e!

El segundo método puedt
Se trasponen ciertos iérmi:

en una ecuación de la forma
(4)
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Es decir, la porción
la cuerda correspon-

ci llo cálculo puede verse

x

0,4 I. 224
0.3 + z (raíz) O
0,3 -0,583

O, I 1,807

origen de la recta (fi-
puntos Q(0,4. 1,224)
rrespondiente a la grá-
ig u ra , MP = - 0,583,
s a escala. Las absc isa s

y 0,4, rcspcc t iva mc n t e .
os lados homólogos de
tes MPC y PQR dan la

ión algebraica , como
Horner es el más

loular una raíz numé-
grado de exactitud

gebra superior) .

reales. El método
pidamente In. gráfica
in y el número de las
nás pronto al mismo
El siguiente ejemplo

= ctg x

(radianes) y

° co
0,175 5,67
0,349 2,75
0,524 1,73
0,698 1,19
0,785 1,000
0,873 0,839
1,047 0,577
1,222 0,364
1,396 0,176
U7l °

ECUACIONES PARAMETRICAS y POLARES

Si trazamos las curvas (fig. 71)
(3 ) y = ctg x y y = x

en los mismos ejes, las abscisas de los puntos d e intersección serán raíces de (1).
En efecto, es evidente que eliminando y de (3) se tiene la ecuación (1), de la
que han de o b te n e r se los valores de x para los puntos de intersección.

En la construcción, es bueno medir esmeradamente en OX ambas escalas
(grados y rad ia nes ) .

Fig. 71

Número de soluciones. La curva y = ctg x consta de un número infinito
de ramas congruentes con
la AQB de la figura 71
(véase el Art. 70). Es
e vid e n t e que la recta
y = X cortará cada rama.
Luego la ecuación (1)
tiene un número infinito
de sol uciones.

Empleando tablas de
cotangentes naturales y
de equivalentes en rad ia n es para grados, podemos localizar más exactamente la
menor de las raíces, como se ve en la tabla. Por interpolación hallamos x=0,860.

x X ctg x ctg x - x
(grados) (r ad ia n es )

50 0,873 0,839 - 0,034
raíz

49 0,855 0,869 +0,014

Dif. 0,018 - 0,048

El segundo método puede, pues, describirse así:
Se trasponen ciertos términos de f (x) = O de manera que se convierta

en una ecuación de la forma
( 4 ) L (x) = f2 (x) .

157
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158 CALCULO DIFERENCIAL 

Se construyen las curvas 

(5 ) 

en los mismos e1es, eligiendo escalas convenientes ( no es necesario que las 
escalas para ambos ejes sean las mismas) . 

El número de puntos de intersección de estas curvas es igual al número 
de raíces reales de f (x) = O, Y las abscisas de e;$tos puntos son las raices. 

Los términos de f (x) = O. que se trasponen para obtener la ecua
ción (4), pueden a menudo elegirse de manera que de las curvas (5) 
una o ambas sean curvas conocidas. 

Así, por ejemplo, para determinar las raíces reales de la ecuación 

x3 + 4 x - 5 = O, 

la escribiremos en la forma 

x3 = 5 - 4 x. 

De esta manera las curvas (5) son, en este caso, las curvas cono
cidas 

y = x 3
, y = 5 - 4 x , 

una parábola cúbica y una línea recta. 
Como segundo ejemplo, consideremos la ecuación 

2 sen 2 x + 1 - X2 = O. 

La escribiremos en la forma 

sen 2 x = Y2 (x 2 
- 1) . 

En este caso, las curvas (5) son la conocida curva 

y = sen 2 x, 
y la parábola 

y = Yz (X2 - 1) . 

89. Método de Newton. Una vez localizada una raíz, el método 
de Newton suministra un procedimiento muy cómodo para calcular su 
valor aproximado. 

Las figuras 72 y 73 muestran dos puntos 

P(a, f(a)), Q(b, f(b)) 

de la gráfica de f(x), situados en lados contrarios del eje de las x. 
Sea PT la tangente en P (fig. 72). Evidentemente, la abscisa a' 
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del punto T de intersección de la tangente con el eje de las x, es un 
valor aproximado del punto de intersección del eje de las x con la 
gráfica, y, por lo tanto, de la raíz correspondiente de j(x) = O. 
El método de N ewton determina la abscisa del punto T. 

Hallamos esa abscisa al así: las coordenadas de P son 

Xl = a, yl =j(a). 

La pendiente de la tangente PT es mI = JI (a) . Luego, según (1) 
del Artículo 43, la ecuación de PT es 

(1 ) y - j (a) = j i (a) (x - a) . 

x x 

Fi g. 72 Fig.73 

Haci endo y = O Y despejando el valor de x ( = al), obtenemos 
la jórmula de aproximación de Newton , 

I _ f(a} 
(K) a - a - l' (a) . 

Hallado al por (K), podemos reemplazar a por al en el primer 
miembro y obtener 

a" = al _ j(a
l
) 

JI (al) 

como segunda aproximación. Se podría continuar el procedimiento , y 
obtener una serie de valores a, al, a", al", .. . , que se aproximan 
a la raíz exacta. 

También se puede trazar la tangente en Q (fig. 73). Entonces, 
reemplazando a en (K) por b, obtenemos b 1, b 1/, b 1/1 , . . . , que 
también se aproximan a la raíz exacta. 

E.J EMP LO . Hallar la menor de las raíces de la ecuación 

ct g x - x = 0, 
por el método de Newto n . 

Solución. E n este caso , {(x) = ct g x - x, 

(I(X) = - csc 2 X - l = - 2 - ctg 2 x. 
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Según el ejemplo del Artículo RR. tomamos a = 0.855. Entonces. según la tabla
del A r t , 88.

Además.

i i;a) = 0.014.

{I(a) = - 2 - (0.869)2 = - 2.76.

Entonces. según (K). al = 0.855 + 0.014 = 0.860.
2.76

Si en (K) empleamos b = 0.873. se obt ierie :

b' = O 873 - 0.034 = 0.861.
. 2.704

Por in terpolación hemos hallado x = 0.860. Los re su l tados obtenidos son
exactos con tres cifras decimales.

De las figuras 72 y 73 observamos que la curva corta al eje de las
x entre la tangente PT y la cuerda PQ. Luego la raiz está entre el
valor hallado por el método de N ewton y el hallado por interpolación.
Pero esta proposición está sujeta a la condición que f 11 (x) = O no
tenga ninguna raíz entro a y b ; es decir, que no haya punto de inflexión
en el arco PQ.

PROBLEMAS

Determinar gráficamente el número y la situación aproximada de las raíces
reales de cada una de las siguientes ccuaci o nes. Calcular cada raíz con dos deci-
males...

1. x3 + 2 x - 8 = O. Sol. 1.67.

2. x3-4x+2=0. -2.21. 0.54. 1.67.

3. x3-8x-5=0. - 2.44. - 0.66. 3.10.

- 1,53. - 0.35. 1.88.

- 0.88. 1.35. 2.53.

1.49.

- 1. 71. 1. 14. 3.57.

- 2.76. - 1.36. 2.12.

- 0.51. 0.71. 6.80.

- 2.36. 1. 22.

- 2.16. - 0.41. 2.41. 4.16.

- 4.60. 2.6U.

4. x3 - 3 x - 1 = O.

5. x3 - 3 x2 + 3 = O.

6. x3 + 3 x2 - 10 = O.

7. x3 - 3 x2 - 4 x + 7 = O.

8. x3 + 2 x2 - 5 x - 8 = O.

9. 2 x3 - 14 x2 + 2 x + 5 = O.

10. x4+8x-12=0.

11. x, - 4 x~ - 6 x2 + 20 x + 9 = O.

12. x, + 4 x3 - 6 x2 - 2U x - 23 = O.

ECUACIONES Pl

Determinar gráficamente el n ú

tes ecuac io nes. Calcular la menor
por la fórmula de Newton.

13. cosx+x=O.

14. tg x - x = O.

15. cos2 x - x =0.

16. 3 sen x - x = O.

17. 2 se n x - x2 = O.

18. cos x - 2 x2 = O.

19. ctg x + x2 = O.

20.2sen2x-x=O.

21. se n x + x - 1 = O.

22. cos x + x - 1 = O.

23. e-x - cos X = O.

24. tg x - lag x = O.

25. e~+x-3=0.

~6. sen3x-cos2x=0.

27. 2 sen Yí x - cos 2 x = (

28. tg x - 2 eX = O.

29. El radio interior (r) y
co de un motor de un buque de '
velocidad de N revol uciones po

R

Si H = 2500. N = 160 Y r =

30. Un proyectil tiene la f(
rica. siendo su diámetro d cm

largo. Demostrar que d 3 + 31:

31. La cantidad de agua (
v c r tc d cr o de B pies de ancho. v

Q=
siendo H la altura del agua sob

hallar H. (Despejar de la fórrr
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onces, según la tabla Determinar gráficamente el número de raíces reales de cada una de las siguien-
tes ecuac io n es . Calcular la menor raíz (excluyendo e! cero) por interpolación y
por la fórmula de Newton.

13. cosx+x=O. Sol. Una raíz; x=-0,739.

14. tg x - x = O.

15. cos 2 x - x = O.

Infinito número de raíces.

Una raíz; x = 0,515.

16. 3 se n x - x = O. Tres raíces; x = 2,279.

17. 2 sen x - x2 = O. Dos raíces; x = 1, 404.

18. cos x - 2 x2 = O. Dos raíces; x = 0,635.
tados obtenidos son

19. ctg x + x2 = O.

20. 2 sen 2 x - x = O.

Infinito número de raíces; x = 3,032.

Tres raíces; x = 1,237.arta al eje de las
raíz está entre el

por interpolación.
ue f" (x) = O no
punto de in:fiexión

21. sen x + x - 1 = O.

22. cos x + x - 1 = O.

Una raíz; x = 0,511.

Una raíz; x = O.

23. e-x - cos x = O. Infinito número de raíces; x= 1, 29.

Infinito número de raíces; x = 3,65.

Una raiz; x = 0,792.

Infinito número de raíces; x = 0,314.

Infinito número de raíces; x = 0,517.

Infinito número de raíces; x= 1,44.

24. tg x - lag x = O.

25. e~ + x - 3 = O.

26. se n 3 x - cos 2 x = O.

27. 2 sen VI x - cos 2 x = O.ximada de las ra íces
raíz con dos de ci- 28. tgx-2ex=0.

29. El radio interior (r ) y el radio exterior (R) en pulgadas de! árbol hue-
co de un motor de un buque de vapor, que transmite H caballos de fuerza a la
velocidad de N revoluciones por minuto, satisfacen la relación,54. 1,67.

0,66. 3,10. R4_r4=33HR.
N Jt2

Si H = 2500, N = 160 y r = 6, calcular R.0,35, 1,88.

,35, 2,53. 30. Un proyectil tiene la forma de un cilindro con una extremidad herni sfé-
rica, siendo su diámetro d cm y su volumen V cm". El cilindro tiene h cm de

largo. Demostrar que d 3 + 3 hd 2 = 12 V. Si h = 20 y V = 800, calcular d.
Jt

,14, 3,57. Sol. d = 6,77.

1,36, 2,12.

,71, 6,80.

31. La cantidad de agua (Q pies cúbicos por segundo) que corre sobre un
vertedero de B pies de ancho, viene dada por la fórmula de Francis.

Q=3,3 (B-0,2H)H%,
,22.

siendo H la altura del agua sobre la cresta del vertedero. Dados Q = 12, 5 y B =3,

hallar H. (Despejar de la fórmula el factor H% y después construir las curvas. j
Sol H=I,23.

0.41. 2,41. 4,16.

,6U.

161
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32 . Si V m 3 es el volumen de I Kg de vapor recal entado a la temperatura 
T O bajo la presión de P Kg por centímetro cuadrado. 

V = O 005088 T + 273 _ 0.1925. 
. P p% 

Dados V = 0. 175 y T = 2 15°. ha l lar P. 

33. L a cu erda e (fig. 74) d e un a rco s e-n un c írcul o de ra di o r . vie n e da d a. 
ap rox imad a m en te. po r l a f ó r m ul a 

e = s 

Si r = 4 m y e 5.60 m . hallar s . So/. s = 6.23 m. 

34. El área [( (fig.74) de un segmento circular cuyo arco s subtiende e l 
ángulo central x (e n radian es) es [( = Y.1 r 2 (x - sen x). Hallar el va lor d e x 
si r = 8 cm y u = 64 cm 2 • Sol. x = 2.554 radianes. 

F ig . 74 F ig. 75 

35. E l vo lumen V (f ig.75) d e un segme n to esfér ico de u na base. d e a l t ura 

CD = h. es 

Ha ll a r h si r = 4 m y V = 150 m~. S ol. h=4.32m. 

36. El volumen V de una cáscara esférica d e radi o R y espeso r / es 

V = 4 rr/ (R 2 - R/ + ~3 (2) . 

D emostrar es ta fórmula . Si R. = 4 dm y V es la mit ad del volumen de un a 
esfera mac iz a de igua l radio . hallar /. Sol . / = 0.827 dm. 

37. U n a es f era mac iza de made ra de peso especifico S y d iá metro d se hunde en 

el ag u a a u na prof un di d ad h. S iendo x = !!... demost ra r q ue 2 x:! - 3X2 +S = O. 
d 

(Véase e l problema 35.). Hállese x pa ra u n a bola de arce en la que S = 0 . 786. 
Sol. 0.702. 

38 . Hal lar el menor valor posit ivo d e. O para el qu e la s curvas Q = cos O y 
Q = e-e se cortan. Hallar e l ángulo d e inter .~ecc i ón en ese punto . 

Sol. () = 1. 29 radi anes ; 29°. 
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PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Hallar el áng ulo de interse cci ó n d e las curvas Q = 2 cos e y Q =eo en el 
p un to de in te rsecc ió n má s ~I e j ado d el orig en . 

Sol. Punto d e intersecc ió n . O = 0.54 radiane s ; 75 ° 'él' . 

2. Demostrar que la curva Q = a se n' Y.í O se corta a s í misma en á n gu lo 
rec to. 

3. Sea OP un radio vector cualqui era de la ca rdi o ide Q = a ( 1 + cos O). 
De l ce ntro C del cí rculo Q = a cos O se tra z a CQ. un rad io d el círc ulo . pa ra
lelo a OP ye n el mismo sentido. D emostrar qu e PQ es normal a la ca rdi oide, 

4. Se ci rc un scr ibe a la cardioide Q = a ( 1 - cos O) un cuadrado ; u na d iago 

nal d el cuadrado está en el eje polar, Demostrar que su área es 206 (2+ V3)a 2 , 

5 . La trayecto ri a de un a partícula es la elipse Q 
I - e cos e 

ep E l p un to 

mater ia l se mu eve de tal man era que el radio vecto r Q describe á reas ig u a les en 
tiempo s iguales. Hallar la ra zó n d e la s ve lo cidad es del p unt o en la s ex tremidades 
del eje mayor. 

Sol, l -e 
l+e' 
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CAPITULO IX 

DIFERENCIALES 

90. Introducción. Hasta ahora hemos representado la derivada de 
y = j (x) por la notación 

dy ) 
dx = l' (x . 

Hemos insistido particularmente en señalar que el símbolo 

dy 
dx 

no debía considerarse como una fracción ordinaria , con dy como 
numerador y dx como denominador, sino solamente como un símbolo 
que representa el límite del cociente 

cuando tlx tiende a cero . 

i1 y 
tu 

Hay muchos problemas, sin embargo , en los que es importan te da r 
in te rpretaciones a dx y dy sepa radamente . E sto se presen ta, espe
cialmente, en las aplicaciones del Cálculo in teg ral. En los- artículos 
que siguen se explica el nuevo significado de estos símbolos. 

91. Definiciones. Si j ' (x) es la derivada de j (x) para un valor 
particular de x , y tlx es un incremento de x, arbitrariamente elegido, 
la diferencial de j(x), que se representa por el símbolo dj(x) , se 
define por la igualdad 

(A) df(x) = f'(x) tlx = ~~ tu. 

Si j (x) = x, entonces J '( x ) = 1 y (A) se redllce a 

dx = tlx. 
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Así, cuando x es la variable independiente, la diferencial de 
x (= dx) es idéntica a !lx. Por tanto, si y = f (x), (A) puede, en 
general, escribirse en la forma 

(B) 
dy 

dy = f'(x) dx * = dx dx. 

L a dif erencial de una función es igual al producio de su derivada 
por la d1ferencial de la variable independiente. 

Veamos una interpretación geométri
ca de lo que esto significa . 

Construyamos la curva y = f (x) (fi
gura 76). 

Sea f' (x) el valor de la derivada en P. 
Tomemos dx = PQ . Entonces , 

dy = f '(x ) dx = tg:-· PQ 

QT 
= PQ ·PQ = QT . 

y 

o M M' X 

Fgi. 76 

Luego dy, o sea, df (x), es el incremento ( = QT) de la ordenada 
de la tangente, correspondiente a dx . 

E sto da la siguiente in terpretación de la derivada como fracción: 

Si se representa por dx un incremento arbitrariamente elegido de la 
vQriable independiente x para un punto P (x, y) en la curva y = f (x) , 
entonces en la derivada 

dy = f'Cx) = tg T 

dx ' 

dy representa el i ncremento correspondiente de la ordenada de la tan
gente en P. 

El lector debe advertir especialmente que la diferencial (= dy) y el 
incremento (=!ly) no son , en general, iguales . En efecto , en la 
figura 76, dy = QT, pero !ly = QP'. 

92. La diferencial como aproximación del incremento. Por el 
Artículo 91 es claro que !l y ( = QP' en la figura) y dy (= QT) son 
aproximadamente iguales cuando dx (= PQ) es pequeño. C uando 

* A causa de la posición que en es ta expresión ocupa la deri vada f' (x). a 
veces se llama a la deri vada coeficiente diferencial. 
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solamente se desea un valor aproximado del incremento de una función, 
es más fácil, la mayor parte de las veces, calcular el valor de la dife
rencial correspondiente y emplear este valor. 

EJEMPLO 1. Hallar un valor aproximado del vo lumen d e una cáscara esfé
rica de 200 mm de diámetro exter ior y 1 mm de espesor. 

Solución. El vo lum en V de una esfera de diám etro x es 

(1 ) 

E v identemente, el volumen exacto de la cáscara es la diferencia 1'1 V entre los 
volúmenes de dos esferas macizas de diámetros 200 mm y 198 mm, respectiva
mente. Pero como se pide so lamente un valor aproximado de I'1V, hallaremos 

dV .. De ( 1) y (B) , 

dV = "!"'11:X 2 dx, puesto que dV = "!"'11:X 2 • 
2 dx 2 

Sustituyendo x = 200, dx = - 2, obtenemos dV = 125600 mm 3 , aproxima 
damente. no teniendo en euenta el signo cuyo significado es, tan só lo, el de 
exponer que V disminuye al aumentar x. El valor exacto es I'1V= J24400 mlT)3. 
Adv iértase que la aproximación es aceptable porque d x es relativamente peque
ño. es decir. es peq ueño en comparación con x (= 200); si no, el método seria 
i nacepta blc. 

EJEMPLO 2. Calcular un v alor aproximado de t g 46° , empleando diferen 

cia les, dados t g 45° = 1. sec 45 ° = V2. l ° = 0 ,01745 radianes. 

Solución. Sea y = tg x. Entonces , según (B), 

( 1 ) d Y = sec 2 x d x . 

Al pasar x a x + dx. y pasa, aproximadamente, a y + dy. Sustituyamos 
en (1), x = !;.í ;t (45°) y dx = 0 , 0175. Se obtiene dy = 0,0350. Y como que 
y = tg 45° = 1. resulta y + dy = 1,0350 = tg 46°, aproximadamente. (Tablas 
de cuatro decimales dan tg 46° = 1,0355.) 

93. Errores pequeños. Una segunda aplicación de las diferenciales 
es la de determinar la influencia que tienen pequeños errores en los 
datos en el cálculo de magnitudes. 

EJEMPLO 1. Se mide el diámetro de un círculo , y se halla que es 5,2 cm con 
un error maxlmo de 0,05 cm. Hallar un valor aproximado del máximo error 
que puede cometerse al calcular el área del círculo por la fórmula 

(1) (x = diámetro) 

Solución . Evide nteme nte, el error máximo exacto con que se obtiene A será 
la alteración (I'1A) de su valor, hallado según (1), cuando x cambia de 5,2 cm 
a 5,25 cm. Un valor aproximado del error en el área es el valor correspondiente 
de dA. Por tanto, 

dA = Yz 11:x dx = Yz 11: X 5,2 X 0,05 = 0,41 cm 2 • 
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Errores relativos y error expresado en tanto pur ciento. Si du es el
error de u, la razón

du
(2) error relativo;

u

(3 )
du100 - = error expresado en tanto por ciento.u

El error relativo puede hallarse directamente por derivación logarít-
mica (Art. 66).

EJ EMPLO 2. Hallar el error relativo y el error expresado en ra n ro por
ciento en el ejemplo anterior.

Solución, Tomando en (1) logaritmos naturales,

lnA = ln.lit+2lnx.
4

Derivando. 1 dA 2 dA 2 dx
-, y T- __ o

A dx x x

Sustituyendo, x = 5,2. dx = 0,05, hallamos:

Error relativo de A = 0,0192: error expresado en tanto por ciento = 197\00 %.

Los errores de cálculo que se consideran aquí son los ocasionados
por errores pequeños en los datos que suministran la base para el
cálculo. Estos pueden provenir de inexactitud de medición o de otras
causas.

PROBLEMAS

1. Si A es el área de un cuadrado de lado x , hallar dA. Construir una
figura que muestre el cuadrado, dA y l'lA. Sol. dA = 2 x dx.

2. Hallar una fórmula aproximada del área de una corona circular de radio
r y ancbura d c . ¿Cuál es la fórmula exacta?

Sol. dA = 2ITr d t ; l'lA = JT:(2 r + l'lr)l'lr.

3. ¿Cuál es un valor ap ro x im.rd o del error que puede co rne t e rse al ca lc u l á r
el volumen y el área de un cubo de arista 6 cm. si se comete un error de 0.02 cm
al medir la arista! Sol. Volumen, ±2,16cm3: área. do 1.44cm2

4. Las fórmulas para el área y el volumen de una esf~ra son

Si al medir el radio se obtiene 3 m. a) ¡cuáles son los errores máximos apro-
ximados de S y V si las medidas son seguras hastaO.Ol m! b) ¿cuál es en cada
caso el error máximo expresado en tanto por ciento!

Sol. a) S, 0,24JT:m2: V. O,36JT:m3; b) S. %%: V. 1 %.
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5. Demostrar por medio de diferenciales que, aproximadamente,

1
x + dx

dx
:;- - X2'

6. Hallar una fórmula aproximada para el volumen de una cáscara c il in d r i-
ca delgada de extremidades abiertas si e! radio es r , la altura I y el espesor e.

Sol. 2 ¡c t le,

7. Se ha de construir una caja en forma de cubo, de 1 d m ' de capacidad.
¿Con qué exactitud debe construirse la arista interior para que el error en el vo-
lumen no sea mayor de 3 cm3 de más o de menos? Sol. Error, < 0,01 cm.

8. Si y = x% y el error posible en la medición de x
¿ cuál es el error posible del valor de y? Empléese este
valores aproximados de (27,9) % y (26,1) %.

es 0,9 cuando x = 27,
resultado para obtener

Sol. 0,2; 9,2; 8,8.

Usando diferenciales, hallar un valor aproximado de cada una de las siguien-
tes expresiones:

9. V66.
10. v'98.

11. ~T:W.
12. ~/IOIO.

13.
14.

15. ~35.
16. ~15.

17. Si In 10 = 2,303, obtener un valor aproximado de In 10,2 por medio
de diferenciales. Sol. 2,323.

18. Si e2 = 7,39, obtener un valor aproximado de e'·l por medio de dife-
renciales. Sol. 8,13.

19. Dados sen 60° = 0,86603, cos 60° = 0,5 y l° = 0,01745 radianes, calcu-
lar, empleando diferenciales, los valores de cada una de las siguientes funciones,
con cuatro decimales; a) sen62°; b) cos ó l ": e) sen59°; d) cos58°.

Sol. a) 0,8835; b) 0,4849; e) 0,8573; d) 0,5302.

20. El tiempo de una oscilación de un péndulo se da por la fórmula

/2 = ¡c2 I ,
9

midiéndose la longitud del péndulo l , en metros, I en segundos, y siendo g=9,8.
Hallar: a) la longitud de un péndulo que oscila una vez por segundo; b) la
alteración en I si el péndulo en (a) se alarga 3 mm; e) cuánto se adelantaría
o atrasaría en un día un reloj con ese error.

Sol. a) 0,993 m; b) 0,00152 segs. j e) - 2 minutos lO segundos.

21. ¿ Con cuánta exactitud debe medirse el diámetro de un círculo para que
el area resulte con un error menor de! uno por ciento? Sol. Error, < Vz %.

22. Demostrar que si se comete un error al medir e! diámetro de una esfera,
el error relativo de! volumen de la esfera es tres veces el error relativo del radio.

23. Demostrar que el error relativo de la enésima potencia de un número es
n veces el error relativo del número.

I

24. Demostrar que el cr ro:

del error relativo del número.

25. Cuando un bloque cúl

ta ~ por ciento por grado de
lO

. . 2·pc rf ic ie aumenta 16 por cien

cien to por grado.

94. Fórmulas para ha
que la diferencial de una fr
diferencial de la variable n
las fórmulas para hallar la:
en los Artículos 29 y 60 pe
cal' cada una de ellas por

En consecuencia, las f

I

II

III

IV
V

VI
VI a

VII

VII a

X
XI
XI a

XII
XIII
XIV
XV
XX d(al
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24. Dcmostrar que el error relativo de la raíz enésima de un numero es J.. 
11 

del error relat i vo del número. 

25. Cuando un bloque cúbico de cierto metal se calienta , cada ar ista a um cn-

1. d dI " d D I ta f6 por ciento por gra O e c cvaClon c temperatura. emostrar que a su-

perficie aumenta ~ por ciento por grado, y que el vo lumcn aumenta 2. por 
10 10 

ciento por grado. 

94. Fórmulas para hallar las diferenciales de funciones. Puesto 
que la diferencial de una función es el producto de [;'-.1 derivada por la 
diferencial de la variable independiente, se sigue inmediatamente que 
las fórmulas para hallar las diferenciales son las mismas que las dadas 
en los Artículos 29 y 60 para obtener las derivadas, con sólo multipl i
car cada una de ellas por dx. 

En consecuencia, las fórmulas para diferenciación son : 

1 

II 

III 

IV 
V 

VI 
VI a 

VII 

VII a 

X 

XI 

Xla 

XII 

XIII 

XIV 

XV 

xx 

d(c)=O. 

d(x) = dx. 

d (u + v - "W ) = du + dv - dw. 

d (cv) = e dv. 

d(uv) = udv+vdu . 

d(v ll
) = nv1l

-
1 dv. 

d(xn) = nx"- 1 dx. 

d(~) = v du - udv . 
V v2 

dv 
d(ln v) = -. 

v 

d(aV
) = a" In a dv. 

d(e") = e" dv. 

d( u") = vuu- 1 du + In u· u" dv. 

d (sen v) = cos v dv . 

d (cos v) = - sen v dv . 

d(tg v) = sec2 v dv. Etc. 

dv 
d(arc sen v) = v . Etc. 

1- v2 
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Para hallar diferenciales, lo más fácil es hallar la derivada, y mul-
tiplicar el resultado por dx.

La operación de hallar diferenciales se llama diferenciacián .

EJEMPLO l. Hallar la diferencial de

Solución.

_ x + 3
Y - x2 + 3'

d u = d (x + 3) = (x2 + 3) d (x + 3) - (x+3) d (x2 + 3)
x2 + 3 (x2 + 3) 2

ex" + 3)dx - ex + 3)2x dx
(x2+3)2

(3-6x-x2)dx
(x2 + 3) 2

EJEMPLO 2. Hallar dy de la expresión

b2x2 - a2y2 = a2b2.

Solución. 2 b2 X dx - 2 a2y dy = O.

d u = b
2
x d x .

a2y

EJEMPl.O 3. Hallar dI} de

º2 = a2 (OS 2 e.
Solución. 2. Q d Q = - a 2 se n 2 O . 2 d B.

dQ = _ a2 sen 2 O dO.
Q

EJ EMPLO 4. Ha lia r d [a re se n (3 I - 4 (3) "].

d (3 I - 4 rJ) 3 d t
Solución. di are sen (3 ¡ - 4 (3) I

V J - (3 ¡ - 4 t'P

PROBLEMAS

Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones;

Sol. dy = 3 (x2 - 1) d x .

2. y=!:...+.E...
a x (.l. _!!...) d x .

a x2
dy =

3. Y = ..¡ ax + b.
a dx

dy = .
2 V ax + b

(a2 - 2 X2) dx
dy = .

V a2 - x2

d s = a b ebl d t .

du = d o
u

4. y = x V a2 - x2 .

5. s = aebl.

6. u = In e u.

DIF

7. e = sen ae .

8. y = In sen x .

9. e = O cos O.

10. s = el co s tct ,

Hallar la diferencial de cada Ut

11. y=~ -~~.

12. u = ..¡ eV + 1.

13. xy= ----..¡ a2 - x2

14.
~

-
a - x

y = a + x·

19. Si x2 + y2 = a2• demos

Hallar dy en funcion de x , 6

20.2x2+3xy+-ly2=2

21. x3 + 6 xy2 + 2 y3 = \O

22. x + 4 V xy + 2 Y = a.

23 . ..¡-; + V~ = v-;.
27. La medición de los catete

El error máximo de cada medici ó

dos, que se puede cometer al calc
fórmula que da la tangente de es.

95. Diferencial del arco
Sea s la longitud del arco AF
Representemos el incrementc
demostración depende del s

lím (cuerda PQ)
arco PQ

De la figura 77 ,

(1) (Cuerda PQ)2 = (

Multipliquemos y divid
miembro por (~S)2, Y di'
miembros por (~X)2.
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rivada, y mul-

ciación.

(x+3) d (x2 + 3)
3)2

3 d t

) 2 v-t=t2

3(x2 -l)dx.

(~-l:..)dx.
a x2

II dx

2~

(aZ - 2 X2) dx

abebt dt .

du-.
u

DIFERENCIALES l 71

Sol. ao = a cos (lO dO.7. Q = se n aO.

8. Y = lnsenx.

9. Q = O cos O.

10. s = el cos su .

dy = ctg x dx.

dQ = (cos () - Osen O)dll.

d s = el (cos ni - rt sen ar ) di.

Hallar la diferencial de cada una de las siguientes funciones:

y = ~~ •• 15. O11. Q=2sen2"

12. u = V eV + 1. 16. s = e-al sen be.

x13. '1= 17. Q = V clg O.V a2 - x2

14. ~~ 18. ln~6 x_~.y= --o y =
a+x 4 - 3 x

19. Si x2 + '12 = a2• demostrar que dy = _ x dx.
y

Hallar dy en funcion de x , y y dx de cada una de las siguientes ecuaciones:

20. 2 x2 + 3 xy + -± y2 = 20. So/. dy = - (-±x+3y)dx
3 x + 8 y

21. x3 + 6 xy2 + 2 y" = 10. 24. xy, + y% = ay,.

22. x + 4 V xy + 2 Y = a. 25. x - y = eX+Y.

23. V:; + V'Y= .,¡-¡;. 26. sen (x - y) = cos (x+y).

27. La medición de los catetos de un triángulo rectángulo da 14.5 m y 21.4m.
El error máximo de cada medición es ± 0.1 m. Hallar el error máximo. en gra-
dos. que se puede cometer al calcular el ángulo opuesto al cateto menor por la
fórmula que da la tangente de ese ángulo.

95_ Diferencial del arco en coordenadas cartesianas rectangulares.
Sea s la longitud del arco AP medida desde un punto fijo A de la curva.
Representemos el incremento de s (= arco PQ) por ts«. La siguiente
demostración depende del supuesto que (Art. 99) al tender Q a P,

lím (cuerda PQ) = 1.
arco PQ

De la figura 77 ,

(1) (Cuerda PQ)2 = (tJ.X)2 + C!1y)2.

Multipliquemos y dividamos el primer
miembro por (!1S)2, Y dividamos ambos
miembros por (!1X)2. Fig. 77

x
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172 CALCULO DIFERENCIAL 

Si ahora hacemos que Q tienda a confundirse con P como pOSICIOn 
límite, tendremos que Llx-70 y la igualdad anterior se transforma en 

(3 ) 

Multiplicando ambos miembros por dx~, obtenemos el resultado 

(e) 

También, extrayendo en (3) la raíz cuadrada y multiplicando 
ambos miembros por dx, 

(D) ds = [1+ (:~rrdX. 
De (e) es igualmente fácil demostrar que 

(E) [ (dX)2]Yt ds = 1 + dy dy. 

Todas estas formas son útiles. 
De (D), puest.o que 

1 + (dy ) 2 = 1 + tg2 T = sec2 T, 
dx 

obtenemos ds = sec T dx, suponiendo el ángulo :- agudo. De aquí es 
fácil demostrar que 

(F) dx - = COS T 
ds ' 

dy - = sen T. 
ds 

_ = _ . _ - tg T cos r - sen T • 
[

d y dy dx - - ] 
. ds dx ds 

Para ulteriores referencias, a ñ a di m o s las fórmulas (haciendo 
, dy) 

Y = dx . 

(G) 1 cos T = ------,-.,...,.-, (1 + y/2) Yo , 

Si el ángulo T es obtuso (y' < O), debe ponerse el signo menos 
ante los denominadores en (G) y ante cos T en (F). 
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En la figura 78, PQ = tu = dx, PT es tan gen te en P y "{" es 
agudo. El ángulo PQT es un ángulo recto. 

Luego, QT = tg T dx = dy . Según el Art. 91 

Por consiguiente, PT = v dX2 + dy2 = ds . Según (e) 

La figura ayudará a retener en la memoria las relaciones dadas. 

x o~~-----------------x 

Fig. 78 Fig. 79 

96. Diferencial del arco en coordenadas polares. De las relaciones 

(1) x = O cos e, y = O sen e 
entre las coordenadas cartesianas rectangulares y las polares de un 
punto, obtenemos, según V, X III y X IV del Artículo 94, 

(2) dx = cos e do - Q sen e de, dy = sen e dQ + º cos e de. 

Sustituyendo en (e) del Articulo 95, reduciendo y extrayendo la 
raíz cuadrada, obtenemos el resultado 

La figura 79 se ha trazado de manera que el ángulo 'I! que forman 
el radio vector OP y la tangente PT sea agudo (Art. 85) . Además, 
!), ;\,.e y ;\,.(> ( = OP' - OP) son positivos . Tómese O como variable 
independiente. Entonces ;\,.(> = dO. En el triángulo rectángulo PQT, 
tomemos PQ = dQ. Entonces QT = tg'\jJ dO. 

Pero 
de 

tg ti! = O -d . Según (H) , Art. 85 

º 
Luego 

de 
QT = º dQ dQ = (l de ; según (E) 

por tanto, PT = v d0 2 + 02 de 2 = ds. Según (H) 
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EJEMPLO l. Hallar la diferencial del arco del círculo x~ + y2

dy __ x
dx - y'

Para hallar ds en función de x susti tu í mos en (D), lo que da

Solución. Derivando,

ds = (1 + x2))1 dx = (y2 + x2)J.-!í dx = (.c)J.-!í dx = r dx .
y2 y" y2 v' r2 _ x2

Para hallar ds en función de y su st it u im o s en (E), lo que da

ds = (1 + ~ydy = (x
2

:~ y2y dy = (~Y' dy = vi ~2d~ y2

EJEMPLO 2. Hallar la diferencial del arco de la cicloide

x = a (1/ - sen 1/), Y = a (J - cos 1/),

en función de 11 y dl/. (Véase el ejemplo 2 del An. 81.)

Solución. Diferenciando,

dx = a (1 - cos 1/) d I), dy = asen 1/ dl/.

Sustituyendo en (C),

d s? = a2 (J - cos 1/) 2 d02 + a2 se n? /1 dl/2 = 2 a2 (J - cos 1/) d1/2.

Según (5), del Artículo 2. I - cos 11 = 2 se n? Yí O. Luego.

ds = 2 a sen ~ 1/ dO.

EJEMPLO 3.
en función de 1/.

Solución. Derivando.

Hallar la diferencial del arco de la cardioide (l a (J - cos 1/)

dQ=asenO.
dO

Sustituyendo en (1). se obtiene

ds = [a2(1 -- cos 1/)2 + a2 se n" /I]J.-!íd ü = a(2 -2 cos I/)J> dI/

a (4 se n" f)J.-!í dI/ = 2 asen f «e.

PROBLEMAS

En cada una de las siguientes curvas, hallar ds en función de x y d x .

L 2 Y = x2• Sol. ds = vi 1+ x2 dx.

2. y2 = 2 p x . ds =~2 x + p d x .
2x

3. b2x2+a2y2 a2b2. d s = a4 - (a2 - b2) x2
d x .

a~ (a2 - X2)

4. 6xy=x4+3. d s = (x4 + l)dx
2 x2

5. y = Insecx. ds = sec x d x .

DIF

Hallar ds en función de x y d:

6_ a2y = x3•

8. vI~ + Vy = V~ .

En cada una de las siguientes c

12. y2=2px.

14. x% + y'-" = a'1.

15. a2y = x3•

16. y2 - 2 x - 3 Y = O.

En cada una de las siguiente
de t y d t .

18. x=2t+3, y=t2-

19. x = 3 t2, Y = 2 t~.

En cada una de las siguientes (

22. Q = a cos O.

23. Q = 5 cos 11 + 12 se n 11.

24. Q = - sen 11.

25. Q 3 sen 11 - 4 cos 11.

26. Q l+cosO.

27. sec'
/1

Q 2"
28. !! 2 - cos 11.

29. Q=2+3senll.

30. Q = a cosnO.

97 _ La velocidad como r
con respecto al tiempo. En h
Artículo 83, la magnitud de

(1) 1)2

Según (e) y (D) del Artícul

v,
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r dx

e da

r dy

= a (1 - cos O)

O);i dO

e x y dx .

2 d x .

P d x .

dx
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Hallar ds en función de x y d x en cada una de las siguientes curvas:

6. a2y = x3. 9. 2 Y = e" + e-x.

7. ay2 = x3• 10. y = se n x .

8. V;+Vy = V-;. 11. y = co s? X.

En cada una de las siguientes curvas. hallar ds en función de y y dy.

12. y2 = 2 ox . Sol. ds = V y2 + p2 dy
p

14. x% + y"1 = a'':Í.

16. y2 - 2 x - 3 y = O. 17. 2 x u? - y2 - 4 = O.

En cada una de las siguientes curvas. hallar d s , sen T y cos -; en función
de t y d t .

18. x=2t+3. y=t2-2. 20. x = asen t. Y = a cos t.

19. x = 3 t'', y = 2 l~. 21. x = 4 cos l. Y = 3 se n l.

En cada una de las siguientes curvas. hallar ds en función de IJ y dO.

22. Q = a cos 11. Sol. d s = a ««.
23. Q = 5 cos O + 12 se n O. ds = 13 ae.
24. º = I - sen u. ds = V2 - 2 se n e d B,

25. º = 3 sen O - 4 cos O. 31. Q =4sen3~.
26. Q = 1 + cos o. »

O 32. 4
27. scc? ºo T 1 + cos 11

28. = 2 - cos 1/. 33. Q= 4
'J 3 - cos (1

29. º =2+3sen(l. 434. Q=
30. Q = a cos nb . I - 3 cos O

97. La velocidad como rapidez de variación de la longitud del arco
con respecto al tiempo. En la discusión del movimiento curvilíneo en el
Artículo 83, la magnitud de la velocidad v se dió por (E) ,

(1 )

Según (e) y (D) del Artículo 83,

dx
vx = dt '

dy
vv= di'
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Sustit.uyendo en (1), empleando diferenciales y la igualdad (e) del 
Artículo 95, el resultado es 

(2) 

Extrayendo la raíz cuadrada, tomando el signo positivo, tenemos 

ds 
v=-dt· 

Por tanto, en el movimiento curvilíneo la m agnitud de la velocidad 
del punto móvil es la rapidez de variación de la longitud del arco de la 
distancia trayectoria con respecto al tiempo. 

Este enunciado debe compararse con la definición dada de veloci
dad, en el movimiento rectilíneo, como la rapidez de variación de la 
distancia con respecto al tiempo (Art . 51). 

98. Las diferenciales como infinitésimos. Muchas veces, en las 
Matemáticas aplicadas, las diferenciales se tratan como infinitésimos 
(Art . 20) , es decir, como variables que tienden hacia cero. Por otra 
parte , frecuentemente se establecen relaciones entre infinitésimos en 
las que éstos se reemplazan por diferencia les. El "principio de reem
plazo" sobre equivalencia de infinitésimos y diferenciales es muy útil. 

Si x es la variable independiente, hemos visto que L\x = dx; 
siendo así, L\x puede reemplazarse por dx en cualquiera ecuación. Si 
L\x -) O, entonces dx -) O también. Al contrario, L\y y dy no son 
iguales en general . Pero cLJando x t iene un valor fij o y L\x ( = dx) es 
un infinitésimo, L\y también lo es, y asimismo dy, según (B) del Ar
tículo 91. Además, es fácil demostrar la relación 

(1) 1, L\y 1 1m - = . 
6 x-)O dy -

Demostración. Puesto que 

lím ~y = j'(x), 
6x-)O LlX 

podemos escribir ~yx = JI (x) + 7:, si Iírn 7, = O. 
Ll 6 x-)O 

Quitando denominadores , y empleando (B), 

L\y = dy + i L\x . 
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Dividiendo ambos miembros por l1y y transponiendo, se obtiene 

dy 
Luego, lim - = 1 

6 x----70 11y 

como se quería demostrar. 

dy = 1- i I1x 
l1y l1y. 

o sea, igualmente, lim d
l1Y 

6 X----7 0 y 
1, 

Ahora enunciamos, sin demostración, el siguiente teorema sobre 
equivalencia de infinitésimos. 

Teorema. En los problemas que implican solamente las razones de 
infinitésimos que tienden simultáneamente a cero, un infinilésimo puede 
reemplazarse por otro infinüésimo si el limite de la razón de los dos es la 
unidad. 

Según este teorema, l1y puede reemplazarse por dy, y, en gene
ral, un incremento cualquiera por la diferencial correspondiente. 

En una ecuación homogénea en infinitésimos, la aplicación de dicho 
teorema es sencilla. 

EJEMPLO 1. Según (5) . Art. 2. si x = VI i. 1- cos i = 2 sen 2 Yz i. 
Sea i un infinit ésimo . Entonces. seg ún (B) del Art. 68. sen i puede reempla
zarse por i . sen 2 VI i por ~ i 2 y. en consecu encia. 1 - cos i por VI i 2 • Ade-

o • ( sen i ) dI · mas. tg, = --o pue e ree mp azarse por ,. 
COSi 

E JEMPLO 2. En (1). del Artículo 95. todas las cantidades son . finalmen
te. infinitésimos . puesto que f'l.X----7 O. La ec uación es homogénea ( cada término 
es de segundo grado). Según el teorema. podemos reemplazar los infinitésimos 
como sig ue: 

Cuerda PQ por arca PQ = f'l. s. y f'l. s por ds ; f'l.y por dy; y f'l.x por dx. 

Entonces (1) se convierte en ds 2 = dX2 + dy2; es decir. en ce). 

99. Ordenes de infinitésimos. Diferenciales de orden superior. 
Sean i y j infinitésimos que tienden simult.áneamente [, cero, y sea 

lím 4- = L. 
z 

Si L no es cero sino una cantidad finita, se dice que y j son 
infinilésimos del mismo orden. 

Si L = O, se dice que j es de orden superior al. 

Si L se hace infinito, se dice que j es de orden inferior al. 
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Sea L = 1 . Entonces j - i es de orden superior al. 

[lím e ~ i) = lím (+ - 1) = lím -+ - 1 = O. ] 

La recíproca es igualmente cierta. En este caso (L = 1), se dice 
que j difiere de i en un infinitésimo de orden superior. 

Por ejemplo, dy y /':;.x son del mismo orden si fl (x) no se anula ni se hace 
infinita. Entonces /':;.y y /':;.x son del mis-

r mo orden, pero /':;.y - dy es de orden supe

o x 

Fig. 80 

rior a /':;.x. A causa de esto, dy se llama 
" la parte principal de /':;.y". Evidente
mente, las potencias d e un infinitésimo 
son de ord~n superior a i. 

EJEMPLO. Demostrar la igualdad, su
puesta cierta en el A rtículo 95. 

lím (cUerda PQ) = 1. 
arco PQ 

Demostración. En la figura 80, tene
mos, por Geometría, 

cuerda PQ < arco PQ < PT + TQ. 

Dividiendo por' ' cue rda PQ" resulta, 

1 < arco PQ < PT + TQ 
cuerda PQ cuerda PQ cuerda PQ 

Ahora bien , cuerda PQ = sec <p /':;.x, PT = sec '/':;.x, TQ 
por tanto. 

PT 
cuerda PQ 

sec T TQ 
sec <p c ue~da PQ 

cos <p /':;.y - dy . 
/':;.x 

Tomando límites, 

lím ( PT ) = 1. lím ( TQ ) = O . 
.6:t-;'0 cuerda PQ 6 :t-;'0 cuerda PQ 

lím ( arco PQ ) = 1. 
.6:t-;'0 cue rda PQ 

/':;.y - dy, Y 

Diferenciales de orden superior. Sea y = f e x). La igualdad 

d2y = fl/e x) i1x2 = y" i1x2 

define la segunda diferencial de y. Si y" no se anula ni se hace infi
nita, d2y es del mismo orden de i1x2 y, en consecuencia, de orden 
superior a dy. De la misma manera pueden definirse d:J y , ,d'ny . 

PROBLEMAS 

En el triángulo ABe lo s lados a, b, e son infinités imos que tienden simul

táneamente ha cia cero, yc es de orden superior a b. Demuéstrese que ¡ím'!!" = l . 
b 

http://carlos2524.jimdo.com/



CAPITULO X 

CURVATURA. RADIO DE CURVATURA. CIRCULO DE CURVATURA 

100. Curvatura. En el Artículo 55 se ha estud iado el sentido de la 
concavidad de una curva. La forma de una curva (su cualidad de 
aguda o achatada) en un punto depen-
de de la razón de la variación de su 
dirección. Esta ra zón se llama curva
tura en el punto, y se representa por [( . 
Hallemos I a expresión matemática 
de K. 

En la figura 81, sea pi un se
gundo punto de la curva , próximo 

o 
x 

fig. 81 

a P. Cuando el punto de contacto 
de la tangente d e s c r i b e el arco 
PP I (= L\ s), la tangente gira el 
ángulo L\ T. * Es decir, L\ T es la 
variación que sufre la inclinación do 1rt 
siguientes definiciones : 

tangente . Veamos ahora las 

L\r . 
L\s = curvatura media del arco PP' . 

Se llama curvatura en P (= K) el límite de la curvatura media 
cuando pi tiende a P; es decir, 

L\r dr 
K = lím - = - = curvatura en P. 

6s-¿O L\s ds 
(A) 

En términos formales, la curvatura es la razón de la variación de la . 
inr.linación con respecto al arco (compárese con lo dicho en el Ar
tículo 50) . 

.• Al áng ul o tv se le suele llamar ángulo de continge n cia. 
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180 CALCULO DIFERENCIAL 

Puesto que el ángulo /1, se mide en radianes y la longitud del 
arco /18 en unidades de longitud, se sigue que la unidad de curvatura 
en un punto es un radián por unidad de longitud , 

101. Curvatura de la circunferencia. 

Teorema. La curvatura de una circunferencia en un punto cual
quiera es igual al recíproco del radio, y, por tanto, es la misma en todos 
los puntos, 

Demostración. En la figura 82, el ángulo /1, que forman las 
tangentes en P y en P', es igual al 
ángulo central PCP' que forman los 
radios CP y CP', Luego, 

/1s 
/1, ángulo PCP' R 1 
/1s - /1s = /1s = R ' 

puesto que el ángulo PCP' se mide en 
x radianes, Es decir, la curvatura me

dia del arco PP' es igual a una cons
tan te , Cuando /1s -7 O, tenemos el 

resultado que afirma el teorema, 

o 

Fig, 82 

Desde el punto de vista de la curvatura, la circunferencia es la 
curva más sencilla, puesto que un círculo se va curvando de manera 
uniforme, Evidentemente, la curvatura de una recta es cero en todos 
sus puntos, 

102. Fórmulas para la curvatura (coordenadas rectangulares). 

Teorema. Cuando la ecuación de una curva se da en coordenadas 
rectangulares, ,entonces 

(B) 

siendo y' y y" , respectivamente} la primera y la segunda derivada de y 
con respecto a x, 

Demostración. Puesto que r = arc tg y' , 

derivando, tenemos 

(1 ) 
d:- y" 
dx = 1 + y'2' Según XXII, A rt, 60 
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(2) 

CURVATURA 

ds 
dx 

181 

Según (3 ), Art. 95 

Dividiendo (1) por (2), tenemos (B), como se quería demostrar . 

EJERCICIO . 

(e) 

Si Y es la variable independiente, demostrar que 

- X" 
K ----""77 

- (1 + X'2)~ 
siendo X' Y x", respectivamente, la primera y la segunda derivadas 
de x con respecto a y. 

La fórmula (e) puede emplearse como fórmula adecuada en los 
casos en que es más sencillo deri var con respecto a y. Además ·, (B) 
falla cuando y' se vuelve infinita; es decir, cuando la tangente en P 
es vertical. Entonces en (e) 

x'=O y K= - x". 

Signo de K. Eligiendo el signo positivo en el denominador de (B) . 
vemos que K y y" tienen el mismo signo. Es decir, K es positivo o 
negativo según que la curva sea cóncava hacia arriba o hacia abajo. 

E J EMPLO 1. 
to ( 1. 2); b ) 

Solución, 

Ha llar la cur vat ura de la paráboLl <j2 = 4 x , 
en el vértice . 

y' = .?:., 
y 

y" = ~ (]:.) = _ 2 y'. 
dx Y y2 

a) en el pun-

a) Cuando x = 1 y y = 2, entonces y' = l. y" = - Yí . Sustituyendo 
en (B), K = - YsV2 = - 0,177 . Según esto, en (1, 2) la curva es cóncava 
hacia abajo, y la inclinación de la tangente varía a razón de 0,177 ra·dianes por 
unidad de arco. Puesto que 0,177 radianes = 10° 7', el ángulo que forman las 
tangentes en P (1. 2) y en un punto O, siendo el arco PO igual a 0, l es, 
aproximadamente , de l °. 

b) En el vértice (O, O), y' se vuelve infinita. Por unto , según la 
fórm ula (e), 

x' = ~ y, x " = ~ dy =~. 
2 dy 2 

K = - ~. 
2 

EJ EMPLO 2 . Hallar el valor de K para la cicloide (vease el Articulo 81) 

x = a (O - sen O), Y = a (I - cos 11) . 

Solución. En el ejemplo 2 del Artículo 81, hemos hallado 

y' = sen e 
I - cos O· 

Luego , 

1 + y'2 = 2 
1 - cos IJ 
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Además, en el ejemplo del Artículo 82, se ha demostrado que 

y" = - I 
a (l - cos (J) 2 

Sustituyendo en (B), resulta 

1 1 
K = - 2 a V 2 - 2 cos (J = - 4 a sen Y2 (Jo 

103. Fórmula especial para las ecuaciones paramétricas. De la 
ecuación (A) del Artículo 81 obtenemos, derivando, 

dx d2y dy d2x 

(1 ) 
dy' dtdt2- - didif 

al = (~~r 
De esto, empleando (B) del Artículo 82 y sustituyendo en (B) del 

Artículo 102, y reduciendo, obtenemos 

(D) 
X' y" - y' x" K = ---"'---"---:;-; 
(X,2 + y'2) % ' 

donde los acentos indican derivadas con respecto al; es decir, 

, _ dx 
x - dt ' 

dy 
y' = di' 

La fórmula (D) es cómoda, pero a menudo es mejor proceder como 
en el ejemplo del Artículo 102; hallando y' como en el Artículo 81 , 
y" como en el Artículo 82, y sustituyendo directamente en (B) o 

104. Fórmula para la curvatura (coordenadas pOlares). 

Teorema. Cuando la eouación de una curva está dada en coordenadas 
polares, 

(E) 
Q? + 2 Q,2 _ QQ" 

K-
- (Q2 + Q'2)% ' 

donde Q' y r/' son, respectivamente, la primera y la segunda derivadas 
de Q con respecto a e o 

Demostración. Según (1) del Artículo 85 , 

r=e+\jJo 
Luego 

(1 ) dr = 1 + d1jJ 
de de· 

http://carlos2524.jimdo.com/



CURVATURA 

Además, según (H) del Artículo 85 , 

Luego 

Entonces, según (1) , 

(2) 

t.> ti! = arc tg / . 
g 

d1V 
de 

d:
de -

Q/2 _ Q9" 

9/2 + 9 2 . 

Q2 + 2 g/2 _ 99 '/ 

92 + g/2 

De (l) del Articulo 96 , 

(3) ds _ (2 '2) 0 dO - 9 + g . 

183 

Dividiendo (2) por (3), tenemos (E), co:no se quería demostrar. 

EJEMPLO. Hallar la curvatura de la espira llogaritmica Q = eae en un pun
to cua lquiera. 

Solución, dQ = o' = aeae = a'l' de - ~, 

Sust itu ye nd o en CE) . K = ---::=== 
Q vI + a 2 ' 

105. Radio de curvatura. Se llama radio de curvatura R en un 
punto de una curva, al recíproco de la curvatura. en ese punto. Luego, 
ele (B), se obtiene, 

(F) 
1 (1 + y/2) % 

R= -= . 
K y" 

EJEMPLO . Hallar el radío de curvatura en un punto cualquiera de l a cate

nar ía y = f( e~ + e -~) (fígura en el C apí tul o XXVI). 

l (~ -=-) y" = _ e a + e ([ = Ji... 
2 a a 2 

l (~ _=-)2 l ( x X)2 2 1+ y'2 = 1+ 4 ea -e a = "4 ea + e-a =~ 

106. Curvas de ferrocarril; curvas de transición . Al proyectar las 
curvas ele un ferrocarril. y debido a la gran velocidad de los trenes, no 
conviene pasar bruscamente de la vía recta a una curva circular. A fin 
de hacer gradual el cambio de curvatura, los ingenieros se sirven de 
curvas de transición para unir la parte recta de una vía con la. parte 
que es un arco circular . Tal curva debe tener curvatura cero en su 
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punto de unión con la vía recta, y la curvatura de la vía circular donde
se une con ésta. Por lo general, se emplean arcos de parábolas cúbicas
como curvas de transición.

EJEMPLO. Una curva de transición en una vía de ferrocarril tiene la forma
de un arco de la parábola cúbica y = ~ x3• ¿A razón de cuántos radianes por
kilómetro cambia un vagón en esa vía su dirección (1 Km = unidad de longitud)
cuando pasa: a) por el punto (3, 9); b) por el punto (2, %), y e) por
el punto (1, ~)?

dy = X2
dx '

d
2
y = 2 X.

dx2
Solución.

Sustituyendo en

a) En (3, 9) ,

b) En (2, %) ,

e) En (1, ~) ,

2x
J( = -----;:-;-

(l+x4)%'

6 .
K = (82) % r ad ia n es por Km = t8' por Km.

4
J( = --.,--- radianes por Km = 3° 16' por Km.

(17) %
2

J( = ----u- radianes por Km = 40° 3D' por Km.
(2) 12

107. Círculo de curvatura. Consideremos un punto cualquiera de
la curva e (fig. 83). La tangente a la curva en P tiene la misma
pendiente que la curva en P (Art. 42). De manera análoga, pode-
mos construir, para cada punto de la curva, un círculo tangente cuya
curvatura sea igual a la curvatura de la curva dada, en ese punto.
Para esto, trácese la normal a la curva en P hacia el lado cóncavo de
la curva. Mídase en esa normal la distancia Pc = radio de curva-

tura (= R) en P. Con c como centro, trácese
e el círculo que pase por P. La curvatura de ese

CÍrculo es
1K=¡¡;,

que también es la curvatura de la curva dada en
el punto P. El así construído se llama círculo de

Fig. 83 curvatura en el punto P de la curva.
En general, el círculo de curvatura de una

curva en un punto cortará a la curva en ese punto, tal como se indica
en la figura 83. (Compárese con la tangente en un punto de inflexión,
que vimos en el Artículo 57. )

Así como la tangente en P nos da la dirección de la curva en P,
así el círculo de curvatura en P nos ayuda notablemente a formarnos
un concepto geométrico de la curvatura de la curva en P, puesto que

C

la razón de la variación de la
idénticas en P.

Más adelante (Art. 114) :
posición límite de un círcuk
la que se dió en el Artículo 2~

EJEMPLO 1.
equilátera xy =

Hallar el radio
12 (fig. 84), y

dy = .
dxSolución.

Para (3, 4),

.. R =.

El círculo de curvatura corta

EJEMPLO 2. Hallar el val,
R correspondiente al punto (;
de la hipérbola

x2 + 4 x u - 2 y2 = 10.

Solución. Derivando, con
rando y como una función imp
de x , obtenemos

x + 2 Y + 2 xy' - 2 yy' =

Derivando otra vez, conside
y y y' c o m o funciones impl
de x , obtenemos

1 + 4 y' - 2 y'2 + 2 (x - y) yl!

Sustituyendo los valores dac
De esto, según (F),

E 1 método de este ejemplo
implícitas de x ) se emplea mr
valores numéricos de y' y y",
términos de x y y.

Hallar el radio de curvatura
indicado. Trazar la curva. y

1. 2 Y = X2; (O. O).

2. 6 y = x3; (2. %).
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la razón de la variación de la dirección de la curva y del círculo son 
idén ticas en P. 

Más adelante (Art. 114) se definirá el circulo de curvatura como la 
posición lími te de un círculo secante. Esa definición es análoga a 
la que se dió en el Artículo 28 para la tangente. 

EJEMPLO l . Hallar el radio de curvatura en el punto (3,4) de la hip érbola 
equilátera xv 12 (fig. 84), y trazar el círculo de curvatura correspondiente. 

Solución . dV _ _ V 
dx - --;¡-' 

Para (3, 4), dV _ _ 4 d 2 v _ 8 
d-;- }' dx 2 -9" 

_ [1+I%J% _!22._ 5 
R - - 24 - 5%4 ' 

% 
E l círculo de curvatura corta a la curva en dos puntos. 

EJEMPLO 2. Hallar el va lor de 
R correspondiente a l punto (2, 1) 
de la hipérbola 

X2 + 4 XV - 2 v2 = lO. 

Solución . Derivando, conside
rando V como una función implícita 
de x, obtenemos 

x + 2 V + 2 XV' - 2 VV' = O. 

Deri va ndo otra vez, considerando 
V y V' como funciones implícitas 
de x, obtenemos 

1 + 4 V' - 2 V'2 + 2 (x - V) V" = O. 

o 

Fig. 84 

x 

Sustituyendo los valores dados x = 2 , V = 1, hallamos V' = - 2, V" = 1%. 
De esto , según (F), 

El método de este ejemplo (a saber, el considerar V y V' como funciones 
implícitas de x) se emplea muchas veces con ve ntaja cuando se piden sólo los 
valores numéricos de V' y V" , Y no expresiones gene rales de estas derivadas en 
términos de x y V. 

PROBLEMAS 

Hallar el radi o de curvatura en cada una de las sig uiente s curvas en el punto 
indicado. Trazar la curva, y el círculo de curvatura correspondiente. 

1. 2 V = X2; (0, O). 

2. 6 y = x 3 ; (2, %). 

Sol. R 

R 

1. 

%V5. 
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3. y2 = x3; (1. 1) . Sol. R =l%VO.

4. y = sen x : (Yz lt. 1) . R =1.

5. u = eX; (O. 1) • R = 2V2.

6. x2 - 4 y2 = 9; (5. 2) . 8. Y = 2 sen 2 x : (!I.í lt. 2) .

7. y2 = x3 + 8; (1. 3) . 9. Y = tg x : ( !I.íre. 1) .

Calcular el radio de curvatura en un punto cualquiera (Xl. Yl) en cada una
de las siguientes curvas:

10. Y = x3.

11. y2 = 2 p x .

Sol. R = (1 + 9 X14) %
6Xl

R (b4X12 + a4(12) %
a4b4

b2x2 + a2y2 = a2b2•

x),~ + y?~ a7f.

13.
14. R = 2(Xl+Yl)%

aY.!

R=3(axlY¡)%·

R=2V2rYl.

15. x% + y%

16. X = r are vers JL - V 2 ry - y2 .
r

17. Y = In sec x . R=secxl.

18. Si el punto de contacto de la línea tangente en (2. 4) a la parábola
y2 = 8 x se mueve sobre la curva a una distancia t1s = 0.1. ¿qué ángulo. apro-
ximadamente. girará la línea tangente? (Empléense diferenciales.)

19. La inclinación de la curva 27 y = x3 en el punto A (3. 1) es 45°.
Empléense diferenciales para hallar aproximadamente la inclinación de la curva
en el punto B. si la distancia a lo largo de la curva desde A hasta B es t1s = 0.2
unidades.

Calcular el radio de curvatura en un punto cualquiera (01. 01) sobre cada
una de las siguientes curvas:

20. El círculo (} = asen O. Sol. R = Yz a.

21. La espiral de Arquímedes O = aO. (Fig .. Cap. XXVI).

R = (012 + a2) %
012 + 2 a2

La cardioide Q = a (1 - cos O). (Fig .. Cap. XXVI).

R=%~.

La lemniscata \12 a2 cos 2 O. (Fig .. Cap. XXVI).

R=~.
3 (>1

La p a r á bo l a (> a sec2 Yz O. (Fig. Cap. XXVI).
R=2asec3YzOl'

22.

23.

24.

25. La curva Q = a scn" % o. R = % a se n? % 01.

26. La trisectriz O = 2,

27. La hipérbola equilá

28.
a(l

La cónica Q = ¡-=-

Hallar el radio de cu rv at:

indicado. Trazar la curva y

29. x = 2r. y = t2 -

30. x = 3 t2• y = 3 t

31. x = 2 el. y = 2 e

32. x = a ccs t , y = ,

33. x »

34. x =
35. x ~
36. x =
37. x

38. x ~

39. Hallar el radio de
hipocicloide x = a cos" t.

40. Hallar el radio d·
curva

Esta curva es la evol vente

41. Hallar el punto d

42. Hallar los puntc
máxima.

43. Demostrar que er
infinito.

44. Dada la curva y

a) Hallar el
trazar el circulo

b) Demost:
c u rv at ur a máxin

e) Hallar.
de curvatura má
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R =1%Vl3.
R=J.

R = 2V2.
(!¡,ílt.2).

1) en cada una

Xl2 + a4Y12) %
a'b"

1+ y¡) %
aYt

IY¡) ~.

2 (YI .

XI·

) a la parábola
é ángulo. ap ro-
s. )

(3. 1) es 45°.
.ión de la curva
a B es !'J.s =U.2

81) sobre cada

Ql

asec3YíO¡.

4asen2~OI.

CURVATURA

26. La trisectriz O = 2 a cos 8 - a. Sol.
a(5-4coS81)%

9 - 6 cos el

R = 01
3
.

a2

R

27. La hipérbola equilátera 02 cos 2 O = a2•

28. La cónica O
a (1 - e2)

l - ecos 8
a (1 - e2) (1 - 2 e cos 01 + e2) %

(I - ecos 0¡)3R

Hallar el radio de curvatura en cada una de las siguientes curvas en el punto
indicado. Trazar la curva y el circulo de curvatura correspondiente.

29. x 21. y = (2 - 1; = 1.

30. x 3 t2• y = 3 t - (3 ; t = 1.

31. x = 2 el. y =2 c=t ; O.
32. x a cos t. Y = a se n r : t = ti·

33. 2 t.
4 1.x - y t =

R = 4V2.
R = 6.

R = 2 Vl
R = a.

34. x = 12 + 1. y = (3 - 1 ; t = l.

35. x 4 cos 1. y =2 se n t : y = 1.

36. x = 2 se n l. Y = cos 2 1; t = Yo rr .

37. x tg 1. Y ctg r ; I = Y4 re.

38. x t - sen t. Y = - cos t : I = n.

39. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera (t = (1) de la
hipocicloide x = a cos" 1. y = a se n ' t. Sol. R = 3 asen 1, cos 11·

40. Hallar el radio de curvatura en un punto cualquiera (1 = 11) de la

curva
x = a (cos t + t sen 1) .

y = a (sen t - leas 1) .

Esta curva es la evolvente (véase el Art. 111) de un círculo. Sol. R = all·

41. Hallar el punto de la curva y = eX donde la curvatura es máxima.
Sol. x = - 0.347.

42. Hallar los puntos de la curva 3 y
máxima.

x3 - 2 x donde la curvatura es
Sol. x = ± 0.931.

43. Demostrar que en un punto de inflexión el radio de curvatura se hace

infinito.

44. Dada la curva y = 3 x - x3•

a) Hallar el radio de curvatura en el punto máximo de la curva. y
trazar el circulo de curvatura correspondiente.

b) Demostrar que el punto máximo de la curva no es el punto de
c u rv at ur a máxima.

e) Hallar. aproximando hasta la centésima. la absci sa del punto
de curvatura máxima. Sol. x = 1.01.

187
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45. Hallar el radio de curvatura en cada punto máximo o mínimo de la curva 
y = x' - 2 X2. Trazar la curva y los círculos de curvatura. Hallar los puntos 
de la curva donde el radi o de curvatura es mínimo. 

46. Demostrar que en un punto de la curva y = F (x) , de radio de curva 
tura mínimo , se tiene 

3 (dY) (d 2y )2= d3
y [1 + (dy )2J. dx dX2 dx 3 dx 

47. Demostrar que la curvatura de la parábola cúbica 3 a 2 y = x 3 aumenta 
desde cero hasta un valor máximo cuand o x aum enta desde cero ha sta + a V'W. H alla r el va lor mínimo del radi o de curvatura. Sol. 0,983 a. 

108. Centro de curvatura. La tangente en P(x, y) tiene la pro
piedad de que x, y y y' tienen los mismos valores en P para esta 
línea y para la curva. El círculo de curvatura en P tiene una propie
dad semejante: a saber, x, y, y' , y" tienen los mismos valores en P 
para este círculo y para la curva. 

DEFINICIÓN . Se llama centro de curvatura (a, S) de un punto 
p (x, y) sobre una curva, el centro del circulo de curvatura. 

Teorema. Las coordenadas (a, B) del centro de curvatura en el punto 
P(x, y) son 

(G) 
y' (1 + y12) 

u =x- y" ' 
(1 + y12) 

B = y + y'l . 

Demostración. La ecuación del círculo de curvatura es 

donde R está dado por (F). Derivando (1), 

x-a 
Y'=-y-B' 

1/ _ R2 
Y - - (y _ B)3 . 

De la segunda de estas ecuaciones, después de sustituir el valor de 
R según (F), obtenemos 

(3) (y - B)3 = .'. y - B = 
1 + y'2 

y" 

De la primera de las ecuaciones (2) obtenemos, empleando (3), 

(4 ) I ( 1<) _ y' (1 + y,2) 
X-a= -y Y-¡J - 11 • 

Y 
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Despejando ~ de (3) Y a de (4), tenemos (G), como se quería 
demostrar. 

EJERCICIO 1. Obtener directamente la fórmula (G) empleando (G) 
del Artículo 95 , Y la figura 85 . 

(a = x - R sen 1", ~ = y + R cos 1", etc.) 

EJERCICIO 2. Si x' y X" son, respectivamente, la primera y la 
segunda derivadas de x con respecto a y, establézcase (G) en la forma 

1 + X ,2 x'(1 + X'2 } 
(H) a = X + --,,-, 13 = y - /1 • 

X X 

Las fórmulas (H) pueden emplearse cuando y' se hace infinita, o 
si es más sencillo derivar con respecto a y. 

y 

,.~---'--- .. 
1',,,;,, ........ ", 

/ , , , 
I \ 

I \ 
I \ 
I \ 
: e (O,(JJ : 
I I 
\ I T 
\ I 
\ I 

\ I 

",'.... ~ 
"-

o o x 

Fig . 85 Fig. 86 

EJEMPLO. Hallar las coordenadas del centro de curvatura de la parábola 
y2 = 4 px (fig. 86), a) para un punto cualquiera de la curva; b) para el 
vértice. 

Solución. 

Luego, 

Por tanto , 

Según ( H ), tendremos x' = L, 
2p 

X " = _1_. 
2 p 

2 + 4 2 
a = X + Y 2 p P = 3 X + 2 p , 

B = y _ Id (y2 + 4 p2) = _ L. 
4 p2 4 p2 

a) (3 x +2p, - /;2) 
es el centro de curvatura correspondiente a un punto cualquiera de la curva. 

b) (2 p, O) es el centro de curvatura correspondiente al vé rtice (O, O). 
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Por el Artículo 57 sabemos que en un punto de inflexión (como Q 
de la figura 87) ' 

Luego; según (B) del Artículo 102, la curvatura K = O, Y según 
(F) del Artículo 105 y (G) del Artículo 108 vemos que, en general, 
u, ~ y R aumentan sin límite cuando la segunda derivada tiende a 
cero, a menos que la tangente sea vertical. Es decir: si suponemos 
que P, con su tangente, se mueve a lo largo de la curva hasta pi , en 
el punto de inflexión Q la curvatura es cero, el giro de la tangente se 
detiene momentáneamente, y como el giro cambia de sentido el centro 
de curvatura se aleja indefinidamente y el radio de curvatura llega a 
ser infinito. 

---

---:...:-.::....------
------

e, eVO{ulo 

Fig. 87 Fig. 88 

109. Evolutas. E l lugar geométrico de los centros de curvatura 
de una curva dada se llama la evolula de esa curva. Consideremos el 
círculo de curvatura en un punto P de una curva. Si P se mueve a lo 
largo de la curva, podemos suponer que el círculo de curvatura corres
pondiente ruede al mismo tiempo, variando su radio de manera que sea 
siempre iguf!.l al radio de curvatura de la curva en el punto P. La 
curva CC7 que describe el centt'O del círculo es la evoluta de PP¡. 

Las fórmulas (G) Y (H) del Artículo 108 dan las coordenadas de 
un punto cualquiera (a, ~) de la evolu ta, expresadas en función de las 
coordenadas del punto correspondiente (x, y) de la curva dada. Pero 
y es una función de x; por tanto, estas fórmulas nos dan inmediata
mente las ecuaciunes paramétricas de la evolula en función del paTá
metTo x. 
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Para hallar la ecuación cartesiana rectangular de la evoluta, basta 
eliminar x y y entre las dos expresiones y la ecuación de la curva dada . 
No puede darse ningún procedimiento general de eliminación que sea 
aplicable en todos los casos; el método depende de la forma de la 
ecuación dada. Sin embargo, en muchos casos, el estudiante podrá 
hallar la ecuación rectangular de la evoluta por medio de los tres pasos 
siguientes. 

Instrucciones generales para hallar la ecuación de la evoluta en 
coordenadas rectangulares. 

PRIMER PASO. Hallar a y B de las fórmulas (G) o (H) del A r
tículo 108. 

SEGU NDO PASO. Resolver las dos ecuaciones resultantes con respecto 
a x y y en función de a y B. 

TERCER PASO. Sustituir estos valores de x y y en la ecuación dada, 
y reducir. Así se obtiene una relación entre las variables a y B que es la 
ecuaci6n de la evoluta. 

EJEMPLO l. 
(fig. 89) . 

Solución. 

Pri mer paso . 

Segundo paso. 

Tercer paso. 

o sea. 

Fig. 89 

Hallar la ecuaci ó n d e la evo luta en la parábola y2 = 4 px 

dy 2p d 2 y _ _ 4p2 

dx = y ' dX2 - 7 ' 
0.= 3 x +2 p . i3 = -~. 

4 p2 

0.-2 p "') x = - " -3-' y= _ (4p21' Yo . 

(4p2f\)%=4PCI.~2p). 

prp = %, (a ... 2p)3 . 

Recordando que u representa la abscisa y ~ la ordenada en un sistema de 
coordenadas rectangulares . vemos que la evoluta de la PiHábola AOB es la pará
bo la se micúbica DC 'E (fig. 89); los centros d e curvatura correspondi entes a 
O. P. PI. P2 so n e '. e. el. e2 respecti vamente. 
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EJEMPLO 2. Hall a r la ec uaci ó n de la evol uta de la elipse 

H Solución. 

Primer paso. a 

(a2 _ b2 ) y 3 
b 4 - . 

Segundo paso . X = (~)Y:í. 
a2 - b 2 

H' 

_ _ ( b4~ )Y:í 
Y - a2 _ b 2 . 

Tercer paso. ( aa ) %+ (b~) % = ( aL b2 ) %, 

Fig. 90 que es la ecuación d e la evoluta EHE'HI de 
la elipse ABA'B' . Los puntasE . El. H'. H 

son los centros de cur va tura correspondientes a los puntos A. Al. B. BI de la 
curva. y e. el. e" correspond en a lo s puntos P. Pi. P". 

EJEMPLO 3. Las ecuaciones paramétricas de una cur va so n 

(2 + 1 
x = --4- ' 

(3 
Y =-. 

6 

Hallar la ec uaci ón de la evo luta en forma paramétrica. constr uir la cur va y la 
evo luta. baIlar el radi o d e curvatura en el punto dond e ¡ = l Y tra z ar el círculo 
de curvatura correspondiente. 

J( 

Fig . 91 
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(fig. 90).

d2y __ b4

dx2 - a2y3

- b2) x3

a4

a2 _ b2) y3

b4 -

.« )~.
- b2

~)~.
a2 - b2

) % = (a"-b2) Yo,

luta EHE'H' de
tosE, E', H', H
N, B, B' de la

uir la curva y la
trazar el círculo

x
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Solución. dx t dy=.l/2. y' = /.
dt=T dt 2

Según (A) del Art. 81

drl' = 1. y" = 3... Segú n (E) del A rt. 82
dt t

(2 )

Sustituyendo en (G), y reduciendo, obtenemos

I - t2 - 2 t+a. = ---4:----' fl = 4 (3 + 3 (
6

que son las ecuaciones para métricas de la evoluta. Tomando varios valores del
parámetro t. calculamos x y y de (1), CJ. y fl de (2), y disponemos los resul-
tados en forma de tabla.

Construyamos ahora la curva y
su evoluta (fig. 91).

El punto (>4, O) es común a
la curva dada y a su evoluta. La
curva dada (una parábola se m ic ú-

b ica ) está toda a la derecha de
x = 74, y la evoluta toda a la
izquierda de este punto.

El círculo de curvatura en
A (,V2, }O' donde t = 1, tendrá
su centro en A' (- y., %) sobre
la e v o l u ta , y su radio será AA'.
A fin de comprobar nuestro tra-
bajo, hallemos el radio de curvatura en A. De (F), del Articulo 105, obte-
nemos:

( (1 + (2) %
R = 2

Esto debe ser igual a la distancia

t 1-;-1 y a. fl
---

-3 -%
-2 % -% _3% _1%
-% 1%~ -7'í6 -9)1a2 -3
-1 Vz -Yo -),:í -%

O 74 O X O
I X Yo -Vz Yo

% 1%6 7'í6 _9)1az 3
2 % % _3% 1%
3 % %

V2 cuando ( 1.

v2.
Según (1) del Art. 3.

AA' = V' (Y. + Ya) 2 + (Yo - y.;)2

(3)

EJ EMPLO 4. Hallar las ecúaciones paramétricas de la e vo l u t a de la cicloide

~ x = a (/ - se n t),
f Y = a (1 - cos 1).

Solución. Como en el ejemplo del Articulo 82, obtenemos

dy= senl
dx - cos I a (1 - (OS I 1 2'

Sustituyendo estos resultados en las fórmulas (Gl. del Articulo 108, obte-
nemos

(4 1 ) a. = a (1 + se n t 1 .
I fl = - a (1 - (OS 1) .
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NOTA. Si eliminamos t entre las ecuaciones (4). resulta la ecuación rectan
gu lar de la evoluta OO'Qv referida a los ejes O 'a y 0 '13. Las coordenadas de O 
con respecto a estos ejes son (- ¡ca. - 2 a). Transformemos las ecuaciones (4) 

refiriéndolas a los nuevos ejes 

P' 
OX y OY. Entonces 

a = x - ¡ca. B = y - 2 a. 

Además. sea 

t = t' - IT .. 

ot---~~---~----------~---=~---

Sust itu yendo en (4 ) y redu
ciendo. las ecuac io nes de la evo
I u ta se tran sform a n en 

Fig. 92 ( 5) 5 x = a (t ' - sen t') . 
I y = a (1 - cos 1 ' ) . 

Pues to que (5) y (3) son de la misma forma. tenemos el resultado: 
La ev oluta d e una cicloide es una cicloide. cuyo circulo g enerador es igual al 

de la cicloide dada. 

110. Propiedades de la evoluta. 1 a evoluta tiene dos propiedades 
interesantes . 

Teorema 1. La normal en 

y 

o 

F ig. 93 

p ex, y) a la curva dada es tangente a la 
evoluta en el centro de curvatura 
e en, (3) correspondiente a P. (Ver 
las figuras del artículo anterior.) 

x 

Demostración. En la figura 93 , 

(1 ) a = x - R sen ' , 

B = y + R cos 1'. 

La recta pe está sobre la normal 
en P, y la pendiente de la recta pe 
es igual a 

Y-B = 
x - a tg T 

(2) 

= pendiente de la normal en P . 

Ahora vamos a demostrar que la pendiente de la evoluta es igual a 
la pendiente de pe. En efecto , obsérvese que 

pendiente de la evoluta = ~~ , 

puesto que a y B son las coordenadas rectangulares de cualquier punto 
de la evolu ta. 
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Elijamos como variable independiente la longitud del arco de la curva 
dada; entonces x, y, R, T, a, ~ son funciones de s. Derivando (1) 
con respecto a s, obtenemos 

(3 ) 

(4 ) 

da dx dT dR - = - - R cos T - - sen T -
ds ds ds ds ' 

d~ dy dr dR - = - - R sen T - + cos r - . 
ds ds ds ds 

Pero, según el Artículo 95 , 

dx dy dT 1 
ds = COS T, ds = sen T, Y ds = R' 

Sustituyendo en (3) y (4) y reduciendo, obtenemos 

(5 ) 
da dR 
-=- sen T -
ds ds ' 

d~ dR 
-- = COS T-. 
ds .' ds 

Dividiendo la segunda ecuación de (5) por la primera, se obtiene 

(6) d~ = _ ctg T = - -tI = pendiente de pe. 
da ' g T 

Teorema 2. La longitud de un a1"CO de la evolula es igual a la dife
rencia entre los radios de curvatura de la curva dada que son tangentes a 
ese arco en sus extremidades, a condición de que en todo el largo del arco 
de la curva dada R aumente o disminuya. 

Demostración. Elevando al cuadrado las ecuaciones (5) Y suman
do, obtenemos 

(7) (~~ r + (: r = (~~ r 
Pero si s' = longitud de un arco de la evoluta, 

dS,2 = da 2 + d~2 , 
según (e) del Artículo 95, si s = s', x = a, y = ~. Luego (7) nos 
dice que 

(dS')2 _ (dR)2 ds' _ ± dR 
( 8 ) ds - ds ,o sea, ds - ds . 

Si nos limitamos a un arco de la curva dada para el cual el segundo 
miembro no cambia de signo, podemos escribir 

(9) :~ = + 1 Ó 
ds' dR = - 1. 
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Es decir, la Tazón de variación del arco de la eooluia con respecto a R es
+ 1 Ú - 1. Luego, según el Artículo 50, incrementos correspondien-
tes de s' y R son numéricament.e iguales. Es decir,

(10 ) s' - s'o = ± (R - Ro) ,

o sea (fig. 88) , arco CCI = ± (PICI - PC) .

Queda así demostrado el teorema.
En el ejemplo 4 del Artículo 109, observamos que en O', R = O;

en P:, R = 4 a. Luego arco O'QQv = 4 a.

La longitud de una arcada de la cicloide (como OCVQv) es ocho veces
la longitud del radio del círculo que la engendra .

111. Las evolventes y su construcción mecánica. Encórvese una
varilla flexible dándole la forma de la curva ClC9 (fig. 94) " evoluta de
la curva P¡Pn ; supóngase que uno de los extremos de un hilo de lon-

gitud R9 está pegado a la va-
rilla en el punto C9 y que el
hilo esté tendido a lo largo de
la varilla (o sea, de la curva) .
Según lo dicho en el artículo
anterior, es claro que cuando
el hilo se desarrolla, mante-
niéndose tirante, el extremo
libre describirá la curva PlP9 .

De esto viene el nombre evo-
luia .

Decimos que la curva PiP«
0\e

~-le es una evolvenle de C¡C9. Evi-e~o
den temen te , cualquier punto
del hilo describirá una evol-
vente, de suerte que una cur-
va dada tiene una infinidad de
evolven tes, p e r o solamen te
una evoluta.

Las evolventes PIP9, P/ Pn' , P," PglI se llaman curvas paralelas,
puesto que la distancia entre dos de ellas, medida sobre sus normales
comunes, es constante.

El estudiante debe observar la posibilidad de construir la parábola
y la elipse (figuras 89 y 90), por medio de sus evolutas, empleando
este método.

l'!
J.~

J,r

Fi g . 94

CUR

PRC

Hallar el radio y el centro de cu
en el punto dado. Verificar los resul
curvatura está en la normal a la curv
cia desde el punto dado hasta el centro

1. 2 oy = X2; (O, O) .
2. x2 + 4 y2 = 25; (3. 2) .

3. x3 _ y3 = 19; (3. 2) .

4. xy = 6; (2, 3) .

5. Y = eX, (O. 1) .

6. Y = co s x : (O, 1) .

7. Y = In x: (1 , O) .
8. Y = 2 se n 2 x : (Y<í rr. 2) .

9. (x + 6) 3 + xy2 = O: (-
lO. 2 y = x2 - 4: (O. -2) .

11. xy = x2 + 2 (2. 3) .

12. Y = sen rcx : (Yz. 1) .

13. Y = ~ tg 2 x; (Ys n, )1)

Hallar las coordenadas del centre
de cada una de las siguientes curvas

14. y2=2px.

17. x% + y% = ay,.

18. Hallar los radios y los cen
puntos (1. 4) Y (2. 2). Trazar e
es su longitud?

Sol. E
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irá la curva p¡PU .
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e una infinidad de
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PROBLEMAS

Hallar e! radio y e! centro de curvatura de cada una de las siguientes curvas
en el punto dado. Verificar los resultados. demostrando: a) que el centro de
curvatura está en la normal a la curva en el punto dado; y b) que la distan-
cia desde el punto dado hasta el centro de curvatura es igual al radio de curvatura.

lo 2 Py = X2; (O. O) . Sol. (O. p) .

2. x2 + 4 y2 = 25; (3. 2) . (8Y;oo. - "%5) .

3. x3 - y3 = 19; (3. 2) . (5'Yr6. '~7) .

4. xy = 6; (2. 3) . (6Yt2. 37iÍ) .

5. Y = eX. (O. 1) . (- 2. 3) .

6. Y = cosx: (O. 1) . (O. O) .

7. Y = In .x ; (l. O) . (3. - 2) .

8. Y = 2 sen 2 x: (y.¡n. 2) . (X rt , IYs) .

9. (x + 6) 3 + xy2 = O; (-3. 3) . ( -13. 8) .

10. 2 Y = x2 - 4; (O. -2) .

1lo xy = x2 + 2 (2. 3) .

12. Y = se n nx: (Yz.l).

13. Y = Y2 tg 2 x; (Ys x, )1).

Hallar las coordenadas de! centro de curvatura en un punto cualquiera Le y)

de cada una de las siguientes curvas:

14. y2 = 2 p x . a=3y2+2p2
2 p

a = a4 + 15 y4
6 a2y •

a = (a2 + b2) x3

a4 '

13

Sol.

15.

17. x% + y% = a%. u = x + 3 xv,y".

(3 = y + 3 x%y!~.

18. Hallar los radios y los centros de curvatura de la curva xy = 4 en las
puntos (1. 4) Y (2. 2). Trazar el arco de la evoluta entre esos centros. ¿Cual
es su longitud?

Sol. En (1 . 4) . R, = ~V17. = 19 e _ 49.a '2 - 8'8
en (2. 2) . R2= 2 ';2. a = 4. (3 = 4:

R¡ - R2 = 5.933.
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Hallar las ecuaciones paramétricas de la ev ol u ta de cada una de las siguientes
curvas en función del parámetro t. Trazar la curva y su ev ol u ta , y. por 10 me-
nos. un círculo de curvatura.

28. x = a (cos t + t sen r ) .

y = a (se n I - t cos r ) .

29. x = 4 - t2• y = 2 t.

30. x = 2 t. Y = 16 - t2•

19. x = 3 t2• y = 3 t - t3.

20. x = 3 t. Y = t2 - 6.

21. x =6- t2• y = 2 t.

22. x = 2 t. Y = t2 - 2.

23. x = 4 t. Y = 3 + t2•

24. x =9- t2• y =21.

25. = 2 t. 3x y =-.
t

26. x=acost. y=bsent.

27. x = a cos" t.

y=asen3t.

Sol. a=%(1+2t2-t4). ~=-4t3.

a = - % t3• ~ = 3 t2 - %.
a = 4 - 3 t2• ~ = - 2 t3•

a = - 2 t3• ~ = 3 t",

a = - t3• ~ = 11 + 3 t2•

a = 7 - 3 t2• ~ = - 2 t3.

a = 12 t4 + 9 /3= 27 + 4 t4
4 t3 • 6 t

a = (a2 - b2) co s" t.
a

~= (b2 - a2) se n 3 t.
b

a = a cos ' t + 3 a cos t se n 2 t.

~ = 3 a cos? t sen t + a seri3 t.

(J. = a cos t. ~ = asen t.

31. x = t2• y = 76 t3•

32. x = 1 ....: cos t. Y = t - se n t.

33. x = cos+ t. y = sen4 t.

34. x = asee t. y = b tg t.

35. x = cos t. Y = t.

36. x = 6 sen t. y = 3 cos t.

37. x = 3 ese t. y = 4 ctg t.

38. x=a(t+sent).

!I = a (1 - cos r) .

39. x = 2 cos t + cos 2 t.

y = 2 sen t + sen 2 t.

40. Demostrar que en la parábola x~ + !J~ = a~ se tiene la relación
a + ~ = 3 (x + y).

41. Dada la ecuación de 1,

Deducir de esto la ecuación (

(a + ~
112. Transformación d,

demostrado independienten
según fórmulas que estable
sentaremos nos casos.

Intercambio de las variat

NOTACIÓN. Sea y' =

x' =

Según IX del Artículo 29

(I)

Ahora bien, y" =

Empleando (1) J obten

dy' _
dy -

(1) y" =

Además, y'/I ==

dy"
Empleando (1) J dy =

(K) y//I =
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41. Dada la ecuación de la hipérbola equilátera 2 xy = a Z , demostrar que 

a _ 13=(y-x)3 
- -az--' 

Deducir de esto la ecuación de la evoluta 

(a + ~) % - (a - 13) % = 2 ay, . 

112. Transformación de derivadas. De las fórmulas que hemos 
demostrado independientemente, algunas pueden deducirse de otras 
segtÍn fórmulas que establecen relaciones entre derivadas. Aquí pre
sen taremos OOS casos. 

Intercambio de las variables dependiente e independiente. 

NOTACIÓN. Sea , _ dy 
Y - dx' 

x' 
dx 
dy' 

dy' d 2y 
y" = dx = dx2' etc., 

dx' d2x 
X" - dy = dy2' etc. 

Según IX del Artículo 29, 

(1) 

Ahora bien, 

1 
y' =x' . 

dy' 
11 _ dy' dy 

Y - dx = 7' 

Empleando (1), obtenemos 

(J) 

Además, 

dy' _ X" 

dy - X'2 . 

y" = 

dyll 

y'" = dy" = !!:JL 
dx X' . 

dyll X' ;1;"' - 3 xl/ 2 

Empleando (J), dy = - '4 
X 

(K) yl/' = 
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y así sucesivamente para las derivadas superiores. Por estas fórmulas
las ecuaciones en y' , y'l, y"l , etc. , pueden transformarse en ecua-
ciones en x' , x" , X"I, etc.

EJEMPLO. Transformar (B) del Artículo 102 en la (C) del mismo ar-
tículo.

Solución. Empleando (1) y (J). se obtiene

K

X"
t/' - -;¡3 x"

(\ + y'2)% = (1 +_1_)% = - (X'2 + 1)%'
X'2

Transformación de coordenadas rectangulares en polares.

Las relaciones entre las coordenadas rectangulares y polares de un
punto son

(1) x = g cos e, y = º sen e .
Si la ecuación polar de una curva es Q = f (()), entonces las ecua-

ciones (1) son ecuaciones paramétricas para esa curva, siendo e el
parámetro.

NOTACIÓN. La variable independiente es e, y x' , x", y', y", Q', gil
representan derivadas sucesivas de estas variables con respecto a e.

Derivando (1),
- •. 'W

x' = - Q sen () + Q' cos () ,

y' =g cos e + Q' sen e ;
x" = - 2 g' sen e + (gil - g) cos () ,

y" = 2 Q' cos e + (gil - º) sen e.
Mediante las fórmulas (1), (2) Y (3), las ecuaciones en z , y,

x' , y' , x" , y" pueden transformarse en ecuaciones en p , e, Q', (/'.

(2 )

(3 )

EJEMPLO. De la fórmula (D). del Artículo 103. deducir directamente
la fórmula (E) del Artículo 104.

Solución. Tomando separadamente el numerador '/ el denominador en (D) .
sustituyendo según (2) y (3) y reduciendo. obtenemos los resultados

X' y" - y' x" = Q 2 + 2 Q'2 - Q Q" ;

X'2 + y'2 = Q2 + (1'2.

Sustituyendo estos valores en (D). tenemos (E).

En los problemas 1 a 5, in«
dien tes

1. X d2y + r,¡dy = O.
d x? . dx

2. dr,¡ + (dYy+ (y - 2) ~
dx dx . (

3. (r,¡ - 4) (dYy+dY_,
dx dx,

4. d3y+ 2(dy)(d2y
'xy- Y - -

dx3 dx d x",

5. (d
2y

) (~2Y) = y (dY)
d x? d x" dx

6. Transformar

xdy _
dx

7. Transformar la ecuacir

x = cos t.

8. Transformar la ecuaci

x=-

PROB:

1. Dada la curva x = 3
ecuaciones paramétricas de 12
para t = 0, y demostrar que
dada. Sol.

2. Si R es el radio de
b2x2 + a2y2 = a2b2 y D es \
trazada en ese punto. dernosi

3. Hal lar las ecuaciones ,
x como parámetro. Hallar 1,
de curvatura correspondient
calcular la longitud de la par
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PROBLEMAS 

En los problemas 1 a 5. inte rcambiar las varia bles dependi ente e ind epe n
di entes 

1. 
dO d 
x~+ y---.lt =0. 

dX2 . dx 

2. dy + (d y ) 3+ ( y _ 2) d
2

y = O. 
dx dx . dX2 

1 • (dx)2 ( 2) d
2
x - O -r - -y - _-o 

dy dy2 

- + - + 1) - 4 = O. d
2
x (d X ) 2 . 

dy2 dy 

4. xy d
3

y + y2 (dI)) ( d
2y

) = ( d
y )4. 

d x 3 dx dX2 dx 

5. ( d
2y

) (d3y) = Y (d y )4 
dX2 dx 3 dx 

6. Transformar 

7. Tran sfo rmar la ecuaci ó n d
2

y 
dX2 

s uponiendo x Q cos Y. 1) = Q se n 8. 

Sol. 
Q2 

x d y + _y_ = O. 
1 - X2 dx 1 - X2 

suponi endo 

x = cos t . 

Sol. 

8. Transformar la ecuaci ó n d 2 y dy a 2 

x 2 + 2 x - + 1) = O. 
dX2 d x X2 

x Sol. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

d 2 
J+y=O. 
dt 2 

s u poniendo 

O. 

1. Dada la curva x = 3 cos t +- cos 3 t . Y = 3 sen t - sen 3 t . hallar las 
ecuaciones p a ramétricas de la ev oluta. Hallar también el ce ntro de cur va tura 
para t = O. y demostrar que coincide con el punto correspondi ente d e la cur v a 
dada. Sol. a= 6 cosc-2cos3t. ~=6sent+2sen3t . 

2. Si R es el radio de cur vat ura en un punto cualquiera de la elip se 
b 2x2 + a2 y2 = a2 b 2 y D es la distancia perpendicular del origen a la tangente 
trazada en ese punto. demostrar que RD3 = a2b 2 • 

3. Hallar la s ec uaciones de la evoluta de la parábola y2 = 4 x. empleando 
x como parámetro. Hallar los puntos de la parábola para los cuales los centros 
de curvatura correspondientes son también puntos de la parábola. De aquí. 
calcular la longitud de la parte de evoluta interior a la parábola . 

Sol. (2. ± 2V2); 4(V27 -: 1). 
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202 CALCULO DIFERENCIAL 

4. a) En cada punto (x, y) de cierta curva, su pendiente es igual a 
x (1 + y) 

____ , y Id curva pasa por el punto (2, O). Verificar que la ecuación de 
V 5 - X2 

lacurvaes log (1 +y) = 1 -V5 - x 2 • 

b) Hallar la curvatura de la curva en el punto dado, y trazar una pequeña 
porción de la curva cerca de él. 

e) Trazar el círculo de curvatura para este punte. 

Sol. 

Sol. K =~V5 25 . 

8 
fJ. =9' B = 2-. 

9 

5. La pendiente de la tangente a cierta curva e en un punto cualquiera P 

es dy = ~ , en donde s es la longitud del arco HP (H es un punto fijo) y 
dx a 

a una constante. El centro de curvatura de e correspondiente a P es PI. Si R 
representa el radio de curvatura de e correspondiente a p, y R'el radio de 
curvatura de la evoluta de e correspondiente a P', demostrar que 

a) R=s2+a
2

; b) 
a 

R I = 25 (52 + a2
) 

a2 
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CAPITULO XI 

TEOREMA DEL VALOR MEDIO y SUS APLICACIONES 

113. Teorema de Rolle. Veamos ahora un teorema que es funda
mental en el desarrollo teórico del Cálculo infinitesimal . 

Sea y = f (x) una función uniformé de x, continua en todo el 
intervalo [ a, b 1 (Art. 7) Y que se anula en los extremos del in ter
valo, es decir, f (a) = O, f(b) = o. Supongamos también que f (x) 
tiene una derivada f'(x) 
en cada punto interior 
(a < x < b) del inter
valo. Entonces la fun
ción se representará grá
ficamente por una curva 
continua, tal como la de 
la figura 95. La intui
ción geométrica nos dice 
inmediatamente que 
existe por lo menos un 

y 

o 

p 

x 
(b,oJ 

Fig. 95 

valor de x, comprendido entre a y b, en el que la tangente es paralela 
al eje de las x (como en P) i es decir, la pendiente en este punto es 
cero . Eso ilustra el 

Teorema de Rolle. Si f (x) es continua :m el intervalo [a, b 1 y se 
anula en sus extremos, y tiene una derivada f' (x) en todo punto interior 
del intervalo, entonces existe por lo menos un valor de x, comprendido 
entre a y b, en el que f' (x) es igual a cero. 

La demostración es sencilla. En efecto, f (x) tiene que ser positiva 
o negativa en algunas partes del intervalo, salvo el caso de anularse 
en todos los puntos (pero en este caso el teorema es evidentemente 
cierto) . Si suponernos que f (x) es positiva en una parte del inter
valo, entonces f (x) tendrá un valor máximo en algún punto dentro 
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del intervalo. Igualmente, si j (x) es negativa, tendrá un valor
mínimo. Pero si j (X) es máxima o mínima (a < X <b), enton-
ces j'(X) =0. De otra manera,j(x) aumentaría o disminuiría

cuando x pasa por X (Art. 51).

Consideremos ahora la [u

F (x) = (x-

y

La figura 96 ilustra un caso en el
que el teorema de Ralle no se aplica.
En la figura. f (x) es continua en
todo el intervalo [a. b]. pero t' (x)
no existe para x = c. sino que se
vuelve infinita. En ningún punto
de la gráfica la tangente es paralela
al eje de las x.

donde y está definida por (j
De las ecuaciones (2) ob

F(xo) = O,

o x

Luego, según el teoremt
larse para dos valores de x I
mos x', y el otro entre x¡ J

F'(X')
Fig. 96

A continuación damos dos
aplicaciones del teorema de Rolle a la Geometría.

Igualmente, pOI' la misa
valor de x entre Xl y x" , (

114. Círculo osculador, Si trazamos un círculo que pase por tres
puntos próximos, Po, P, , P2, de una curva, y hacemos que P1 y P2

se acerquen a lo largo de la curva
a Po como posición límite, enton-
ces, en general, este círculo ten-
derá a la magnitud y posición de un
círculo límite que se llama el círculo
osculador de la curva en el punto Po.

En consecuencia, los ell
por los puntos Po, P«, P2

F(xo) = O,

Teorema. El círculo osculador
es idéntico al círculo de curvatura.

Demostración. Sea la ecuación
de la curva

Ahora bien, hagamos ql
posición límite; entonces
como límite, y los elementc
m inan por las tres ecuaciom

F (xo) = O,

o sea, omitiendo los sub-in

Fig. 97 (1)
(3) (x-ar+
(4) (x-a)+(

(5) 1 + y'2 + (1

Resolviendo (4) Y (5)
mas (y" ~ O)

y sean xo, zr , X2 las abscisas respectivas de los puntos Po, Pi , P2 ,

(al, B') las coordenadas del centro y Riel radio del círculo que pasa
por los tres puntos. Entonces la ecuación del círculo es

(x - a/)2 + (y - BI)2 = R12,

y puesto que las coordenadas de los puntos Po, P, , P2, deben satis-
facer esta ecuación, tenemos

(6 )
yl(

x-(J.=-

(2)

Resolviendo (6) con n
a (G) del Artículo 108. f
resolviendo con respecto [
Luego el círculo osculador
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Consideremos ahora la función de x que se define por 

F(x) = (x - a')2 + (y _ ~,)2 - R'2, 

donde y está definida por (1). 
De las ecuaciones (2) obtenemos 

Luego, según el teorema de Rolle (Art. 113), F' (x) debe anu
larse para dos valores de x por lo menos, el uno entre Xo y Xl, d iga
mos x', y el otro entre Xl y X2, digamos Xi' ; es decir, 

F '(x') = O, F'(x") = O. 

Igualmente, por la misma razón, F" (x) debe anularse para algún 
valor de x entre x' y X" , digamos X3 ; por tanto, 

F" (X3) = o. 

En consecuencia, los elementos a', ~', R! del círculo que pasa 
por los puntos Po, PI, P2 deben satisfacer las tres ecuaciones 

F(xo) = O, F'(x') = O, F"(X3) = o. 
Ahora bien, hagamos que los puntos PI y P2 tiendan a Po como 

posición limite; entonces Xl , X2, x', X" , X3 tenderán todos a Xo 
como límite , y los elementos a, ~, R del círculo osculador se deter
m inan por las tres ecuaciones 

F(xo) = O, F'(xo)=O, F"(xo) =0; 

o sea, omitiendo los sub-índices por 

(3) (x - a)2 + (y - ~)2 = RZ, 

(4) (x - a) + (y - (3)y/ = O, derivando (3) . 

(5) 1 + yi2 + (y - f3 )y" = O, derivando (4) . 

Resolviendo (4) Y (5) con respecto a x - a y y - 1:1 J obtene
mos (yl/ ~ O) 

(6 ) 
y' (1 + y'2) 

x-a= " , y 

1 + y/ 2 
7}-11 = - --o , y" 

Resolviendo (6) con respecto a u y f3, el resultado es idéntico 
a (G) del Artículo 108 . Sustituyendo en (3) los valores de (6) y 
resolviendo con respecto a R, el rf~su ltado es (F) del Artículo 105 . 
Luego el círculo osculador es idén tico a l círculo de curvatura. 
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206 CALCULO DIFERENCIAL 

En el Artículo 28 definimos la tangente en P como la posición 
límite de una secante trazada por P y un punto vecino Q de la curva. 
Vemos ahora que el círculo de curvatura en P se puede definir como 
la posición límite de un círculo trazado por P y otros dos puntos 
Q y R de la curva. 

115. Punto límite de la intersección de dos normales infinitamente 
próximas. 

Teorema. El centro de curvatura e correspondiente a un punto P 
de una curva es la posición limite de la intersección de la normal a la 
curva en P con una normal infinitamente próxima. 

Demostración. Sea la ecuación de una curva 

(1) y=f(x). 

Las ecuaciones de las normales a la curva en dos puntos próximos, 
Po y PI (fig . 98), son 

(xo-x) + (yo - y)fI(XO) =0, 

(Xl - X) + (y¡ - y)fI(X¡) = O. 

Clo.(3) 

F ig. 98 

Si las normales se cortan en el (al, ~/), las coordenadas de ese 
punto deben satisfacer ambas ecuaciones, de lo que tenemos 

(2 ) 
f (xo - a') + (yo - W) l' (xo) = O, 
\ (Xl - a') + (Yl - [1')f' (XI) = O. 

Consideremos ahora la función de x que se define por 

</>(x) = (x - a') + (y ..,- W)y', 

donde y está definida por (1). 
Entonces las ecuaciones (2) muestran que 
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Pero entonces, según el teorema de Rolle (Art, 113), ep' (x) debe 
anularse para algún valor de x entre Xo y Xl, digamos X', En conse
cuencia, a' y W se determinan por las dos ecuaciones 

ep (xo) = O, ep' (x') = O, 

Si PI se acerca ahora a Po como posición límite, entonces x' tien
de a Xo lo que da 

ep (xo) = O, ep' (xo) = O ; 

y C' (a', 11') se acercará, como a posición límite, a un punto 
C (a, ~) de la normal en Po, Omi tiendo los subínd ices y los acen
tos, las últimas ecuaciones son 

(X - a) + (y - ~ )y' = O, 

1 + y,2 + (y - ~ )y" = O, 

Resolviendo con respecto a a y ~, los resultados son idénticos 
a (G) del Artículo 108, corno se quería demostrar, 

116. Teorema del valor medio. Para las aplicaciones subsecuen
tes necesitarnos el siguiente 

Teorema. Si f (x) y F (x) , y sus pn'meras derivadas, son continuas 
en todo el intervalo [ a, b 1, y F' (x) no se anula dentro del 7:ntervalo, 
entonces, para algún valor x = Xl comprend1:do entre a y b, es 

(A) 
f(b) - f (a) f'(x¡) 
F(b) - F(a) = F'(x¡)· (a < Xl < b) 

Demostración. Consideremos la función 

(1) 
_f(b) - f(a) 

ep (x) = F (b) _ F (a) [F (x) - F (a) 1 - [ f (a;) - f (a) 1 , 

Evidentemente, por ser ep (a) = ep (b) = O, puede aplicarse el teo
rema de Ro lle (Art, 113), Derivando, 

(2 ) ep' (X) = f(b) - fea) F'(x) - f'(x), 
F(b) - F(a) 

Esta expresión debe anularse para un valor X = XI entre a y b, 

(3 ) f(b) - f(a)F'(x )-f'(x) = O 
F (b) _ F (a) 1 1 ' 
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Dividiendo por F' (xI) (teniendo en cuenta que F' (Xl) no se
anula), y transponiendo, el resultado es (A), como se quería de-
mostrar.

Cuando F (x) = x, (A) se convierte en

PE

(a < Xl < b)

1. Comprobar el teorema de R.
casos los valores de x para los que

(B)

a) {(x) = x3 - 3 x.
b) {(x) =6X2-X3.

e) {(x) = a + b x + cx2•

d) {(x) = sen x ,En esta forma el teorema tiene una interpretación geométrica
sencilla. En la figura 99, la curva es la gráfica de f (x). Además,

OC ='a,
OD = b ,

CA = f (a),

DB = f (b).

2. Si {(x) = tg x , entonces I
Ralle ¡puede asegurarse que {'(x)
Razonar la respuesta.

Luego
3. Si (y + 1)3 = x2, entone

x = + l. Según el teorema de R
algún valor de x entre - I Y + I?

'1¡,

f (bi ~!(a) = pendiente de la cuerda AB.

Ahora bien, en (B) f' (zr ) es la pendiente de la curva en un
punto del arco AB, Y la fórmula (B) nos dice que la pendiente en

ese punto es igual a la pendiente de AB
Luego, en el arco AB, hay un punto,
por lo menos, en el que la tangente es
paralela a la cuerda AB.

El sstudiante debe trazar curvas,
como la primera curva del Artículo 113 ,

IJ o que hagan ver que pueden haber en el
intervalo más de uno de tales puntos,

Fig. 99 Y también curvas que ilustren que el teo-
rema puede no ser cierto si f (x) llega a

ser discontinua para algún valor de X entre a y b, o si f' (x) llega
a ser discontinua como en la figura 96.

r:¿uitando denominadores en (B), podemos también escribir el
teorema en la forma

4. En cada uno de los siguient

{(b) = fe,

a) ((x) = x2, a = 1,

b) ((x) =V--;, a = I.

c ) {(x) = eX, a = O,

d) ((x) 2 a = I.= -,
x

e) ( (x) = In x , a = O,

f) ((x) Jtx
= sen Z' a =

5. Sisedan{(x)=~,a
x

es para alguno) será {(b) = {(a)

6. Si se dan {(x) = xX, a
es para alguno) será {(b) = {(a:

(c) f(b) = f(a) + (b - a) f' (x¡). 117. Formas indetermina
valor de la variable independi

Si ahora suponemos b = a + !la j entonces b :- a = tsa , y puesto
que Xl es un número entre a y b, podemos escribir:

Xl = a + í) . !la ,

siendo (J una fracción propia positiva. Sustituyendo en (C) obtene-
mos, otra forma del teorema del valor medio,

o
O '

00

00'
O X 00

se dice que es indeterminada,
sión analítica dada no define
plo, tenemos

(D) f ia + !la) - f(a) = !laf'(a + (J. A«). (o < (J < 1)
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F' (Xl) no se
se quería de-

PROBLEMAS

1. Comprobar el teorema de Ro l le , hallando en cada uno de los siguientes
casos los valores de x para los que {(x) y {I (x) se anulan.

(a < Xl < b)
a) ((x) = x3 - 3 x . e) ((x) = sen rrx - cos rrx.

b) ((x) = 6 x2 - x3• f) ((x) = tg'x - X.

c) ((x) =a+bx+cx2. g) ((x) = x In x ,

d) ((x) = se n x . h) {(x) = x e",.ión geométrica
(a ). Además,

2. Si {(x) = tg x , entonces {(O) = ° y {(rr) = O. Según el teorema de
Rolle ¿puede asegurarse que {'(x) se anula p ar a algún valor de x entre ° y rr ?
Razonar la respuesta.

B.

3. Si (y + 1) 3 = x2, entonces y = U cuando x = - 1 Y Y = ° cuando
x = + l. Según el teorema de Rolle ¿puede asegurarse que y' se anula para
algún valor de x entre - 1 Y + l? Razonar la respuesta.

4. En cada uno de los siguientes casos, hallar x i de manera que
a curva en un
a pendiente en
ndiente de AB
hay un punto,

la tangente es

{(b) = i I a) + (b - a){'(xl)'

a) ((x) = x2, a = 1, b = 2. Sol. Xl = 1.5.

b) ((x) =V---;, a = 1. b = 4. Xl = 2.25.

c) {(x) = eX. a = 0, b = 1. Xl= In (e - 1) = 0,54.

d) ((x) 2 1. b = 2.a =
x

e) ((x) = In x, a = 0,5. b = 1,5 .

f) {(x) rrx a = 0, b = 1.= sen-,
2

5. Si dan {(x) l - 1, b = 1. i para qué valor de ( si lose = -, a = Xl
X

es para alguno) se rá ( (b) = {(a) + (b - a){'(xl)?

trazar curvas,
I Artículo 113 )
en haber en el

tales puntos,
tren que el teo-
si f (x) 11ega a

si f' (x) llega

ién escribir el 6. Si se dan {(x) = x%, a = - 1. b = 1. ¿para qué valor de Xl (si lo
es para alguno) será f (b) = {(a) + (b - a) t ' (Xl) ?

117. Formas indeterminadas. Cuando una función) para cierto
valor de la variable independiente, toma una de las formas

ts«, y puesto o
O '

00-00,
00

00'
o X 00 ,

n (e) obtene-
se dice que es indeterminada. Para ese valor de la variable) la expre-
sión analítica dada no define la función. Supongamos que, por ejem-
plo, tenemos

f (x)
y = F(x) ,(o < e < 1)
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y que para algún valor de la variable, como x = a, es 

fea) = 0, Fea) = O. 

Para este valor de x, nuestra función no está definida; por tanto, 
podemos asignarle cualquier valor que queramos. De lo ya dicho 
(caso II del Art. 17) es evidente que lo más conveniente, si es posi
ble, será asignar a la función un valor que complete a la función y la 
haga cont inua cuando x = a. 

118. Determinación del valor de una función cuando ésta toma una 
forma indeterminada. Si la función f (x) adquiere una forma indeter
minada cuando x = a, entonces, si lim f (x) existe y es finito, com

x --7 a 

pletamos la función asignándole este valor para x = a. Así la función 
se hace continua para x = a (Art . 17)'. 

A veces el valor límite se encuentra después de transformaciones 
sencillas, C0ll10 ocurre en los siguientes ejemplos. 

EJEMPLO l. Dada f(x) = x
2

- 4. demostrar que lím f(x ) =4. 
x - 2 x --7 2 

Solución. f (2) es inde terminada. Pero dividiendo el numerador por el 
denominad o r . f ( x) = x + 2. y lím (x + 2 ) = 4. 

%--7 2 

EJEMPLO 2. Dada f (x) = scc x - tg x, demostrar que lím f (x) = O. 
X-----7 !-11i 

Solución. f ( x ) es indeterminada ( 00 -00 ) . Transformémosla como sigue: 

sec x _ tg x = 1 - sen-=: = !.. - sen x . 1 + sen x = cos x 
cosx cosx l+senx l+senx' 

y el límite de esta última fracción. cuando x --7 %, es cero . 

V éase también el Artículo 18. Los métodos generales para deter-· 
minar los valores de las formas indeterminadas del Artículo 117 se 
basan en el Cálculo infinitesimal. 

119. Determinación del valor de la forma indeterminada ~. Si 

una función dada de la forma ~~:~ es tal que fea) = ° y F(a) = O, 

la función es indeterminada cuando x = a; entonces necesitamos 

hallar lím f (:1:) 
X--7 0 F (x) 
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Demostraremos la igualdad 

(E) 
, j{x) , JI (x) 

11m F{ ) = hm F I ( )' x-7a x x-7a x 

Demostración. Según (A) del Artículo 116, haciendo b = x y re
cordando que fea) = F(a) = O, tenemos 

(1) 
f (x) fl (x¡) 
F (x) = F I (xl) . (a < Xl < x) 

Si x -7 a, asimismo Xl -7 a. Luego, si en (1) el segundo miem
bro tiende a un límite cuando Xl -7 a, el miembro de la izquierda 
tenderá al mismo límite. Así queda demostrada la igualdad (E). 

De (E), si fl(a) y F I (a) no son cero ambos, tendremos 

(2 ) lím f (x) = fl(a) 
r-7 a F(x) FI(a)" 

Regla para determinar el valor de la forma indeterminada ~ . 

Se halla la derivada del numerador para obtener 1m nncvo numerador; 
se halla la derivada del denominador para obtener un nuevo denominador. 
El valor de esa nueva fracción, para el valor asignado de la variable, .será 
el valor limite de la primera fracción. 

Si acontece que las primeras derivadas también se anulan para 
X = a (es decir, f l (a) = O Y F' (a) = O), entonces podemos aplicar 

(E) 1 f . , f I (x) '1 l d a a . raCClOn F' (x)' y segun a reg a ten remos 

, f (x) f" (a) 11m -- = ---
x-7 a F(x) F"(a)' 

Puede ser necesario repetir el procedimien to muchas veces. 

El lector debe prevenirse contra el e rror muy frecuente que se comete cuando 
se tie n e el descuido de hallar la derivada de toda la ex presi ó n, considerada como 
f ra cc ión, aplicando la fór mul a VII (A rt . 29) . 

S i a = 00 , la s us titu ció n x = -'- reElu ce el prob lema a la determinación del 
z 

l imi te p ara z = O. 

As í , 
- f' (-'-) J. 

lím f(x) = lim z z-
:r-7'" F(x) <-70_ F'(-'-)-'--

Z Z2 

f' (-'-) 
= lím z = lím ( 'ex). 

<-70 F ' ( -+) x-7 WF' (x) 

Luego la regla también es cierta pa ra este caso. 
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EJEMPLO l. Demostrar que lím sen nx = n.
:1:--70 x

4. , eX - e-x11m .
:1:--70 sen x

{(O) = O, F (O) = O.

5. lim tg x - x
:1:--70 x - sen x

Demostración. Sean {(x) = sen nx , F (x) = x. Entonces

Luego, según (E),
lím {(x) = lím (I (x) = lím n cos nx

"'--70 F (x) "'--70 F' (x) "'--70
n,

6. l í rn Insenx
rr (it - 2 x ) 2

X--72"

como se quería demostra r.

I¡I'

11.

lím {(x) = lím ('(x) = lím 3 x2
- 3

"'--71F(x) x--71F'(x) :I:--713x2_2x-

= lím {" (x) = lím ~ = 2..
",--71 F" (x) :1:--716 x - 2 2

O= O (indeterminado)

7. lim a'" - bX
---o

:1:--70 x

8. lím fJ - arc sen fJ
9--70 sen3 e

9. lím sen x - sen rf¡
X--7<1> x-rf¡

10. lím eY + se n y - I
11--70 In (1 + y)

11. lím
sec2 rf¡ - 2 tg rf¡

'1>--7f
I + cos 4 rf¡

12. lím r3 - ar2 - a2r +
T--7Q (2 _ a2

lím
,/3x - V 12-

13.
"--73 2 x-3V 19-5 ~

lím
V 16x-xL2~

H.
2-V'DX--72

Demostrar que lím x3
- 3 x + 2 3

X--7l x3 - x2 - X + I = 2'
Demostración. Sean {(x) = x3 - 3 x + 2, F (x) = x3 - x2 - X + l.

EJEMPLO 2.

Entonces, {(I) = O, F (1) = O. Luego, según (E),

EJEMPLO 3. Demostrar que lím ~x - e-X - 2 x = 2.
:1:--70 x - sen x

~
;;¡

".,''.Irl!,

Demostración. Sean ((x) = eX - e-x - 2 x , F(x) = x - sen x .

Entonces {(O) = O, F (O) = O. Luego, según (E),

lím ~ = lím ('(x) = lím eX + e-'" - 2 O (indeterminado)
:I:-70F(x) X--70F'(x) X--70 l-c0sx =0

= lím {" (x) = lím eX - e-X _ O (indeterminado)
X--70 F" (x ) "'--70 ~ - O

= lím {'" (x) = lím eX+ e-X = 2.
X--70 F'" (x) "'--70 cos x

PROBLEMAS

Determinar por derivación el valor de cada una de las siguientes formas
indeterminadas. "

1. lím x2
- 16

X--74 x2 + x - 20
8

Sol. 9'

2. lím~.
:1:--7a x" - al!

"3. lím ~.
x--71x-1

1. 18. Se da un círculo (f ig
Si AM es igual al arco AP,
Aa, hallar la posición l im itt

* Después de derivar. el estudiante debe en todos los casos reducir el resul-
tado a la forma más sencilla posible antes de sustituir el valor de la variable.
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, eX - e-x
11m .

X--70 se n x
So/. 2.

2.

- Ys.

In !!.-.
b

- }i.

cos cj>.

2.

Yz.

15. li tg O + sec O - I1m -
9--70 tg O - sec O + I

16. lím x - sen x
x--70 x3

17. lím
tg x - sen x

X--70 sen ' x

T

4.

lím tg x - x
X--70 x - sen x

5.

6. lím In sen x
rr (1t-2X)2

X--72'

7. . a'" - bX
11m---.

X--70 x

8. lím 0- arc sen O
9--70 se n ' O

rminado)
9. lím sen x - sen cj>

X--7<!> x - cj>

10. lím el/+seny-I
U--70 In (1 + y)

11. lím sec2 cj> - 2 tg cj>
I + c o s 4 cj>'P--7-¡'

12. lím r3-ar2-a2r+a3
•

T-----¿,Q r2 - a2

,/3x-V~
13. lím .

,,--73 2 x-3V 19-5 x

, V 16 x-xL2~~
14. l í m .

X--72 2-.y'-2 x3

es formas

18. Se da un círculo (f ig . 100) de centro O y radio r , y una tangente AT.
Si AM es igual al arco AP. y B es la in re r se cc i ó n de la recta M P con la recta
AO. hallar la posición límite de B cuando P tiende a A como posición límite.

Sol. OB = 2 t ,

8

8
'9

na71-1 Fig. 100

1.

r el resul-
iable.
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00 
120. Determinación del valor de la forma indeterminada 

00 

Para obtener el valor de lím f
F
· «x») cuando f(x) y F(x) se hacen 

X-7 a x , 
ambas infinitas cuando x -7 a, seguiremos la misma regla que se dió 
en el Artículo 119 para determinar el valor de la forma indetermi

O 
nada O. A saber: 

00 
Regla para determinar el valor de la forma indeterminada 

00 

Se halla la derivarla del numerador para obtener un nuevo numerador; 
se halla la derivada del denominador para obtener un nuevo denominador. 
El valor de esa nueva fracción para el valor asignado de la variable será 
el valor límite de la primera fracción . 

Una demostraci6n rigurosa de esa regla queda fuera del propósito 
de este libro. 

EJEMPLO. Demostrar que lím In x = o. 
"'-7 0 csc x 

Demostración. Sean f ( x ) = In x, F ( x) = csc x. Entonces 

{ (O) = - oo. F (O) = oo. 

Luego, segú n la regla, 

lim f(x) = l ím {,( x ) = lím x = lím - se n 2 
x =~. 

X-70 F (x) "' -70 F~ (x) "'-70 - csc x ctg x "'-7 0 x cos x O 

Ento nces , según (E ) , 

l ím - sen 2 x = ¡ím - 2 sen x cos x = O. 
"'-70 x cos x "'-70 cos x - x se n x 

121. Determinación del valor de la forma indeterminada O. oo. 
Si una función f (x) . '" (x) toma la forma indeterminada O· 00 para 
x = a, escribimos la función dada en la forma 

f(x)· "'(x) = f ix ) (o bien = "'ix ) ) 

"'(x) f(x) 

a fin de hacer que tome una de las formas ~ o :. Entonces se apli

ca la regla del Artículo 119 o la del Artículo 120 . 
Según esto, el producto f (x) . '" (x) puede escribirse en una u otra 

de las dos formas que hemos dado . Por lo general, una forma es mejor 
que la otra; la elección depende del ejemplo. 
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a o. oo ,
00 para Calcular el valor de cada una de las siguientes formas indeterminadas:

1. lím In x Sol. O. 6. lím crg x Sol. - oo.
X-7'" 7n' X-70 In x'

2. l í ctg x 2. 7. lim Insen2x l.1m - -.
X-70 ctg 2 x X-70 In sc n x

3. lím tg 3 O ~. 8. lím xlnsenx. O.
se apli- 0-7 %- tgB' X-70

4. lím x3 O. 9. lím ~tg~ Vz ¡r2.

a u otra X-7co ex' 1>-70 <p 2

s mejor
lím ~. lím x sen~.5. -zo , 10. Q.

"'-700 In x X-7"" x

00da
00

e hacen

ue se dió
determi-

nada 00

00

mettulor;
mituulor.
able será

ropósito

o
O

TEOREMA DEL VALOR MEDIO Y SUS APLICACIONES 215

EJEMPLO. Demostrar que lím (sec 3 x co s 5 x) = - :Ya.
X-7J1"

Demostración. Puesto que sec % rt = o: , cos % n = O. escribimos

sec 3 x cos 5 x = __1_ . cos 5 x = cos 5 x .
cos 3 x cos 3 x

Sean {(x) = cos 5 x , F (x ) = cos 3 x . Entonces {(Yz rr) = O. F (Yz n ) = O.
Luego. según (E).

lím {(x) = lím {'(x) = lím - 5 sen 5 x 5
x-7J1"F(x) x-7y,,,F'(x) x-7y,,,-3sen3x 3'

122. Determinación del valor de la forma indeterminada co - co .
En general, es posible transformar la expresión en una fracción que

tomará la forma ~ o :

EJEMPLO. Demostrar que lím (sec x - tg x ) =-0.
X-7J1"

Demostración. Tenemos sec Yz n - tg Vz n = 00 - 00 (indeterminado).
Según (2). del Artículo 2.

sec x - tg x
sc n x 1- sen x

cos x cos x cos x

Sean i t;x ) = 1 - se n x , F (x) = co s x . Entonces {(Yz re) = (j, F (Vz rr) = O.
Luego. según (E).

lím {{xl = lím {'(x) = lim - cos x = O.
l'-7y,,,F(x) "'-7l'Í" F'(x) X-7Yz" - se n x

PROBLEMAS
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216 CALCULO DIFERENCIAL

11. lím (Jt-2x) tg x. 20. l' ctg 2 x1m ---o"----7 f Sol. 2. "----70 ctg 3 x

12. Iím (l-tg IJ) sec 2 IJ. 1. 21. lím (aZ _ </>Z) tg Jt</>.

9 ----7T
<I>----7a 2 a

22. lím (sec 5 () - tg IJ) .

13. lím [_2_ - _1 l -lIz· 9----7f
x----71 x2 - I x - 1

23. lím [~- Jt l
14. l' [1 x ] -1. "----70 4 x 2 x (e"x + 1)

X~l In x - In x .

lím [J. - -I-l
lím [_2_ 1 l 24.

15. ~. . "----70 x2 x tg x
<1>----70 sen 2 </> I - cos </>

lím,,[x tgx -~ secx llím [_Y ___ I 1 25.
16. )1.

V----71 y-I Iny. X----72

j Iím [-I-~l 26. ' x2 - 4 Jtx17. /6. 11m -- tg-.

I~
"'----70 se n? x x2 x----72 x2 4

x + In x 27. lím [ I
~~l18. lím (1 + x)x ----700 x In x "'----70 lag

19. lím IJcsc 2 D. 28. lím [_1_- ~ l9----70 "----70 sen 3 x x3

TEOREMA DEL VAL

EJ EMPLO l. Demostrar q

Demostración. La función t

Sea

entonces In

Según el Art. 121. In

Según el Art. 120. lím ~
X----70 ~

x

Determinación del valor de las formas indeterminadas 0°,
Si una función de la forma f (X )4>(x) toma una de estas tres

debemos de tener, para cierto valor de x,

Luego. lím In y = O.
X----70

EJEMPLO 2. Demostrar q

Demostración. La función I

Sea y =

123.
1"", co P,

formas,

ntonees In y =

Según el Art. 121. In y =

o

f(x) = 0,

f (z) = 1,
f (x) = co ,

cf>(x) =0,

cf>(x)=co,

cf>(x) =0,

lo que da 0°;
lo que da 100

,

lo que da co ".

Según el Art. 119. lim
"----71

o Luego. Iím In y = 2..
,,----71 Jt

Sea y = f (x)<l>Cx).
EJEMPLO 3. Demostrar q

Tomando logaritmos naturales de ambos miembros,
Demostración. La función

In y = cf> (x) In f (x) .
Sea

En cada uno de dichos casos, el logaritrno natural de la función y
tomará la forma indeterminada

en to nces

O' co .
Según el Art. 121. Ir

Determinando el valor de esta expresión por el procedimiento del
Artículo 121, tenemos el límite del logaritmo de la función. Este
límite es igual al logaritmo del límite de la función; siendo así, se
sabe el límite de la función. En efecto, si lím In y = a, entonces
lím y = ea.

Según el Art. 120.

lím In etg x =
"'----70 ese x

Luego. Iím In y =z O. y
"----70
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EJEMPLO 1. D emostrar que Iím XX = 1. 
z~O 

Demostración. La función toma la forma indeterminada 00 cuando x = O. 

Sea y = xx; 

en ton ces In y = x In x = O . - oo. cuando x = O. 

Se g ún el Art. 121. In x - 00 
In y = -- = --. cuando x = O. 

I 00 

x 

Según el A rt. 120. lim In x = l ím x = O. 
J:~O I :z;~o--I 

x 

Lue go . lím In y = O. y Iím y = lím XX = eO = l. 
x~o :z;~ O x~o 

~ 
EJEMPLO 2. Demostrar que lím (2 - x) tg ~ ,;X e rr . 

x~ l 

Demostración. La función toma la forma indeterminada I Xl cuando x = l. 

Sea y = (2 - x) tg ~ rr,,; 

nton ces In y = tg Vz 1tx In (2 - x) 00 . O. cuando x = l . 

Según el Art. 121. In y 

Según el Art . 119 . lím 
x~l 

Luego. lím In y = 3... 
:z:~l 1t 

In (2-x) O 
ctg Vz 1tx = O ' cuando x 

In (2 - x) = l ím - ~ 
ctg Yz 1tx ,,~ l - Yz 1t csc 2 Yz 1tx 

2 
1t 

2 

Y lím y = lím (2 - x) tg X rr" = ;;. 
z~l :z:~l 

EJEMPLO 3. Demostrar que lím (ctg x) seo" = 1. 
z~O 

1. 

Demostración. La función toma la forma indete rminada 000 cuando x = O. 

Sea y = (c tg x)sena.; 

en ton ces In y = sen x In ctg x = O . oo. cuando x = O. 

Según el Art. 121. In y = In .ctg x =:::. 
csc x 00 

cuando x = O. 

Según el Art. 120 . 
- csc 2 x 

Iím In ctg x = lím ctg x = ¡ím sen x = O 
:z: ~O csc X ,,~o - csc x ctg x ,,~o cos2 X . 

Luego. Iím In y "" O. y lím IJ = lím (ctg x) seo z = eO = 1. 
z~O :z:~o :z:~o 
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PROBLEMAS

Determinar el valor de cada una de las siguientes formas indeterminadas:

lo lím (senx)tgx. Sol. 1.
8. lím (cos~y.

X-7~ X-7'" x

2. lím (~+ ly. e2 . 9. ( 2 y2lím cos - .
X-7'" x X-7'" x

1 ( 2 y33. lím xl-X. 10. lím cos- .
x-71 e

X-7x x
1

4. lim (1 +!!..y. eu . 11. lím (e2X + 2 x);¡-;:.

Y-7'" Y "'-70

5. lím (1 + se n x ) ct g z , e. 12. lím (x+l)etgx.

¡ X-70 X-70
\

l'
6. lím (e"'+x)-;. e2. 13 ' (' yo"x11m - .

X-70 X-70 x
1

7. lím (l+nt)l. en, 14. lim (1 + x) In z ,
t-70 X-70

124. Generalización del teorema del valor medio. Sea una cons-
tante R definida por la ecuación

(1) f(b) -fea) - (b - airea) - Y2(b - a)2R = O.

Sea F (x) una función que se forma reemplazando b por x en el
primer miembro de (1); es decir,

(2) F(x) = f(x) -fea) - (x-a)f'(a) -Y2(x - aFR.

Segun (1), F (b) = O, Y según (2), F (a) = O. Luego, según el
teorema de Rolle (Art. 113), un valor, por lo menos, de x entre
a y b, digamos zi , anulará F ,( x). Por tanto, puesto que

obtenemos

F'(x) =f'(x)-f'(a)- (x-a)R,

F'(xI) = f'(Xl) - f'(a) - (Xl - a) R = O.

Puesto que F' (xI) = O Y F' (a) = O, es evidente que también
F' (x) satisface las condiciones del teorema de Ralle, de suerte que s¡,¿
derivada, a saber F" (x), debe anularse para un valor, por lo menos,
de x entre a y zi , digamos X2. Por tanto, X2 también está entre
a y b. Pero

F''' (z ) = f" (x) - R; luego F''' (X2) = f" (X2) - R = O,

y

TEOREMA DEL VAl

Sustituyendo este resuh

(F) f(b)=f(a)+(b-

Con tinuando este proc

(G) f(b)=f(a)+,,@

+~
+ (b

La ecuación (G) expre
medio.

125. Los máximos y
donos de lo dicho en los A
discusión general de los má
variable independiente.

Sea una función f (x) .
como queramos; entonces
tículo 46 pueden enunciars

Si para cada valor de x
se tiene

(1) f(x) -fl

se dice que f(x) tiene un
Si, al contrario,

(2) f(x)-f(

entonces se dice que f (x)
Empezaremos dando 1

Artículo 45 :

Una función es creciera.
cuando su derivada es negat

En efecto, sea y = f (3
1':. Y
I':.x y la derivada f' (x)

f'(x) > O. Entonces, cu
cuando I':.x es negativo, tJ.'h
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Sustituyendo este resultado en (1), obtenernos 

1 
(F) f(b)=f(a) + (b-a)f'(a)+I~ (b -a )2f"(x2). (a< x~ < b) 

Continuando este procedimiento, obtenernos el resultado general 

(G) f(b)=f(a)+ (b -a ) f'(a)+ (b -a )2 f "(a) 
II I ~ 

+ (b ~ a)3 f'" (a) + . .. + (b-a) n- \ f(n - O (a) 
In-1 

(a<xl < b) 

La ecuación (G) expresE!. el llamado teorema generalizado del valor 
medio. 

125. Los maXlmos y mmlmos, tratados analíticamente. Sirvién
donos de lo dicho en los Artículos 116 y 124, podemos ahora dar una 
discusión general de los máximos y minimos de las funciones de una sola 
variable independiente. 

Sea una función f (x) . Sea h un número positivo, tan pequeño 
como queramos; entonces las definiciones que hemos dado en el Ar
ticulo 46 pueden enunciarse como sigue. 

Si para cada valor de x, exceptuado a, en el iutervalo [a-h, a+h J, 
se tiene 

(1) f (x) - f (a) = un número negativo, 

se dice que f(x) tiene un máximo pam x = a. 
Si, al contrario, 

(2) f (x) - f (a) = un número positivo, 

entonces se dice que f (x) tiene un minimo pam x = a. 
Empezaremos dando una demostración analítica del criterio del 

Artículo 45 : 

Una función es creciente cuando su derivada es positiva; es decreciente 
cuando su derivada es negativa. 

En efecto, sea y = f (x) . Cuando LlX es numéricamente pequefio , 
LlY LlX y la derivada f' (x) tendrá el mismo signo (Art . 24). Sea 

fl (x) > O. Entonces, cuando LlX es positivo, Ll?J lo es también, y 
cuando LlX es negativo, LlY es negativo. Por tanto, f (x) es creciente. 
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Una demostración semejante es aplicable cuando la derivada es nega-
tiva. Ahora fácilmente se deduce la siguiente proposición:

Si f (a) es un valor máximo o mínimo de f (x), y si f ' (x) existe
en toda la vecindad de a, entonces f' (a) = O.

En efecto, si f' (a) ~ O, f (x) aumentaría o disminuiría al aumen-
tar x a través de a. Pero si es así, f (a) no es ni valor máximo ni
mínimo.

Veamos ahora las condiciones suficientes generales para máximos y
mínimos. Consideremos los siguientes casos.

1. Sean f'(a) = O Y f"(a) ~ O.
De la fórmula (F) del Artículo 124, reemplazando b por x y

trasponiendo f (a), resulta

(3) {(x)_f(a)=(x~a)2f"(X2). (a<x2<x)

Puesto que f" (a) ~ O, Y que f" (x) se supone continua, pode-
mos elegir nuestro intervalo [a - h , a + h 1 tan pequeño que f" (x)
tenga el mismo signo que f" (a). Además, (x - a)2 no cambia de
signo. Por consiguiente, el segundo miembro de (3) no cambiará
de signo, y la diferencia f (x) - f (a) tendrá el mismo signo para
todos los valores de x en el intervalo [a- h, a + h]; además, ese
signo será el mismo que el signo de f" (a). Luego se sigue de nuestras
definiciones (1) Y (2) que

TEOREMA DEL VALe

III. Sean f'(a) = f"(a

Continuando el procedin
primera derivada de f (x) q
(es decir, n es par), entom

(H) fea) es un máximo
(1) fea) es un mínimo

Si de las derivadas de f (
es de orden impar, entonces

EJEMPLO l. Calcular los n

Sol ución. f (x)

f' (x)

Resolviendo la ecuación 3 x

obtenemos los valores críticos x

.. f'

Derivando otra vez, i '

Puesto que t " (2) = -6, res!
Puesto que t " (4) =+6, res

EJEMPLO 2. Calcular los n

(4 ) f (a) es un máximo si f' (a) = O Y f"(a) = un número ne- Solución. f (x) = eX

gativo; t' (x) = eX

(5 ) f (a) es un mínimo si f'(a) = O f" (a) = tuL número
t" (x) = eX

y po- f'" (x ) = eX

sitivo. flV (x) = eX

Estas condiciones son las mismas que las del Artículo 56.

II. Sean f'(a) = f"(a) = O, Y f"'(a) ~ O.
De la fórmula (e) del Artículo 124, haciendo n = 3, reemplazando

b por x y trasponiendo f (a) ,

1f (x) f (a) - - (x - a)3f'" (Xa).- - I-ª- (a < X3 < x)(6 )

Corno antes, [!" (x) tendrá el mismo signo que 1''' (a). Pero
(x - a)3 cambia de signo cuando x aumenta a través de a. Luego la
diferencia f (x) - f (a) debe cambiar de signo, y f (a) no es ni
máximo ni mínimo.

Luego, según (1), f (O) = 4

Calcular los máximos y mini
pleando el m et od o del Artículo

1. x4-4x3+5. Sol.

* Como en el Articulo 46,
a cero la primera derivada y re se
raíces reales.

",' x = O es la única raíz di
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IlI . Sean JI (a) = JI! (a) = ... = j ( II-1) (a ) = O, Y j (n) (a) ~ O. 

Continuando el procedimiento seguido en I y lI, se ve que si la 
primera derivada de j (x) que no se anula pa ra x = a es de orden par 
(es decir, n es par) • entonces 

(H) f{a) es un máximo si f(n) (a) = un número negativo; 

(1) f{a} es un mínimo si frn) {a} = un número positivo. * 
Si de las derivadas de j (x) la primera que no se anula para x = a 

es de orden impar, entonces f{a} no será ni máximo ni mínimo. 

EJEMP LO l. Calcular los máximos y mínimos de la función 

x 3 - 9 X2 + 24 x - 7. 

Solución. f (x) = x 3 - 9 x2 + 24 x - 7. 

f' (x) = 3 X2 - 18 x + 24. 

Resolviendo la ecua ción 3 X2 - 18 x + 24 = O 

obtenemos los va lores críticos x = 2 Y x = 4. 

f' (2) = O Y f' (4) = O. 

D erivando otra vez. f"(x) = 6x - 18 . 

Puesto que f" (2) = -6. resulta. según ( H ). qu e f (2) = 13 es un má x im o. 
Puesto que f" (4) =+6. resulta. según (1). que f (4) = 9 es un m í nimo . 

EJEMPLO 2 . Calcular los máximos y mínimos de la función 

eX + 2 cos x + e- Z 

Solución. f(x) = eX + 2 cos x + e-X. 

f' (x) = eX - 2 sen x - e-X = O. pa ra x = (J. 

f" ( x) = eX - 2 cos x + e- X = O. para x = O. 
f '" (x) = eX + 2 sen x - e-x = O. para x = O. 
( .v (x) = eX + 2 cos x + e-X = 4. para x = O. 

Luego . según (1) . f (O) = 4 es un mínimo. 

PROBLEMAS 

Calcular lo s máximos y minimos de cada un a de la s siguientes funciones. em
pleando el método del Artículo 125. 

1. x 4 - 4 x 3 + 5. So l. Para el valor critico x = O. la función no ti ene 
ni máximo ni mínimo. 

Mín. = - 22 para x = 3. 

* Como en el Articulo 46. un va lor críti co x = a se determina ig u ala nd o 
a cero la primera derivada y resolviendo la ec uación resultante para obtener s us 
raí ces reales. 

** x = O es la única raí z d e la ecuación eX - 2 sen x - e-X = O. 
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2 . x 3 + 3 X2 + 3 x. Sol. Para el' va lor crit ico X = - l . b función no 
tiene ni máximo ni tnínÍmo. 

3. x 3 (x - 2)2. Para el va lor críti co x = O. la función no tiene 
ni nláximo ni mín ínlo. 

Máx. 

Min. 
4. x(x-I)2(x+I )~ . 

6 
I.llpa ra x=T· 

O. para x = 2. 

5. Estudiar 4 x 5 - 15 x, + 20 x 3 - 10 X2. para x = 1. 

6. D emostrar que s i la primera derivada d e {(x) no se anu la para x = a es 
de orden impar (es decir. n es impar). en to nc es {(x) es una f unci ón creciente 
o decreciente cuan do x = a. según que fin) (a) sea positivo o ne ga tivo. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Si y eX + e- x. hallar dx en función de y y dy. 

2. Demostrar que 

!!...- In (3 x + 2 + V 9 X2 + 12 x) 
dx 

3 . D emos trar que 

Sol. dx 

3 

± dy 

V y2 - 4' 

!!...- [~ (x 2 + 1) Yz - ~ V X2 + I - J.. In (x + V X2 + I ) ] = x2 V ,,2+ I 
dx 4 8 8 

4. D emostrar que la curva x 
punto de inflexión. 

3 12 + 4 I no tiene ningún 

5. Demostrar que lo s puntos de tnterseCClo n de las curvas 2 y = x sen x 
y y = cos x so n puntos de inflexión de la pr i mera curva. Bosquejar ambas 
curvas. refer idas a los mismos ej es . 

6. Dado el movimi ento harmónico amortig uad o s = ae - bl sen el (en donde 
<l . b Y e son co nstan tes positivas). demostrar que lo s va lores sucesivos de I 

correspo ndi entes a u = O forman una progresión aritmética. y que los va lores 
correspo ndi e n tes de s forma n una progres ió n geométrica decrec iente . 

7. La abscisa de un punto P que se mueve sob re la parábola y = ax 2 aumenta 
a ra zó n de un a unid ad por seg und o . Sean O el origen y Tia i nrersecció n d el ej e 
de las x con la ta nge nt e en P a la paráb ola . Demostrdr que la lon g itud del 

arco OP a um en ta, en va lor absoluto, a razón d e TP por seg und o. 
OT 

8 . Sea MP la ordenada en un punto cualquiera de la catenaria (fig. 26 1) Y 
tracemos la recta MA perpen di cular a la ta nge n re en P. Demostrar que la lon
git ud de M A es constante e igual a a. 
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9 . La cur va x2y + 12 y = 144 tiene un máximo y dos puntos de inflexión. 
Hallar el área de! triángulo formado por las tangentes a la curva en esos tres 
puntos. Sol. 1. 

10. Se dan In 6 = 1.792 y In 7 = 1.946. Calcular In 6.15. primero por 
interpolación y después por diferenciales. Demostrar , gráfi camente , que e! ver
dadero valor está entre las dos aproximaciones. 

11. Dada la elipse b 2 X2 + a2 y2 = a2 b 2 , hall a r la lon gi tud de la tangente más 
corta que se intercepta entre los ejes coorde nados . Sol. a + b. 

12. Las curvas y2 = X Y y2 = x 3 limitan una superficie en el primer cua
drante. Se traza . dentro de la superficie, un rectángulo con sus lado s paralelos 
a los ejes. La dimensión horizontal del rectángulo es 0. Una de las diagonales 
tiene sus extremos uno en cada curva. Hallar e! área del rectángulo de área má
xima que así se puede construir. Sol. 0.01 0 . 

13. 
recta x 
tángulo. 

Se trazan rectángulos con un lado en e! 
Yz . y un vért ice en la curva y = e-x2 . 

eje de las x. otro lado en la 
Hallar e! área del mayor rec

Sol. e- O•25 = 0.7788. 

14. Hallar los máximos y mínimos de y. S I 

x 

y ae a - 3 x - 2 ae (l. 

Sol. Máx. = - a; mino a (1 - 3 lag 2) . 

15. Si X2 + 3 xy + 2 y2 - 5 x - 6 y + 5 = O. hallar los maXlmos y mi-
nimos de y. Sol. Máx. = 1; mín. = 5. 
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CAPITULO XII 

INTEGRACION DE FORMAS ELEMENTALES ORDINARIAS 

126. Integración. El lector está ya acostumbrado a las operacio
nes mutuamente inversas de adición y sustracción, multiplicación y 
división, elevar a una potencia y extraer una raíz . En los ejemplos 
que siguen, los segundos miembros de una columna son, respectiva
mente, las funciones inversas de los segundos miembros de la otra 
columna . 

y = X2 + 1, 

Y = aX
, 

y = sen x, 

x=±Vy-1 ; 

x = loga y; 

x = arc sen y . 

E n el Cálculo diferencial hemos aprendido a calcular la derivada 
f I (x) de una función dada ' f (x), operación que Se indica por 

d 
dx f (x) = l' (x) , 

o bien, si empleamos diferenciales, por 

df (x) = 1'(x)dx. 

Los problemas del Cálculo integral dependen de la operación inversa, 
a saber: 

Hallar una función f (x) cuya derivada 

(1 ) f/(x) = </>(x) 

es conocida. 

o bien, puesto que en el Cálculo integrales usual emplear diferen
cia les, podemos escribÜ' 

(2) dJ (x) = l' (x)dx = </> (x)dx 

y enunciar el problema del Cálculo integral como sigue: 
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228 CALCULO INTEGRAL 

Dada la d1ferencial de una función, hallar la función. 

La función f (x) que así se obtiene se llama una integral de la 
expresión diferencial dada; el procedimiento de hallarla se llama 

integración; la operación se indica escribiendo el signo integral * f 
delante de la expresión diferencial dada; así, 

(3) J f'(x)dx = f (x), 

que se lee la integral de f' (x)dx es i gual a f (x). En general, el 

signo J se lee integral o integral de. La diferencial dx indica que x 

es la variable de integración. Por ejemplo, 

a) Si f(x) = x3 , entonces J'(x)dx = 3 X2 dx, y 

J3 X2 dx = x3
• 

b) Si f (x) = sen x, entonces f' (x)dx = cos x dx, y 

J cos x dx = sen x. 

c) Si f (x) = arc tg x, entonces f' (x)dx = 1 !\2' y 

JI !Xx2 = arc tg x. 

Debe hacerse hincapié en el hecho de que, según las explicaciones 
anteriores: 

La dIferenciación y la integración son operaciones inversas. 

Diferenciando (3), tenemos 

(4 ) d J f'(x)dx/= f'(X)dx. 

Sustituyendo en (3) el valor de f' (x )dx [ = df (x; 1 según (2), 
obtenemos 

(5) Jdf(X) = f(x). 

* Hisl Óri ramenle. ese signo es una S deformada . let ra inicial de la palabra 
suma. (Véase el Articulo 155 . ) 
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Por tanto, si dd
x 

e f ... dx se consideran como símbolos de ope

ración, son inversos el uno del otro. O si empleamos diferenciales, 

d e f son inversos el uno del otro. 

Cuando d antecede a f, como en (4), ambos signos se anulan 

mutuamente; pero cuando J antecede a d, como en (5) , eso, en 

general, no será cierto. La razón la veremos en el artículo eiguiente , 
al dar la definición de la constante de integración. 

127. Constante de integración. Integral indefinida. Del artículo 
anterior se sigue que 

por ser d (x 3
) = 3 X2 dx, tenemos 

por ser d (x 3 + 2) = 3 X2 dx, tenemos 

J3 X2 dx = x3
; 

f 3 x; dx = x3 + 2 ; 

como d( x3 - 7) = 3 X2 dx, tenemos f 3 X2 dx = x3 
- 7 

En general, como 
d (x 3 + C) = 3 X 2 dx, 

siendo C una constante cualquiera , tenemos 

J 3 X2 dx = x3 + C. 

La constante arbitraria C se llama constante de integración y es una 
cantidad independiente de la variable de integración. Puesto que pode
mos dar a C cuantos valores queramos, se sigue que si una expresión 
diferencial dada tiene una integral, tiene también una infinidad de 
integrales que difieren sólo en constantes. Por tanto, 

J f'(x)dx = f(x) + C; 

y puesto que C es desconocida e indej¿nida, la expresión 

f (x) + e 
se llama la integral indefinida de f I (x )dx. 

Es evidente que si cf> (x) es una función cuya derivada es f (x) , 
entonces cf> (x) + e, siendo C una constante cualquiera, es igualmen te 
una función cuya derivada es f (x) . De aquí se deduce: 
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Teorema. Si dos funciones difieren en una constante, tienen la misma 
derivada. 

Sin embargo, no es obvio que si cf> (x) es una función cuya del'i
vada es f (x), todas las funciones que tengan la misma derivada f (x) 
sean de la forma <P (x) + e, siendo e una constante . En otros térmi
nos , tenemos que demostrar: 

Teorema recíproco. Si dos funciones túnen una misma derivada, su 
diferencia es una constante. 

Demostracíón. Sean cf> (x) y tI! (x) dos fun ciones que tengan la 
misma derivada f (x). Sea 

F (x) = cf> (x) - tIJ (x) ; entonces, por hipótesis, 

(1 ) 
d 

F'(x) =-d [cf>(x) - tIJ(x)] = f(x) - f(x) = o. 
x 

Pero según la fórmula (D) del teorema del valor medió (Art. 116), 
tenemos: 

F(x + ó.x) - F(x) = ó'x F'(x + e· ó.x ). (o<e <l) 
F(x + Ó.x) - F(x) = o 

[Pues to que seg ún (1) la deri va da de F ex) es cero para todo va lor de x.] 

y F(x + Ó.x) = F(x). 

Esto significa que b. función F (x) = cf> (x) - ti' (x) no cambia de 
valor al dar a x el ineremento ó'x; es decir, cf> (x) y 1\J (x) difieren 
sólo en una constante. 

El valor de e puede determinarse en el caso en que se conozca el 
valor de la integral para algún valor de la variable, y de eso veremos 
muchos ejemplos en el capítulo siguiente. Por ahora nos contentaremos 
con aprender a hallar las integrales indefinidas de expresiones diferen
ciales dadas. En lo que sigue daremos por sentado que toda función 
continua tiene una integral indefinida, proposición cuya demostración 
rigurosa queda fuera del propósito de este libro. Sin embargo, para 
todas las funciones elementales, la exactitud de la proposición apare
cerá clara en los capítulos que siguen. 

En todos los casos de integración indefinida, el criterio que debe 
aplicarse al verificar los resultados es que la diferencial de la integral ha 
de ser igual a la expres~·ón diferencial dada . 

128. Reglas para integrar las formas elementales ordinarias. El 
Cálculo diferencial nos ha proporcionado una regla general para obtener 
la derivada y la diferencial (Arts. 27 y 94). El Cálculo int egral nO da 
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una regla general correspondiente, que pueda aplicarse fácilmente en la 
práctica para la operación inversa de la integración. * Cada caso nece
sita un trato especial, y se llega a la integral de una expresión dife
rencial dada por medio de nuestro conocimiento de los resultados de 
la diferenciación. Es decir: resolvemos el problema contestando a la 
pregunta, ¿qué función, diferenciada, producirá la expresión diferencial 
dada? 

La integración es , pues, un procedimiento esencialmente de ensa
yos. Para facilitar el trabajo, se fo rman tablas ele in tegrales conoci
das, que se llaman tablas de integrales inmediatas. Pa ra efectuar una 
integración cualquiera, comparamos la expresión diferencial dada con 
las tablas. Si se encuentra registrada en ellas, se sabe la integral. Si 
no está registrada, miraremos , por varios métodos, de reducirla a una 
de las formas registradas. Como muchos de los métodos se sirven de 
artificios que sólo la práctica puede sugerir, una gran parte de nuestro 
texto se consagrará a la explicación de métodos_ para integra r las fun
ciones que se encuentran frecuentemente en la resolución de problemas 
prácticos. 

De todo resultado de diferenciación puede deducirse siempre una 
fórmula para integración. 

Las dos reglas siguientes son útiles para la reducción de expresiones 
diferenciales a integrales inmediatas. 

a) La integral de una suma algebraica de expresiones diferenciales el:; 
igual a la misma suma algebraica de las integrales de esas expresiones. 

Demostración. Diferenciando la expresión 

fdU + f dv - fdW, 
siendo u, v, W funciones de una sola variable, obtenemos 

du + dv-dw. Según III, Art. 04 

(1) f (du + du - dw) = f du + J'dU - f dw. 

b) Un factor constante puede escribirse o delante del signo integral 
o después de él . 

* Aun cuando se sabe que la integral de una expresión diferencial dada exis
te. puede ser imposible obtenerla en términos de funciones conocidas. 
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Demostración. Diferenciando la expresión
(11) SCSC2 v dv

aJdV
(12) Ssec v tg ~

obtenemos a dv. Según IV, Art. 94

fa dv = afdv.
(13) Scsc v ctg(2)

A causa de la importancia de estas dos reglas, las escribiremos (14) ftg v dv =

como fórmulas al principio de la lista siguiente de " integrales inme-

Sctg v du=diatas" o "formas elementales ordinarias' , . (15)

.'
Ssec v du .~ INTEGRALES INMEDIATAS (16)

(1) S(dU+ dv-dw) = S du+ S dv- SdW. ( 17) Scsc,v du=

(2) f adv = aSdv. (18) S dv
v2 + a2 =

'. (3) SdX= x+ C. (19) f v2 dVa2=l
. ;rf~

(4) f vn+
1

(n ~ - 1) (19 a) S a2 dvv2 =
11 tñd» = -- + C.

~~; n+l
1., .• SdV S dv(5) v = In v +C. (20)

va2-z
= In v + In e = In ev. S dv -1(21)[Haciendo e = In c.l vv2±a2-

(6) S a
V S va2-v2dv=

a" dv = -- + C. (22)In a

(7) S e" dv = eV + c. (23) S vv2 ± a2dv=

(8) S sen v dv = - cos v + C. 129. Demostración de 1
fácilmente.

(9) feos v dv = sen v + C. Demostración de (3). I
d

(10) f sec" v dv = tg v + C. obtenemos
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(11) f ese? Vdv = - etg V+ c.

(12) fsee Vtg Vdv = see V+ c.

(l3) f ese Vetg Vdv = - ese V+ c.

(14) f tg Vdv = - In eos v + e = In see v + c.

(15) f etg v dv = In sen v + c.

(16) f see v du = In (se e v + tg v) + c.

(17) f ese·v du = In (ese v - etg ~) + c.

(18) f dv 1 v-- = -aretg-+ C.v2 + a2 a a

(19) fdV 1 v-a (v2 > a2)-.--2 = 2ln~ + C.v"-a a v a

(19 a) f ~=_l-ln a+v+C. (z?< a2)a2_ v2 2 a a - v

(20) f dv vV = are sen - + C.a2-v2 a

(21) f V dv = In (v+vv2±a2) + C.
v2 ± a2

(22) f-- v--a2 vV a2
- v2 dv = - V a2 - v2 +- are sen - + c.2 . 2 a

(23) f- v-a2
(-)V v2 ± a2 du = - V v2 ± a2 ± - In v +V v2 ± a2 + C.

2 2

escribiremos
egrales inme-

dw.

(n ~ - 1)

129. Demostración de las fórmulas (3), (4) Y (5). Se demuestran
fácilmente.

Demostración de (3). Puesto que

d(x + C) = dx,

obtenemos f dx = x + C.

II, Art. 94
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Demostración de (4). Puesto que 

( 
Vn+l ) 

d n+l+C = v" dv, VI, Art. 94 

obtenemos J V'Hl 

v
n 

dv = n + 1 + C. 

Esto es cierto para todo valor de n, con excepción de n = - 1 . 
En efecto, cuando n = - 1, (4) implica división por cero. El caso 
de n = - 1 corresponde a la fórmula (5). 

Demostración de (5). Puesto que 

obtenemos 

dv 
dOn v + C) = - , 

v 

JdV 
-; = In v + C 

X, Art. 94 

Este resultado puede expresarse en forma más abreviada si repre
sentamos la constante de integración por loge c. Así. 

JdV 
-; = In v + In c = In cv . 

La fórmula (5) dice: si la expresión que se encuentra bajo el signo 
ú¡legml es una fracción cuyo numemdor es la diferencial del denomina
dor, entonces la integral es ellogarivnw natural del denominador. 

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 

Comprobar la s siguientes íntegraciones: 

f x6 + 1 x 7 
1. x 6dx = -- + C = - + C, segun (4), siendo U = x y n = Q. 

6+ 1 7 

f -/- f 1/ x% 2 3/ 
2 vxdx = x I2 dx=_+C=_x I2+c, por (4), siendou=x . %) 

y n=Vz. 

3. fdx = fx - a dx = x-
2 + C = - _ 1_ + C según (4), siendo u = x 

x a - 2 2 X2 
y n = - 3. 

4. fax 5 dx=afx 5 dX=at+c' Según (2) y (4) 

.. Mientras el estudiante aprende a integrar, debe recibir lección oral de 
integración de formas sencillas. 
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5. J' (2 x 3 - 5 X2 - 3 x + 4) dx 

= ,f 2 x 3 dx - ,f 5 X2 dx - ,f3 x dx + j'4 dx 

= 2 j'x 3 dx - 5,f x 2 dx - 3,f x dx + 4 J'dX 

x 4 5 x 3 3 X2 
=-----+4x+C. 

2 3 2 

235 

según (1) 

según (2) 

NOTA. Aunque cada integración requiere una constante arbitraria. esc ribi
mos só lo una constante que representa la suma alg~braica de ellas. 

6. f(~~ -!. + 3 c~ x 2
) dx 

= f 2 ax-)I:í dx - fbx- 2dX + J'3 cx%dx según (1) 

= 2 afx-)I:ídx - b fX- 2 dx + 3 cfX%dX según (2) 

xY2 X-1 x% 
= La· - - b . - + 3 c . - - + C 

)tí - l % 
según (4) 

- b 9 ó/ 
= 4 a vi x + -----;: + T CX.f3 + C. 

f % % C) % 1:í 9 % % x 3 
7. (a -x 3

)3 d x =a 2x+-;¡a'x -T a x -T+C, 

SUGESTION. En primer lugar. desarrollar el cubo del binomio. 

Solución. Esta integral puede reducirse a la forma (4). En efecto. se pue
de introducir el factor 2 b 2 después del signo integral. delante de x dx. y su 
recíproco delante del signo integral. Estas operaciones se compensan mutua
mente segú n (2) . 

(Compárese con (4). u = a 2 + b2 x2. n = Yz. du = 2 b 2 xdx.) 

f (a Z + b2 X2) )12 x dx 

= -l-f (a 2 + b2x 2 »)I:í (2 b 2 x dx) r = ~fuy,; du = 
2 b 2 L 2 b 2 

_ (a" + b 2x2) % 
- 3 b2 + C. 

u% +C. según (4) ] 
3 6 2 

NOTA. Se previene al estudiante que no debe trasladar una función de la 
variable de un lado a otro del signo integral. puesto que eSo alteraría el valor de 
la in tegra!. 
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Según (2)Solución.

Esta integral se parece a (5). Si introducimos el factor 2 c2 después del signo
integral y su recíproco delante de él. no se alterará el valor de la expresión.

(Compárese con (5). v = b2 + C2X2• dv = 2 c2x dx.)

Luego. 3 f x dx
a b2+C2X2

3 a f 2 c2x dx [ 3 a f d o 3 a- - - In v + C, según- 2 c2 b2 + C2X2 - D --;;-- 2 c2

." = ~ In (b2 + C2y2) + C,
2 c2

f
X3dx X2 x~10. __ = x - - + - - In (x + 1) + C.

x + 1 2 3

Solución.
resulta:

En primer lugar. dividiendo el numerador por el denominador.

•'.
x3 1__ = x2 - x +1---.

x+l x+l

Sustituyendo en la integral. empleando (1) e integrando. obtenemos la so-
lución.

11. f
2
2x-1 dx=x-ln (2x+3)2+C.

x+3

Solución. Dividiendo. 2 x - l = l 4__ . Sustituir y emplear (1)
2x+3 2x+3

etcétera.

La función por integrar se llama el integrando. Así, en el ejem-
plo 1, el integrando es x6•

PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones.

1. f x' dx = ~5 + C. SdX -
4. '\.¡-; = 2 V x + c.

5·S~=3x%+c.~-; 2

6. f3 ay2dy = ay3 + C.

2. fdx = - .!.. + c.
x· x

7. f~=-~+c.
t2 t

8. S "';-d 2x"';~ax x = ---
3

S ~ 2L11. (x - - 2 x/3 + 5V

12. f4 x2 - 2"';; d -'x -,
x

13. f( x2 2) _ x~--- dx--2 x" 6

14. S "';-;(3 x - 2)dx =

15. f x3 - 6 x + 5 dx =
x

16. S...;-- 2(a + bx dx = -

17. S dy 2'
...; a - by = --

18. f(a+bt)2dt =JE.

19. fX(2 + X2)2 dx =

20. f y (a - by2) dy = .

21. St"';2t2+3dt= -

22. f x (2 x + 1) 2 dx =

23 . f 4 x2 dx = 8 ...;-;
• "';x3 +8

24. f 6 z dz
(5 - 3 Z2)2 = 5'

25. S ("';-;i - V;)2 dx

26. f (y-;;- "';;)2 dx

Vx

27. S "';;(y'-;;-v';:
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Según (2)

c2 después del signo
de la expresión.

li + C. según (5) ]

por el denominador,

o, obtenemos la so-

itu ir y emplear (1)

ASí, en el ejem-

3 x% + c.
2

y=ay3+C.

INTEGRACION

S dx v-V2x= 2x+C.

S~3t d t = (3 ~ % + C.

11. S (x'l:\ - 2 x% + 5V~ - 3)dx = 2~% - 6~% + 10 ;% - 3 x + C.

12. J4 x2 -:. 2V~ dx = 2 x2 - 4V~ + C.

7. J~=-~+C. 9.
t2 t

8. S -rz:«. = 2xV~ +C. 10.
3

13. J(x2 -1:,-)dX = x3 +~+ C.
2 x" 6 x

14 Sv~(3 x - 2) dx = 6 x~ - 4 x% + C. 5 3 .

15. Jx3-6x+5dx=~-6x+5Inx+C.
x 3

S --- 2 (a + bx) %
16. v' a + bx dx = 3 b + C.

S dy 2v'~
V a _ by = - b + C.

J(a+bt)2dt= (a+bt)3+C.
3 b

17.

18.

19. J x (2 + X2) 2 d x = (2 +6X2) 3 + C.

20. Jy (a - by2) dy = _ (a - by2) 2 + C.
4b

21. Stv'2t2+3dt= (2t2t3)%+C.

J. 4 x3 x2
22. x(2x+I)2dx=x4+-+-+C.

3 2

23. (4x2dx =8V~ +C .
.J Vx3 +8 3

24. J 6 z d z = __ 1_ + C.
(5 - 3 Z2) 2 5 - 3 Z2

Se
-I- ./-)2 4xv'ax x2

V a - V x dx = ax - --3- + T + c.

fev~-v'~)2dX = _2ev'~-v'~)3+C.
vi x 3

25.

26.

23í
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46 . f.Q3-±3)dx = In (
x2 + 3 x

47. f (y + 2)dy = ~
y2 + 4 Y

48. f~=ln (a+,
a + bee b

49. fsenxdx = In (1-
I - cos x

50. r sec ' y dy = .l. In
• a + b tg y b

51. f(2x+3)dx=2x
x+2

52. f (x2 + 2) dx = xZ.

x + 1 2

53. f (x + 4) dx = s..
2 x + 3 2

54. f~= Yí In (
e2S + 1 z

55. faee + b de = 2 In
aee - b

238 CALCULO INTEGRAL

f' ¡3 d t V a4 + ¡428. +C. V a4 + /4 = 2 .

J. dy I
(a + by) 3 = - 2 b (a + by) 2 + c.

f
x dx I

(a + bx2) 3 = - 4 b (a + bx2) 2 + c.

r tZ dt 1
, (a + bt3) 2 = - 3 b (a + b t ") + C.

f2 (a + bz3) 2 dz = a
2

2
z

2
+ 2 a:z

5
+ b

2

S
Z

B
+ C.

fX"-I V a + bx" dx = 2(a t ::n) % +c.

f (2 x + 3) dx
34. "\lx2+3x=2Vx2+3x+C.

29.

30.

31.

32.

33,

35. J'(x2 + I)dx = 2V x" +3 x +C.
V x3 + 3 x 3

36. f(2+I;x)dx= (2+~nx)2+c.

37. j'sen2 x cos x dx

= J (se n x ) 2 cos x d x = (sen x) 3 + C = seno x + C
3 -3-'

SUGESTION. Emplear (4), haciendo u = se n x , d o = cos x d x , n = 2.

Determinar el valor de ea'
re su 1 tados por di fereneiaeión

38. fsen ax cos ax dx = se~2aax + C.

39. fsen2x cos22xdx= - eos:2x+C.

f 2 x dx
56. .3/ .

V 6 - 5 x2

Solución. j' 2 x dx

~6-5x

40. j'tg"::,,scc2"::"dx=tgZ"::"+C
2 2 2'

41 J' cosaxdx 2Vb+senax. _ __--''---_c:c.c. + C.
V b + se n ax • a

42. J(I ~Ct:x rdx =

Verificación. d[ _1.. (6
10

-:--_1 _ + c.+ tg x

57. f(x3+3xZ)dx.

J (X2 - 4) dx .58. x,

43. j'~ = In (2 + 3 x) + C
2+3x 3 .

44. f x2 dx = In (2 + x3
) + C

2 + x" 3 ..

f~ = In (a + 612
) + C

a + br? 2 b .
45. 59. f(V5X +~

. 5 V 5
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INTEGRACION 239

46. fil3-±3)dx = In (x2 + 3 x) + e.
x2 + 3 x

47. J (y + 2) dy = In (y2 + 4 y) + e.
y2 + 4 Y 2

48. f~=ln(a+beO)+C.
a + beo b

49. Jsenxdx ( )= In 1 - cos x + e.
1 - cos x

50. [SeC2ydy I ( ). = - In a + b tg y + e.. a + b tg y b

51. J(2x+3)dx=2x-ln (x+2) +e.
x +2

52. f(x2+2)dx= x2_x+3 In (x+l) +C.
x + I 2

53. J (x+4)dx =~_+ 51n (2x+3) -te.
2x+3 2 4

54. J ~ = Yz In (e2s + 1) + C.
e~s + 1

55. JaeO + b dO = 2 In (aeO - b) - 0+ C.
ae9 - b

sen ' x-3- + C. Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales. y verificar los
resultados por diferenciación.

cos x d x , n = 2.

f 2 x dx
56. _3/ 5'v 6 - x2

Solución. f 2xdx =--!-J(6-5x2)-X(-IOxdx}
V 6 - 5 x2 )

= - ~ (6 - 5 x2) % + C.
10

d[ -~ (6- 5X2)%+ e]
= -~. ~ (6-5 x2)-% (- IOx)dx

10 3

2 x dx
= ";;6 - 5 x2'

Verificación.

57. JCx3+3x2)dx. 60. J vhY2 d u .

58. [<x2
- 4)dx. f di. x, 61.

I v21'

59. f(V 5x + 5_ )dX. 62. J";;~'( d x .5 V) x
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240 CALCULO INTEGRAL

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los
resultados por diferenciación,

f sen 2 OdO f ese? rp drp63,
V cos2 O' 72.

V 2 ctg rp+ 3 '

f eXd x 73. J(2x+5)dx,64. Vex - 5' x2 + 5 x + 6

f 2 dx 74. J(2x+7)dx,
65.

• V3+2x' x + 3

J 3 dx
75. f(x2 + 2)~,

66.
2 + 3 x'

x+2

76. f (x3 + 3 x ) dx ,
f x dx x2 + I67.

VI - 2 x2' f (4x + 3)dx77.
VI +3 x +2 X2'

f t dt68.
3 t2 + 4' f (et + 2) dt, -

78.
el + 2 tf( - l r69. • V x - V-; d x . f(eX + sen x)dx79.

Vex - cos x '

70. f( y2 - ~2 YdY, 80. J sec 2 Otg 2 OdO,
3 sec 2 O- 2

f se n aOse , f sec22 I di71. 81.
V5+3tg2t'cos aO + b

•,t.
Jt,

130. Demostración de las fórmulas (6) y (7). Estas fórmulas se
deducen inmediatamente de las fórmulas de diferenciación correspon-
dientes, XI Y XI a del Art. 94.

EJEMPLO, f ba2",
Demostrar que ba2x dx = --- + e,

2 In a

Solución. f ba2x d x = b f a2x d x . Según (2)

Esta expresión se parece a (6). Hagamos u = 2 x : entonces d v = 2 d x .
Si ahora introducimos el factor 2 delante de dx y el factor Yz delante del signo
integral, tenemos

b fa2X dx

=~fa2x2 dx = %fa2Id(2x)[ = %JavdU= ~ l~vaJ
b a

2x + C.- 2' In a Según (6)

Verificar las siguientes in tej

1. f 6 e3z d x = 2 e3x + c.

x X

2. f en dx = nen + C.

d'x I
3. f-=--+C,

eX eX

7·f(e~+e-~

8. f(e~ - e-~

9. f xex2 d x =

10. f esen 1 cos x

11. JetgOsec2o

12. J V~dl =

13. faxex dx =

14. Ja2X dx = 2:

15. f (e5x + aDX

Determinar el valor de cada
resultados por diferenciación.

16. f5eaxdx. 21

17. f3 dx, 22
eX

18. f4 d~, 23
Vet

19. fea" dx. 24

20. f dx 25
42X .
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comprobar los

x
6

x

dx

dx

fórmulas se
n correspon-

Según (2)

esdtl=2dx.
lante del signo

b aV
]="2 rr;-;;

Según (6)

INTEGRACION

PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones:

1. f 6 e3x d x = 2 e3x + C. 4. flDx dx = J.2:.. + C.
In 10

x

2. f en dx
~

ne" + C. f an¡¡
5. ami d!J = -- + C.

n In a

f <, -
6. ~ = 2e"x + C.

Vx

7. f(e~+e-~)dx a(e~-e-~)+C.

8. f(e~ - e-~ rdX = f(e~ - e-~n - 2 x + C.

9. fxeX2dx= Yzex2+C.

10. fesen7 cos x d x = esenx + C.

11. fetg e sec2 O dO = etg o + C.

12. f V--;t dt = 2v--;t + C.

faxex
13. aXex dx = --- + C.1+ In a

14. fa2x dx = ~ + C.
21n a

15. f (e5x + a5x) dx = +( e5x + I~5:) + c.

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los
resultados por diferenciación.

16. f5eaxdx. 21. f x2ex3 dx. 26. ft212dt.

17. f3 dx. 22. f eXe; 4) dx. 27. f a d B
eX b30 •

18. f4 d!.. 23. f !x dx . 28. f 6 xe-x2 dx.
Ve! eX - 2

19. f caz dx. 24. fx(eX2+2)dx. 29. f (e2X)2dx.

f dx fe "X_1 f x2 dx.20. 25. dx. 30.42X' Vx ex3

241
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242 CALC ULO INTEGRAL 

131. Demostración de las fórmulas (8) a (17). Las fórmulas (8) 
a (13) se deducen inmediatamente de las fórmulas de diferenciación 
correspondientes, XIII, etc. , del Art. 94. 

Demostración de (14). 

S S sen v.i3!.. tgvdv = 
cos v 

= _ S - sen v dv 
cos v 

= _ Sd(COS v) 
cos v 

= -In cos v + e 
= In sec v + C. 

según (5) 

[ Por ser - In cos v = - In _1_ = - In 1+ln sec v = ln sec v. ] 
sec v 

Demostración de (15). 

S d f cos v dv -_o S d (sen v) ctg v v = 
sen v sen v 

= In sen v + C. 

Demostración de (16). Puesto que 

sec v + tg v 
sec v = sec v + t see v g v 

sec v tg v + see2 v 
sec v + tg v 

S d ssee v tg v + see2 vd 
sec v v = v 

sec v + tg v 

= Sd(SeC v + tg v) 
sec v + tg v 

= In (sec v + tg v) + c. 

Demostración de (17). Puesto que 

csc v - ctg v 
csev = escv 

csc v - ctg v 

- cse v ctg v +csc2 v 
CSC V - ctg v 

Según (5) 

Según (5) 
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resulta, 

INTEGRACION 

ese v v = v f d f - ese v etg v + cse2 v d 
ese v - etg v 

= f d (ese v - etg v) 
ese fJ - etg v 

= In (ese v - etg v) + c . 
Otra forma de (17) es 

243 

Según (S) 

f ese v dv = In tg Y2 v + e (véase el problema 4 

al final de este mismo artículo) . 

EJEMPLO l. Demostrar la siguiente in tegración . 

f 2 cos 2 ax + e sen ax dx = - - -- . 
2a 

Demostración. Esta expresión se asemeja a (8). En efecto. hagamos 0=2 ax; 
entonces do=2 a dx. Si ahora introducimos el valor 2 a delante de dx y el factor 

_1- delante del signo integral. obtenemos 
2 a 

f sen 2 ax dx 

=-I- fsen2ax.2adx[=_I_fsenOdO= __ I_coso+C. por (8)J 
2a 2a 2a 

= _1_ . _ cos 2 ax + C = _ cos 2 ax + C. 
2 a 2 a 

EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración. 

f (t g 2. s - 1) 2 ds = Y2 tg 2 s + In cos 2 s + C. 

Demostración. (tg 2 s - 1) 2 = tg 2 2s - 2 tg 2 s + 1. 

tg 2 2 s = sec 2 2 s - l. Según (2) Art. 2 

Por tanto. sustit-uyendo . 

f (tg 2 s- l) 2 ds= f (sec 2 2 s-2 tg 2 s) ds = fsec 2 2 s ds-2ftg 2 s ds . 

Hagamos 0= 2 s; entonces do = 2 ds. Empleando (10) y (14). resulta: 

fsec 2 2sds=Yz fsec 2 2 sd(2 s) [ = Yzfsec 2 u du = Y2 tg u] Y2 tg2 s. 

ftg2 s ds= l0 ftg2sd(2 sJ[ = Yz Jt g udu=-Y:;lncosu]=- Yz lncos2s. 
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244 CALCULO INTEGRAL

PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones:

1. fcos mx dx = ..!... se n mx + C.
m

2. ftg b x dx = ~ In se e bx + C.

3. fsec ax d x = ..!... In (sec ax + tg ax) - C.
a

4. f ese l! do = In tg Yz l! + C.

5. fsec 3 t tg 3 I d t = 7S sec 3 I + C.

6. fcsc ay ctg ay dy = -l.. ese ay + C.
a

7. fCSC23xdx=-Ysctg3x+C.

8. fctg::' dx = 21n sen.!':.. + C.2 2

le 9. fx2 sec2 x3 dx = 7S tg x3 + C.

10. f dx - - crg x + C.
seno x -

11. f~ = tg s + C.
co s? 8

12. f (tg o + ctg O) 2 dO = tg 0- ctg O + C.

13. f(sec</>-tg</»2d</>=2(tgq,-sec</» -</>+C.

14. f dx =-ctgx+cscx+C.
1 + cos x

SUGESTION. Multiplicar el numerador y el denominador por 1 - cos x , y
reducir antes de integrar.

15. f
l

+d:en x = tg x - sec x + C.

16. fsensds =-ln(l+coss)+C.
1 + cos s

17. f
sec2xdx

1 + tg x = In (1 + tg x) + C.

18. f x cos x2 d x = Y2 se n x2 + C.

IN'

19. f (x + sen 2 x) (

f sen x dx20. V 4 - cos x =

21. f (1 + cos x) dx
x + sen x

f seco OdO22. VI + 2 tg O

Calcular cada una de las sig uier
diferenciación.

23.

24. fcos (b + ax)dx.

25. fcsc2 (a - bx)dx

26. f O Osec y tg ydO.

27. fcsc a</>ct g a</>d<t
b b

28. fe" ctg eX d x .

29. fsec22axdx.

30. ftg f d x .

31. f d ttgTt.

32. f dO
seno 4 O·

33. f dydgiy'

34. fsenv-;: dx.

VX
35. f dt

sen2 3 t'

36. f d</>
cos 4 </>.

http://carlos2524.jimdo.com/



+c.

o r I-cosx, y

INTEGRACION

19, f(x+sen2x)dx=);í(x2-cos2x)+C.

J' sen x dx - /---
20. _ / = 2 v 4 - cos x + C.

v 4 - r o s x

21. f (1 + cos x) dx = In (x + sen x) + C.
x + sen x

22. f sec
2 OdOV I + 2 tg O = V I + 2 tg O + C.

Calcular cada una de las siguientes integrales y comprobar los resultados por
diferenciación.

23. f 2x 37. f a dxsen -3- d x . cos2 bx'

24. feos (b + ax) d x . 38. f(sec20 -CSCf)d(j.

25. fcsc2 (a - bx) d x . 39. f (rg </' + sec </» 2 d o .

26. f O O 40. f(tg4s - ctg ~)dS.sec T tg T dO.

27. fcsc a</>ctg a</>d</> 41. f(crgx-I)2dx.
b b

28. fe" ctg eX d x . 42. f(sect-I)2dt.

29. fsec2 2 ax d x . 43. f (1 - cse y) 2 d q .

ftg T d x . 44. f dx30. l -cosx'

f dt 45. f dx31. tgTt. I=Sé~'

32. f dO 46. f sen 2 x dx .
sen2 4 (j' 3 + cos 2 x

f dy feos t dI
33. 47. .

ctg i!J' V a + b sen c

34. fsenV-:;dx. 48. r ese Oet g OdO.
Vx • 5 - 4 esc O

f dc f ese" x ti x
35. 49. V .

sen23c' 3 - ctg x

36. f drf> 50. JV5+ 2 tg x dx.
cos 4 </> • cos? x

245
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246 CALCULO INTEGRAL 

132. Demostración de las fórmulas (18) a (21). Las fórmulas (18) 
y (20) se deducen fácilmente de las fórmulas de diferenciación corres
pondientes . 

Demostración de (18). Puesto que 

d (-.l arc tg!!.... + c) = -.l d ((-; )) 2 = 2 +dv 2' según XXII, Art. 60 
a a a 1 +!!.... v a 

a 

obtenemos - -= -arctg-+ C . f dv 1 v 
v2 + a2 a a 

Demostración de (19) y (19 a). En primer lugar demostraremos (19). 
Por AIgebra, tenemos 

1 1 2a 

Entonces f dv 1 f dv 1 f dv 
v2 - a2 = 2 a v - a - 2 a v + a 

según (1) 

1 1 
=2aln (v - a) - ~ln (v+a) según (5) 

1 v - a 
= - ln -- +C. 

2 a v+ a 

Para demostrar (19 a), por AIgebra , 

1 1 2 a 
--+--=----
a + v a - v a2 - v2 . 

Según (2) , Art. 1 

El resto de la demostración es igual que en el caso anterior. 

NOTA. Las i n tegrales (19) y (19 a) satisfacen la relación 

f du f du 
u 2 - a2 = - a 2 - u 2 ' 

Por tanto, en cualquier caso dado una u otra fórmula puede apl.ícarse. 
Más tarde veremos que en muchos ejemplos num éricos es necesa rio elegir 
una u otra . 
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INTEGRACION 247 

Demostración de (20). Puesto que 

_ / ' por XX, Art. 94 
va2 - v2 

dv 

obtenemos f dv v 
_ / = arc sen - + e . 
v a2 - v2 a 

Demostración de (21). Supongamos que v = a tg z, siendo z una 
nueva variable; diferenciando, dv = a sec2 z dz. Luego, por susti
tución, 

S a sec2 z dz 5 sec2 z dz 
= V a2 tg 2 z + a2 = V tg2 Z + 1 

= f sec z dz = In (se~ z + tg z) + c por (16) 

= In (tg z + V tg2 z + 1) +c. Según (2), Art. 2 

Pero tO' z = Y.-.. por tanto, 
'=> a ' 

S dv = In (Y.-. + I v~ + 1) + c 
V v2 + a2 a \j a2 

V +vv2 +a2 

= In + c 
a 

= In (v + V v2 + aZ
) - In a + c. 

Haciendo e = - In a + e I obtenemos 

S dv = In (v + V v2 + a2) + c. 
vv2 + a2 

De la misma manera, suponiendo que v=a sec z, du=a sec z tg z dz, 
obtenemos 

S dv fa sec z tg z dz S d = -= ~cz Z vv2 
- a2 va2 sec2 z-a2 

= In (sec z + tg z) + e según (16) 

= In (sec z + -vi secz z - 1) +c por (2), Art. 2 
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EJEMPLO. Verificar la siguiente integración;

f dx 1 2 x
-:---;:--c--:::- = - arc tg - + C.
4 x2 + 9 6 3

Solución. Esta expresión se asemeja a (18). En efecto. sean u2 = 4 x2 y
a2 = 9; entonces u = 2 x , du = 2 dx y a = 3. Luego. si multiplicamos el
numerador por 2 y dividimos delante del signo integral por 2. obtenemos

f dx
4 x2 + 9

I f 2 dx [1 f du 1 t U + C según (18) ]='2 (2X)2+ (3)2 ='2 u2+a2 =2;;arc g~-

I 2 x
= '6arc tg T + C.

r PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones.

f d x I x +1. ---=-arctg- C.
x2 + 9 3 3

2. f~=~ In (x-2)+C.
x2 - 4 4 x + 2

3. fv dy = arc senJL
5

+ C.
25 _ y2

f ds ./-
4. _ / 6 = In (s +v S2 - 16) + C.v S2 - I

5. f dx = .L In (3 x - 2) + C.
9 x2 - 4 12 3 x + 2

f dx I 3 x
6. _1 =-arcsen-+C.

v 16-9x2 3 4

7. f dx - 1 I (3 x - 1) + C
9 x2 - 1 - '6 n 3 x + I .

8. f dt - 1 I (2 + 3 t ) + C
4 - 9 (2 - TI n 2=3t' .

f eX dx9. --- = arc tg eX + C.
I + e2X

10. f cosOdO =~ln(2+sen8)+c.
4-senz84 2-sen8

11. f b dx _ b 1 (ax - c) + C
a2 x2 - c2 - 2 ac n ax + c .

f 5 x dx 5 ?12. . / = - arc sen x- + C.
v 1- x* 2

IN

13. fax dx a
x4 + b4 = 2b

14. f dt
(r - 2) 2 + 9

S dy
VI + a2y2 =

15.

16. S du

V 4 - (u +
Determinar el valor de cada ur

resultados por diferenciación.

J dx 22.17. "119 - 16 x2'

18. S dy 23.
V 9 y2 + 4'

19. f dt 24.
4¡2+25'

20. f dx
25 x2 - 4' 25.

21. f 7 dx 26.
3 + 7 x2'

Las fórmulas ordinarias (l
grado de dos términos solan
implica una expresión de seg
reducir a una de dos térmi
de verse en los ejemplos sigu

EJEMPLO l. Verificar la si

f dx
x2 + 2 x-

Solución. x2 + 2 x-l

f dx
x2 + 2 x .

Esta última integral es de la
a = 2; entonces du = d x . PO!

f du 1
u2 + a2 = -; ar

EJEMPLO 2. f 2dx

V2+x

e J
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sean v2 = 4 x2 y
multiplicamos el
obtenemos

e según (18)]

INTEGRACION

13. fax dx a x2
--- = -- arc tg -+ C.
x4 + b4 2 b2 b2

f dt 1 ( t - 2)
(t_2)2+9=Tarctg -3- +C.

5 dy 1 . /vi 2 2 = - In (ay + v 1 + a2y2) + C.
+ay a

16.5...; du =arcsen(u+
2
3)+C.

4- (u+3)2

14.

15.

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales. y comprobar los
resultados por diferenciación.

J dx 22. f 3 dy 27. f 6 t d t17.
V9-16x2' 9 y2 - 16' 8 - 3 t2 •

5 d u f ds 5 sen e de18. ...; 9 y2 + 4'
23. V 4 S2 + 5'

28. ...; 4 + co s? e

19. f dt 5 t dt 29. f dx
4¡2+25'

24.
Vt4-4' m? + (x + n ) 2'

20. f dx 5 x d x 30. f d u
25 x2 - 4' 25.

V5x2+3' 4 - (2 u - 1) 2'

21. f 7 dx 5 2 eX d x [7 x2 dx
3 + 7 x2'

26.
V 1 - e2X'

31.
• 5 - x6'

Las fórmulas ordinarias (18) a (21) contienen expresiones de segundo
grado de dos términos solamente (v2 ± a2, a2 - v2). Si una integral
implica una expresión de segundo grado de tres términos, ésta se puede
reducir a una de dos términos completando el cuadrado, como pue-
de verse en los ejemplos siguientes.

EJEMPLO l. Verificar la siguiente integración:

Solución.

f dx l x + 1--;,.--,--;:----;--; = - a re tg -- + C.
x2 + 2 x + 5 2 2

x2 + 2 x + 5 = x2 + 2 x + 1 + 4 = (x + 1) 2 + 4.

Esta última integral es de la forma (18). En efecto. hagamos v = x + 1 Y
a = 2; entonces dv = dx . Por tanto. la integral anterior se convierte en

f dv l u 1 x + 1--- = - arc tg - + e = - arc tg -- + C.
u2 + a2 a a 2 2

EJEMPLO 2. 5 2 dx 2 x - 1_ / = 2 are sen --- + C.
V 2 + x - x2 3

249

http://carlos2524.jimdo.com/



250 CALCULO INTEGRAL

Solución. Esta integral es de la forma (20), puesto que el coeficiente de x2
es negativo. Ahora bien,

2 + x - x2 = 2 - (x2 - X + }ü + X = % - (x - }O 2.

Hagamos v = x - JIz, a =;y,;. Entonces, do = d x .

f 2 dx

V2 + x - x2

= 2j' dx = 2f dv = 2 are se n .!::.. + C según (20)V%- (x-;~) 2 V a2 - v2 a

2 x - 1= 2 are sen -3-- +C.

EJEMPLO 3. f dx = ~ In 3 x - 3 + C.
3 x2 + 4 x - 7 10 3 x + 7

Solución. 3 x2 + 4 x - 7 = 3 (x2 + % x - %)
= 3 (x2 + % x + % _ 2%.)

= 3 [ (x + %) 2 - 2%J.

f dx f dx If d o
3 x2 + 4 x - 7 = 3 [ (x + %) 2 - 2%J ="3 v2 _ a2'

según la forma (19), si o = x + %, a = %' puesto que también du = d x .
Entonces, tenemos

~f~ = _1_ In ~ - a + C = ~ In x +?~ - % + C, etc.
3 v2 - a2 6 a v + a 10 x + % + %

PROBLEMAS

Verificar las siguien tes integraciones:

1. f dx =~ ln(X + l)+c.
x2 + 4 x + 3 2 x + 3

2. f:-_=dx:.:,,-----c= = - ~ are tg (_X-_I) + C.
2 x - x2 - 10 3 3

3. f --=-_3-::-d-",x--:-~= arc tg (X_-_4) + C.
x2 - 8 x + 25 3

4. fv' dx =arcsen(2x-3)+C.
3 x - x2 - 2

5. f dv - 1 1 (v - 5) + C
v2 - 6 v. + 5 - 4" n v - 1 .

6. f dx =arctg(2x-l)+C.
2 x2 - 2 x + I

f d:7,
v' 15 +;

8. S dx
x2 + 2 x

9. f dx
4 x - x2

f dx10,
v' 2 x -

f ds11.
v'2 as -t

12. S dy
y2 + 3 y

S dx13.
I+x+

f d :14.
\/ 1 +

15. S d :
4 x2 + 4

S d x16. 3 x2 - 2

17. f V2-:

Hallar el valor de cada
resultados por diferenciació

18. f dx
x2 + 2 x + 10'

19. f dx
x2 + 2 x - 3'

20. f dy
3 - 2 y - y2

f 3 du21.
v' 5 - 4 u - u2

f 5dx22.
v' x2 + 2 x + 5

f dx23.
v' x2 + 4 x + 3
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el coeficientede x2

- H)2.

+ e según (20)

%)

du
u2 - a2'

ambién do = dx.

I~+ e, etc.
3

INTEGRACION 251

7. f dx (X-I)V =arcsen --- +C.
15 + 2 x - x2 <1

8. f dx = l. In (_x_) + C.
x2 + 2 x 2 x+2

9. f dx = l. In (_x_) + C.
4 x - x2 4 x - 4

f dx10. V = are se n (x - 1) + C.
2 x - x2

f ds1l. V = In (s + a + V 2 as + S2) + C.2 as + S2

12. f dy 1 CY+3-V5)
y2 + 3 y + l = V5 In 2y + 3 +V 5 + C.

13. f dx 2 (2 x + 1)
l+x+x2=V3arctg V3 +C.

14. f v' l:
x
x+x2 =ln(x+-}+v'I+x+x2)+C.

15. f4x2+d;X+5 ={-arctgCxt~)+c.

16. f3 x2 __d; x + 4 = V\I arc tg(~~ ~II)+ C.

17. f---¡:;~d:;:::X=~ = ..!.. arc scn (S_X_+_3 ) + C.
V 2 - 3 x - 4 x2 2 y41

Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales. y comprobar los
resul tados por diferenciación.

18. I dx f dx
x2 + 2 x + 10' 24. V x2 + 2 x·

19. f dx f d t
x2 + 2 x - 3 . 25.

V3t-2t2'

20. f dy 26. f dx
3 - 2 Y - y2' x2 - 4 x + 5 .

f 3 du f dx21. 27.V 5 - 4 u - u2' 2 + 2 x - x2 .

f 5dx f dr22. Vx2+2x+5'
28.

r2 - 2 t - 3'

f dx f 4dx23. V x2 +4 x + 3'
29. V x2 - 4 x + 13 .
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252 CALCULO INTEGRAL

S dz 35. f dw30. y 3 + 2 z - Z2 . 2 w2 +2 w + l

S du 36. f x2 dx31.
Yu2-8u+15' 9x6 - 3 x3 - i

f x dx 37. f d t32.
x4 - x2-=-i' 15+ 4 I - t2'

S dt S dx38.33.
Y 1- I -2 t2' Y 9 x2 + 12 x + 8'

f dx f dx34.
3 x2 + 4 x + i 39. V 4 x2 - 12 x + 7'

Cuando el integrando es una fracción cuyo numerador es una expre-
sión de primer grado mientras que el denominador es una expresión de
segundo grado o la raíz cuadrada de una tal expresión, la integral dada
puede reducirse a una integral inmediata utilizando el método que se
indica en los siguientes ejemplos.

¡I
(1, EJEMPLO l. Demostrar la siguiente integración:

Demostración. Multiplicando el. numerador por dx. y aplicando (1). resulta

S 3 x - 1 S 3 x dx f dx
y 4 x· + 9 dx = y 4 x2 + 9 - V 4 x2 + 9'

De aquí se deduce la solución según (4) y (21).

EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración:

j. 2x-3 d _ 11 (2+4 _7)_131 3x-3+Cx--n x -x - -n--- .
3 x2 + 4 x - 7 3 3 3 30 3 x + 7

Demostración.
de la página 250.

3 x2 + 4 x - 7 = 3 [(x + %) 2 - 2%]. según el ejemplo 3

Hagamos u = x + %. Entonces x = U - % y dx = d o .

Sustituyendo.

f 2x- 3 dx=f2(u-%)-3 du=~f6u-13 d o .
3 x2 + 4 x - 7 J (v2 - 2%) 9 u2 _ 2;%

Empleando (5) y (19). Y sustituyendo u = x + %. tenemos el resultado
pedido.

II

Verificar las siguientes integ

1. f(1 +2x)dx = arc tg
1 + x2

2. f (2 x + 1) dx = 2 V-.
v' x2 - 1

f (x - 1) dx = _ "r3. Vi - x2

4. f (3 x - 1) dx = 2. In
x2 + 9 2

SO s - 2)ds = - 3 \5. Y 9 - S2

f (x + 3) dx =v'?6. Y x2 + 4

7. f ~- 5)dx =..!..In
3 x2 - 2 3

8. S(51-I)dl =~V
v' 3 t2 - 9 3

9. f (x + 3) dx = -..!.. 1
6 x - x2 2

10. f (2 x + 5) d x = In (x
x2 + 2 x + 5

11. f (I-x) dx __ 1
4x2-4x-3- 8"

12. f (3 x - 2) d x =-
1 - 6 x - 9 x2

+

f (x + 3) dx = V-;.
13. V x2 + 2 x

j'(x + 2) dx __ \
14. V 4 x - x2 -

f x dx
v' 27+6 x-x2 = -

f (3 x + 2) dx
16. v'19-5x+x2

15.

http://carlos2524.jimdo.com/



INTEGRACION 253 

PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones. 

1. f(1 +2x)dx = are tg x + In (1 + X2) + C. 
I + X2 

f 
(2x + l)dx - /-- _/--

2. _ /? = 2 V X2 - 1+ In (x +v X2 - 1) + C. 
v x- - I 

f
(X-I)dX _/--

3. = - V I - X2 - are sen x + C. 
V I - X2 

4. f (3 x -I )dx = ~ln (x 2 +9) - ~arc tg ~+ C. 
X2 + 9 2 3 3 

f (3 s - 2)ds _ /--- s 
5. V 9 _ S2 = - 3 v 9 - S2 - 2 are sen T + C. 

6. f~+3)dX =V x 2 +4+3In(x-tv x 2 +4)+C. 
X2 + 4 

7. f (2 x :- 5) dx = ~ In (3 X2 _ 2) _ 5 V6 In (3 x - V6) + C. 
3 x- - 2 3 12 3 x + V 6 

¡-
8. f (5 t -I)dt =~V3 t 2 -9- "331n (tV3+V3 t 2 -9) +C. 

V 3 [2 - 9 3 

9. f (x + 3) dx = _ ~ In (6 x _ X2) _ In (x - 6) + C. 
6 x - X2 2 x 

10. f (2 x + 5) dx. = In (x 2 + 2 x + 5) + ~ are tg (x + 1) + C. 
X2 + 2 x + 5 2 2 

11. f (I-x)dx =-~ln (4x2-4x-3)+~ln (2x-3)+C . 
4X2-4x -3 8 16 2x+l 

12. f (3 x - 2) dx = _..!... In (1 - 6 x - 9 X2) 
I - 6 x - 9 X2 6 

V2 (3 x + I - V2) 
+4 1n 3x+I+v'2 +C. 

13. J(x+3)dX = Vx2+2x+2In(x+I+Vx2+2x)+C. 
V X2 + 2 x 

14. 
f 

(x + 2) dx _ / (x - 2) _ / = - v 4 x - X2 + 4 are sen -- + C. 
v 4 x - X2 2 

15. 
f

- / x dx = _ V-27+6 X -x2 + 3 are sen (x - 3) 
v 27+6 x-x2 6 

+C. 

16. f (3 x + 2) dx = 3 V 19 - 5 x + X2 
V 19 - 5 x + x, 

+ '% In (x - % +V 19 - 5 x + X2) + C. 
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254 CALCULO INTEGRAL

17. f
(3x-2)dx 3~/

---¡===:;=====:==o-= - V 4 x 2 - 4 x + 5V 4 x2 - 4 x + 5 4

- Y:4 In (2x -1 +V4x2-4x+5) +C.

f
(Sx-3)dx ~/ .18 'v' -/=;=;i~==;==;;==; = - 2V 12 x - 4 x 2 - 5

12x - 4 x2 - 5

+ ~arc se n (2 x 2- 3) + C.

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales. y comprobar los
resultados por diferenciación.

r
19. f(4x+3)dx. 27. f (3 - 4 x) dx

x2 + l V 3 x-x2-2'

20. f(3x-4)dx. 28. f(5x+2)dX
x2 - l V x2+2 x+5'

21. f(3-x)dx. 29. fCl-x)dX
4 - 3 x2 V x2+4 x+3~'-

22. f(2 x + 3)dx 30. f(8-3x)dx.
vi 2 - 3 x2 • x2 + X + l

23. f(4x-l)dX f (x + 4) dx .v' 3 + 5 xi . 31.
. V X2+X+ 1

24. f(3 x - 5)dx_. 32. f(2X+7)dx .
x2 + 4 x 2 x2 + 2 x + 1

25. f(4x+5)dX 33. f (3 x + 8) dx .
. vi 3 x - x2 • 9 x2 - 3 x-l

26. f (x + 2) dx . 34. f (6 - x ) dx
x2 - 6 x + 5 V 4 x2-12 x+7'

~..
.:,

'~-<IiII •

1f "!lIt
.11.,...,

133. Demostración de las fórmulas (22) y (23). Para demostrar
la fórmula (22) basta efectuar la sustitución

v = asen z .

Entonces dv = a cos z dz ,

y

Luego, según (S) Art. 2,

SV a2
- v2 dv = a2 Scos" z dz = ~2 S (cos 2 z + 1)dz

a2 a2

= - sen 2 z +- z + e.
4 2

INl

Para obtener el resultado er
riormente dicho,

vz = are sen -¡;, y sen 2 ;

Sustituyendo, obtenemos I

Demostración de la fórmuh
muestra fácilmente (véase el A

En un párrafo posterior S(

(2) S sec" z dz = Yz sec z

v
Puesto que tg z = - y se'a

cimos

(3) S V v2 + a2 dv = ; v

a2

en donde e' = e-Z-Ina. I

el signo es positivo.
Sustituyendo v = a sec s ,

(4) S V v2 -~ a2 dv = S

Comparando (4) con (2)

v
Pero sec z = - y, por 1

a
en (5), obtenemos la Iórrru
negativo.
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Para obtener el resultado en función de v, tenemos, según lo ante
riormente dicho, 

v v V a2 
- v2 

z = arc sen -, y sen 2 z = 2 sen z cos z = 2-----
a a a 

Sustituyendo, obtenemos (22). 

Demostración de la fórmula (23). Sustituyendo v = a tg z, se de
muestra fácilmente (véase el Art. 132) que 

(1) S V v2 + a2 dv = S a sec z· a sec2 z dz = a2 S sec3 z dz. 

En un párrafo posterior se demostrará que 

(2) f sec3 z dz = Yz sec z tg z + Yz In (~ec z + tg z) + e. 

v V v2 + a2 

Puesto que tg z = - y sec z = , de (1) y (2) dedu-
a a 

cimas 

(3) S V v2 + a2 dv = ~ V v2 + a2 + ~2 In (v +v v2 + a2
) + e', 

a2 

en donde e' = e -"2 In a. Por tanto, (23) queda demostrado cuando 

el signo es positivo. 
Sustituyendo v = a sec z , obtenemos (véase el Art. 132) 

(4) S V v2 
_ . a2 dv = S a tg z · a sec z tg z dz 

= a2 S tg2 z sec z dz 

= a2 S sec3 z dz - a2 S sec z dz. 

Comparando (4) con (2), tenemos 

S a2 a2 
(fi) V v2 

- a2 dv = "2 sec z tg z - "2 In (sec z + tg z ) + e. 

v V v2 
- a2 

Pero sec z = - y, por tanto, tg z = . Sustituyendo 
a a 

en (5), obtenemos la fórmula (23) cuando el signo delante de a2 es 
negativo. 
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EJEMPLO l. Demostrar la siguiente integración:

Jv 4 - 9 x2 dx =.?:...- V 4 - 9 x2 + 2. a re sen ~ + C.
232

Demostración. Compárese con (22) y sean u=3x. a2=4; entonces
d o = 3 d x . Por tanto.

Empleando (22) Y haciendo u = 3x. a2 = 4. tenemos la solución.

EJEMPLO 2. Demostrar la siguiente integración:

JV3x2+4x-7dx

= .l. (3 x+2) V3 x2+4 x_7_25V3In (3 x+2 + V9 x2+12 x-2\) + C.
6 18 _

Demostración. Según el ejemplo 3. página 250.

.•'. 3 x2 + 4 x - 7 = 3 [ (x + %) 2 - 2%1 = 3 (u2 - a2)

SI U = X + %. a = %. Entonces d o = d x .

J V 3 x2 + 4 x - 7 dx = V3J V u2 - a2 do.

Empleando (23) Y haciendo u = x + f. a = +. obtenemos el resultado

qne se quería demostrar.

PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones:

1. J./-- x ./-- Iv 1-4x2dx=-=;:v 1-4x2+4arcsen2x+C.

2. J V 1+9x2dx =TV 1+9x2+~ln(3x+v 1+9x2) +c.

f ~~2 - I dx = f V x2 - 4 - In (x+ V x2 -4) + c.

[. / x . / 25 3 x
. v 25 - 9 x2 d x = -=;: V 25 - 9 x2 + 6" a rc sen -5- + C.

3.

4.

5. J V 4 x2 + 9 dx = T V 4 x2 + 9 + ~ In (2 x + V 4 x2 + 9) + C.

IN

8. J V 5 - 2 x + x2 dx =

10. J V 10 - 4 x + 4 x, d

Hallar el valor de cada una
resul tados por diferenciación.

11. J V 16 - 9x2d:

12. J V 4 + 25 x2 d

J V 9 x2 - 1 d:13.

J V 8 - 3 x2 d»14.

134. Integración de dife
mas ahora la integración de
se presentan con frecuencia y
formándose en integrales inm
métricas sencillas.

Caso 1. Integrales de la

En el caso de qúe m o n
no importa lo que sea el ot
medio de transformaciones Sé
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+c.

a2 = 4; entonces

- v' dv .

lución.

+12 x-21) + C.

v.

mos el resultado

+c.

c.

x2 + 9) + C.

INTEGRACION 257

6. f V 5 - 3 x2 dx = T V 5 - 3 x2 + 2 ~3 are sen x $+ c.

f x+ l
7. V 3 - 2 x - x2 d x = -2- v' 3 - 2 x - x2

+ 2 are sen x + I + C.
2

8. f V 5 - 2 x + x2 dx = x; I V 5 - 2 x + x"

+ 2 In (x - I + V·-;5°-----;;2:-x---;-+-X--;;2)+ c.

f x -1 I
9. V2x-x2dx =-2-V2x-x2+-zarcsen (x-I) +C.

f 2x-110. VIO - 4 x + 4 x2 dx = --4- V 10 - 4 x + 4 x2

9 ~+ '4 In (2 x - I + V lO - 4 x + 4 X2) + l. .

Hallar el valor de cada una de las siguientes "integrales. y comprobar los
resultados por diferenciación.

11. f V 16 - 9 x2 dx . 16. fV5-4x-x2dx.

f V 4 + 25 x2 dx . fV5+2x+x2dx.12. 17.

f V 9 x2 - 1 dx. f V x2 - 8 x + 7 dx .13. 18.

f V 8 - 3 x2 dx . f ,/ 4 - 2 x - x2 dx .14. 19.

f V5 +2 x2dx. f V x2 - 2 x + 8 dx .15. 20.

134. Integración de diferenciales trigonométricas. Considerare-
mos ahora la integración de algunas diferenciales trigonométricas que
se presentan con frecuencia y que pueden integrarse fácilmente, trans-
formándose en integrales inmediatas por medio de reducciones trigono-
métricas sencillas.

Caso I. Integrales de la forma Ssenm u cos" u du.

En el caso de qüe ni o n sean un número entero positivo impar,
no importa lo que sea el otro, esa integración puede practicarse por
medio de transformaciones sencillas y aplicando la fórmula (4) ,

S vn+1
vn dv = n + 1 + e .
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258 CALCULO INTEGRAL 

Por ejemplo, si m es impar, escribimos 

senm ¡¿ = sen",-l u sen u. 

Entonces, puesto que m - 1 es par, el primer término del segundo 
miembro será una potencia de sen2 u y podremos expresarlo en poten
cias de cos2 u sllsti tuyendo 

sen 2 u = 1 - cos2 U. 

Entonces la in tegral toma la forma 

(1 ) S (s uma de términ os q1J.e contienen cos u ) sen u du . 

Puesto que sen u du = - d(cos u), cada término que se debe 
integrar tiene la forma vn dv siendo v = cos u . 

Análogamente, si es n el que es impar, basta escribir 

cos" tL = COS,,-1 U cos u, 

y emplear la sustitución cos2 u = 1- sen2 u. Entonces la integral se 
convierte en 

(2) S (s uma de térm inos que contienen sen u ) cos u du . 

EJEMPLO l. Hal lu f se n 2 x C05 5 x dx. 

Solución. f se n 2 x C05 5 x dx = f se n 2 x cos· x cos x dx 

= f se n 2 x ( 1 - se n 2 x) 2 C OS x dx segú n ( 2 ) del Art. 2 

=f ( sen 2 x-2sen 4 x+sen 6 x) cosxdx 

= J (s~ n x) 2 cos x d x - 2 f (se n x) 4 cos x dx + f (sen x) 6 CO S x d x 

Según (4) 

Aqui u = se n x, du = co s x dx y n = 2, 4 y 6 respectivamente. 

EJ E MPL O 2 . D emostrar qu e f sen 3 X x dx= % cos 3 Yz x-2 cos X x+c. 

Demostración. Sea Yí x = l/. Entonces x = 2 u, dx = 2 du o Sustituyendo, 

(3) f se n 3 Y2 x dx = 2 f sen 3 u duo 
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A h ora bi en , 

f se n 3 u du = f se n 2 u· sen u du = f ( 1 - cos 2 u) sen u du 

= fsen u du - fcos 2 u se n u du = - cos u + ~ cos 3 U + C. 

Empleando es te resultado en el segundo miembro de (3), y su st i tuye nd o 
u = Yz x, t en emo s la sol u ció n. 

PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integ racion es. 

1. fsen3xdx=>~ cos3x-cosx+C. 

2. f se n 2 e cos e dO = Ya se n 3 O + c. 

3. f cos 2 </> sen </> d </> = - >~ cos 3 </> + C. 

4. fsen36xcos6xdx = Ya-t sen 4 6x+ C. 

5. f cos320se n 20dO=-J,icos420 + C. 

f cos 3 
X l L 3 C 6. --- dx = csc x - >3 ese x + . 

sen' x 

7. f se n
3

</> d</> = sec </> + cos </> + C . 
cos 2 </> 

8. feos' x se n 3 x dx = - Yo ces ó x + 0 ces 7 X + c. 

9. fsen ó x dx = - cos x + % cos 3 X - Yo cos 5 X + c. 

10. fce só xdx = se n x - % sen 3 x + Yo se n ó x + c . 

11. f se n 5 y ,-( 2 l ) 
_ ¡--= dy = -2\1 cosy l - -=- co s2 y+-ces'y + C . 
v cos y ) . 9 

12 . f COS5 I 3 ·. (1 l ) 
_3/ dI = -se n ;!, I 1- - se n 2 I +- se n ·' I + C. 
v se n t 2 2 7 

Calcular cada una de la s sig ui entes integral es, y comprobar lo s res ul ta dos p or 
diferenciación. 

13 . f se n 3 2 e dO. 15 . .r se~ 2 x cos 2 x dx. 

14. fc os 3 f dO . -<1. 6. f se n 3 I cos 3 I dI. 
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17. JCOS3.'t se n? ~ d</>. 20. Jcos3 (a + bt r d t .2 2

Jsen3 mt co s? m t d t . 21. J' ctg e de.18. ...¡ sen e

Jsen5 nx d x , f sen32x19. 22. ~ d x .cos 2 x

Caso n. Integrales de la forma f tg" u du o f ctgn u du.

Cuando n es un número entero, estas formas se integran fácilmente.
El método no difiere mucho del usado en los ejemplos anteriores.

El primer paso es escribir

tg" u = tgn-2 u tg2 u = tgn-2 u (sec? u-1) ;
o ctg" u = ctgn-2 u ctg" u = ctg"-2 u(csc2 U -1) . Según (2), Art. 2

Los ejemplos ilustrarán los pasos subsecuentes.

EJEMPLO 1. Hallar Jtg4 x dx.

Solución, J tg4 x dx = J tg2 x (sec2 x - 1) dx

= J tg2 x sec2 x d x - Jtg2 x dx

=J(tgX)2d(tgX)- J(sec2x-l)dx

__ tg3 x
- 19 x + x + C.

3
Según (4) Y (10)

EJ EMPLO 2. Demostrar que

J ctg3 2 x dx = - !;.í ct g ? 2 x - Yz In se n 2 x + c.

Demostración. Sea 2 x = u. Entonces x = Yz u, dx = Yz d u ; Sustituyendo,

(4) J ctg3 2 x dx = Yz J ctg3 u d u .

Ahora bien. J ctg3 u = = J ctg u . crg ? u du

= J ctg u(csc2 u - l)du

= J ctg " ese? u du - J'crg " d u

Yz c rg ? u - In sen u + C. Según (4) y (15)

Em p le au do este resultado en el segundo miembro de (4) y sustituyendo
u = 2 x tenemos la solución.

r

Caso IlI. Integrales de la

Las integrales de esta f,
número entero positivo par,

o ese" u= cscn-2 U ese" U

El ejemplo muestra los p:

EJEMPLO 3. Demostrar qu

J sec ' ~ x dx .

Demostración. Hagamos ~ x
yendo,

(5) J scc ' VI x dx

Ahora bien, f scc ' II d u

Sustituyendo en el segundo r
mos la sol ución.

EJERCICIO. Hacer sec2 II ~

var al cuadrado, y seguir el eje,

Caso IV . Integrales de

Stgmu sec'"

Cuando n es número en
caso IlI.

EJEMPLO 4. Hallar f tg"
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Caso nI. Integrales de la forma f seen u du o f ese" u du. 

Las integrales de esta forma se calculan fácilmente cuando n es 
número entero positivo par. E l primer paso es escribir 

,,-2 

sec" u = sec,,-2 u sec2 u = (tg2 u+ 1 )-2-sec2 u ; 
11 - 2 

o esc" u = CSC,,-2 u csc2 U = (etg2 u+ 1 )-2- CSC 2 u. Según (2) , Art . 2 

El ejemplo muestra los pasos subsecuentes . 

EJEMPLO 3. Demostrar qu e 

f sec 4 Yz x dx = % rg 3 Yz x + 2 tg Yz x + C. 

Demostración . Hagamos Y2 x = u. Entonces x = 2 u, dx = 2 du . Sustiru
ye ndo , 

(5) fsec 4 Y2 x dx = 2.r sec' u du. 

Ahora bien, f sec' u du = f sec 2 u . scc 2 U e/u 

= f ( tg 2 u + 1) sec' u du srg lln ( 2), .'\rt. 2 

= f tg 2 u sec 2 u du + f sec 2 u d" 

= Ya tg 3 u + t g u + c. Segú n (4) Y (lO) 

Sustituyendo en el seg undo mi embro de (5) y ha ciendo {( = VI x, encontra
rnos la so lución. 

E JERCIC IO. Hacer sec 2 {( = 1 + tg 2 u en e l seg und o miemhro de ( 5 ) ; ele
var al cuadrado, y seg uir el ejemplo 1, pág. 260 . 

Caso IV. Integrales de la forma 

f tg'" u see" 11 clu o f ctgm u ese" u du. 

Cuando n es número entero positivo par, procedemos como en el 
caso IU. 

EJEMPLO 4. Hallar f rg 6 x sec' x dx . 
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Solución. J tg6 x sec' x dx = Jtg6 x (tg2 x + 1) sec2 x d x . Según la fór-

mula (2), del Art. 2

= J (tg x) 8 sec" x dx + J tg6 x sec2 x dx

Según (4)

Aquí V = tg x, d v = sec2 x d x , etc.

Cuando m es impar, se procede como se indica en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5. Hallar J tg5 x sec3 x d x .

Solución. JtgS x sec3 x dx = Jtg4 X sec2 x sec x tg x dx

= J (sec? x -1)12 sec2 x sec x tg x dx según (2)

del Art. 2
= J (sec6 x - 2 sec ' x + sec? x) sec x tg x dx

sec? x 2 secs x sec' x
= -7- - --5- + -3- + C. Según (4)

Aquí u = sec x , d o = sec x tg x d x , e tc .

Evidentemente, los métodos que se han empleado en los casos ante-
riores son de aplicación limitada. Fallan, por ejemplo, en el caso
siguiente:

fsee3 u du = fsec u sec" u du

f sec u tg2 u du. + In (sec 1l + tg tz ) .

En efecto, no podemos seguir adelante con las formas elementales
ordinarias. Más tarde se desarrollarán otros métodos de aplicación
más general.

,.;

PROBLEMAS

Demostrar las siguientes integraciones:

1. J tg2 x d x = o/z tg2 x + In cos x + C.

2. Jctg3fdx=-fctg2f-3Insenf+C.

3. J ctg3 2 x csc 2 x dx '

J x 4
4. ese! "4 dx = - 3' c

5. ftgS 3 O dO = Yí2 tg4

6. fsen2 </> d</> = ~ tg3 q
cos ' </> 3

J dx - t
7. sen22x cos'2x

i=: x dx = _ J.. ct-
8. sen 6 x 5'

f % 2-9. sen - x dx = _ tg~

cos'0 x 5
% .

10. ftg3 a sec 2 a da = '(

11. f(sec ax)4 dx = -
tg ax

12. f (ctg? 2 8 + ctg< 2 I

13. f(tgbt-ctgbt)3d1

Hallar el valor de cada una
resultados por diferenciación.

14. f ctgS ax dx .

15. Jsec6 O se.

16. fC5C61 d x .

17. f~· tg3 t

18.
5sec< x dx

V tg x .

19. f(~rd;c tg ax

20. flg3~sec3!..
3 3
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d x . Según la fór-

tg6 x see2 x d x

Según (4)

ien te ejemplo.

tg x dx según (2)

2X) seex tgx dx

+ C. Según (4)

n los casos ante-
plo, en el caso

u + tg u).

mas elementales
os de aplicación

INTEGRACION

3. fetg32x ese2xdx= Yz ese2x- y&ese32x+C.

4f < s.« 4 3X 4 x+C. ese 4" x = - "3 etg 4" - ctg 4" .

5. f tg5 3 O d B = ;;':2 tg4 3 O - y& tg2 3 O + Ya In sec 3 O + C.

6. fsen2 rp drp = ~ tg3 rp + c.
cos! rp 3

f dx ? I 3? I7. =tg_x+-tg _x--etg2x+C.
sen 22 x ccs ' 2 x 6 2

8. feos'x:dx=_~ctg5x+C.
se n 6 x 5

9 J sen% x dx _ 2 t % + 2 t % . + C. g x - g x ".
eos 1~ x 5 l)

f 5.( 2 ,L ? ,~
10. tg3 a see/2 a da = 9" sec /2 a - i- sec l' a + C.

11. f(sec aX)4 dx = - J... (etg ax + .l. ctg3 ax) + C.
tg ax a 3

12. f (c tg? 2 O + ctg4 2 O) dO = - Yo etg3 2 O + C.

13. fCtg bt-ctg bt)3 di = _1_[tg2 b t + c r g ? bl1 +~ In se n 2 b t + C.
2 b b

Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales. y comprobar los
resultados por diferenciación.

14. fetg5 ax dx. 2l. f dx
se n 4 3 x co s? 3 x·

15. fsee60d(). 22 f('sC bXydX.
tg bx

16. fcsc6 f d x . 23. f(~rdrp.etg rp

17. fsec4 t d t 24. f(~rdt.
tg3 1

cos at

fsec4 x dx 25. ftgoXdX
18. / . V se e x .

"\ t g x

19. f(cse aXydx 26. ftg1"l X se c ? x d x .
etg ax

20. flg3~sec3 s. d x ,
27. ftg520d8.

sec3 2 ()
3 3
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Caso V. Cálculo de integrales de la forma S senm u cos" u du por

medio de ángulos múltiplos.

Cuando 'In o n son números impares, enteros y positivos, el mé-
todo más corto es el del caso l. Cuando m y n son ambos números
pares, enteros y positivos, la expresión diferencial dada puede trans-
formarse, por sustituciones trigonométricas, en una expresión que
contiene los senos y cosenos de ángulos múltiplos, que se integrará
fácilmente. Con este fin emplearemos las siguientes fórmulas:

sen 1t cos u = Yz sen 2 u ,
sen? u = Yz - Yz cos 2 u,
cos" U = Yz + Yz cos 2 u .

según (S) , Art. 2
según (S), ArL. 2
según (S), Art. 2f""" 1',

, '1

II!
EJEMPLO l. Hallar Jcos2 u duo

Solución. f cos? u d u = f(; + + cos 2 u )dU
= ~ Jdu + J... fcos 2 u du = ..!:!... + J... sen 2 u + C.

2 2 2 4

EJEMPLO 2. Hallar Jsen2 x cos" x dx .

Solución. J sen2 x cos2 x dx = ~ J sen2 2 x dx según (5). Art. 2

= ~ J ( + - + cos 4 x )dx por (5), Art. 2

= ~ - J...sen 4 x + C.
8 32

EJEMPLO 3. Hallar Jsen4 x cos? x d x .

Solución. J sen " x C052 x dx = f (sen x cos x ) 2 sen2 x dx

= JY-í sen22x(Y2-Y2 cos2x)dx

= ~ fsen22xdx-VsJsen22xcos2xdx

=íf (Yz - 7íí cos 4 x) dx

-íJsen22xcos2xdx

_x sen4x sen32x+C-i6---;¡---¡g .

Ir

o

Caso VI. 1tüeqroles de la

Ssen mx cas

Seas mx cas

Según (6) del Art. 2,

sen mx cos nx = ~

Por tanto,

S sen mx cosnx dx = YzSI
cos

2

Análogamente, obtenem

Ssen mx sen nx dx =

S cos mx cos nx dx = I

Demostrar las siguientes in

f X SI1. sen 2 x dx = '2 - -

2. f 3xse n ! x dx = 8-

3. J 3xcos+ X dx =8 +

4., f 5xsen6xdx=--
16

f 5x5. ccs" x dx = - +
16

6. f se n ' ax dx = T-
7. f se n? ~COS2::", dx :

2 2

8. f 3xsen ! ax dx= R-
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Caso VI. Integrales de la forma 

f sen mx cos nx dx, f sen mx sen nx dx 

o f cos mx cos nx dx, cuando m r!c n . 

Según (6) del Art. 2, 

sen mx cos nx = Y2 sen (m + n)x + Yz sen (m - n)x. 

Por tanto, 

f sen mx cos nx dx = Y2 f sen (m + n)x dx + Y2 f sen (m - n)x dx 

= _ cos Cm + n)x _ cos Cm - n)x + e 
2(m+n) 2(m-n) . 

Análogamente, obtenemos 

f sen (m + n)x sen (m - n)x 
sen mx sen nx dx = - 2 (m + n) + 2 (m _ n) + C. 

f sen (m + n)x sen (m - n)x 
cos mx cos nx dx = 2 (m + n) + 2 (m _ n) + c. 

PROBLEMAS 

Demostrar las siguientes integraciones. 

f 2 d x sen 2 x C l. sen x x =-----+ . 
2 4 

2 . fsen 4 xdx =~ _ sen2x + sen4x + C. 
8 4 32 

3. fCOS4Xdx =~+ sen2x + sen4x +C. 
8 4 32 

f 
6 d - 5 x sen 2 x + sen 3 2 x + 3 sen 4 x + e 4. sen x x - -- --- --- . 

16 4 48 b4 

5. fcosAxdx=51:+ sen/x _ se n:
8
2 x+ 3sc~4x +c. 

j . 2 X sen 2 ax 6. sen axdx= - - - --- +C. 
2 4 a 

f 2 X 2 X d x sen 2 x + e 7. sen - cos - x = - - --- . 
2 2 8 16 

8. j' sen 4 ax dx = ~ _ sen 2 ax + sen 4 ax + C. 
R 4a 32a 
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f 2 2 2 x sen 3 4 x sen 8 x9 ... sen x co s+ xdx = -+--- - --- + C.16 96 128

f 90 Hn2010. (2 - sen 0)2 dO= -+ 4 cos O - --_ + C.
2 4

11. f(sen2</>+cosrp)2d</>=!..5:.+2sen3rp+sen4rp +C.
8 3 32

12. f
sen 2 x cos 4 x dx = cos 2 x _ cos 6 x + C.

4 12

13 fsen 3 x se n 2 x d x = sen x _ sen 5 x -1-, C.
. 2 la

14. feos 4 x cos 3 x d x = sen x + sen 7 x + C.
2 14

Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales. y comprobar los resul-
tados por diferenciación.

15. J'cos2 ax d x . 21. f(I +cosx)3dx.

16. feos' ax d x . 22. f (V sen 2 O - cos 20) 2 so.

17. fsen2 (IX cos2 (IX d x . 23. J (vi cosll- 2 se n 0)2 se.

1S. f O O f (se n 2 x - se n 3 x ) 2 d x .se n " - cos? - dO. 24.2 2

19. fsen4 2 a. co s ' 2 a. d a . 25. f(senx+cos2x)2 d x .

20. fsen2 x cos" x d x . 26. f (cos x + 2 cos 2 x ) 2 d x .

135. Integración, por sustitución trigonométrica, de expresiones que
contienen vi a2 - ua o vi u' ± a~. En muchos casos, el método más
corto de integrar tales expresiones es efectuar un cambio de variable
como sigue:

Cuando ocurre vi a2 - u2, hágase u=a seo z.

Cuando ocurre vi a2 + u2, hágase u=a tg z.

Cuando ocurre vi u2 - a2, hágase u = a sec z .

Estas sustituciones se han empleado en los Artículos 132 y 133.
En cada caso el signo radical desaparece.

En efecto,

(1) vi a2 - a2 sen2

(2) vi a2 + a2 tg~

(3) vi a2 sec" z - (

EJEMPLO 1. Hallar S-
C'

Solución. Hagamos u = ,
do (1).

En efecto. puesto que sen z

que nse los lados como se indica

Fig. 101

EJ EMPLO 2. Demostrar

Solución. Haciendo u =
Por tan t o , si hacemos 2 ;

yendo.

(4)

Hagamos u = a tg z . Ern

f du

u V u2 + a2
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En efecto,

(1 ) V a2 - a2 sen" z = a V 1 - sen 2 z = a cos z:

(2) V a2 + a2 tg2 z = a V 1 + tg2 z a sec e ;

(3 ) V a2 sec? z - a2 = a V seo" z - 1 =a tg z.

EJEMPLO 1. Hallar

Solución. Hagamos u = asen z : entonces du = Q cos z d z , y emplean-

do (1).

S du = f a cos z d;: = 2- f ~ = -'- f sec? z dz
~ a3 (OS3 Z a2 C082 z a2

(a2 - u2) -

= tg ?z + C = u . + C.
a~ a2V a2 - u2

En efecto. puesto que sen z
u=-. trácese un triángulo rectángulo y m á r-
a

u
q ue n se los lados como se indica en la figura 101. Entonces. tg z = . /V a2 - u2 .

a

a

Fig. 101 Fig. 102

EJEMPLO 2. S dx
Demostrar que xV 4 x2 + 9

1 ~-3
-In + C.
3 2 x

Solución. Haciendo u = 2 x y a = 3. resulta V 4 x
2 + 9 = V u

2 + a
2

Por tanto. si hacemos 2 x = u. entonces x VI u. dx = VI duo Sustitu-

yendo.

(4) S dx

x v' 4 x2 + 9 5 VI du 5 du
VI u ~ = u v' u2 + a2

Hagamos u = a tg z , Entonces du = a sec2 z d z , y empleando (2). re su l t a

5 du = f a sec2 z dz = 2-f ~ = .Lf A
u vi u2 + a2 a tg z . a sec z a tg z asen z

I f 1= _ csc z dz = -In (cscz - ctg z)+C.
a a

267
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Puesto que tg z =..::.., trácese un triángulo rectángulo y márquense los lados
a

como se indica en la figura 102. Entonces,

vi u2 + a2 aese z = , ctg z = _.
u u

f du I vI~-a
--- = -; In u + C.

ti vi u2 + a2

Sustituyendo en (4), y haciendo ti = 2 x , a = 3, tenemos la solución.

Luego

Demostrar las siguientes integraciones.

PROBLEMAS

1. f dx x
3 = + C.

(x2 + 2) % 2 vi x2 + 2

f x2dx x --- ---__ = - vi x2 - 6 + 3 In (x +vI x~ - 6) + C.
vi x2- 6 2

2.

3. f dx %= _x __ +C.
(5 - x2) 2 5 vi 5 - x2

f /2 dt t _ /--, t
-- = - 2" V 4 - t" + 2 are sen 2" + C.

vl4-/2

f X2 dx x
;v> = - + In (x + vi x2 + 8) + C.

(x2 + 8) 72 vi x2 + 8

4.

5.

6. f tl2 dtl ti u
3L= -are senT+ C.

(9 - tl2) /2 vi 9 - tl2

7. f dx = ..!.- In ( x ) + C.
x vi x2 + 4 2 2 + vi x2 + 4

f---;:::::::dX === = ~ In ( x ) + C.
x vi 25 - XZ 5 5 + vi 25 - x2

vI~
" + C.
7 y

8.

9. f dy

y2 vi y2 - 7 =

f dx
X2~= 5 x

10. vI~
+C.

11. f dx
x3~=

vI~ 1 x
+ -54 are sec -3 + C.

18 x2

vi 16 - t2 t
. -arcsen4+C.

I

12. 16 - (2 di

12

Hallar el valor de cada
resultados por diferenciaciós vi x2

: 16t13.

S vi y2 y- 9d14.

S dx15.
x3~

S V x2 +9d16.
x2

SV 100: u
2

17.

136. Integración pOI

variable independiente,
ción de un producto (V:

o sea, trasponiendo,

Integrando, resulta l

(A)

que se llama fórmula di
integrar u dv directamer
dependa de la de dv y v
Este método de integra
Cálculo integral.

Para aplicar esta Ión
diferencial dada en dos
instrucciones generales r
les las siguientes:

a) dx es siempre UI

b) debe ser posible l

c) cuando la expre
nes, ordinariamente es rr
tal que pueda integrarse,
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árq uense los lados Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales, y comprobar los
resultados por diferenciación.

s la solución.

s V x2
: 16dx. S dx13. 18. x3 V x2 + 1.

SV y2
y
-9dY. S dv14. 19.

(v2 - 3)%'

S dx S x2
d x15.

x3 V 4 - x2 •
20.

V x2 + 5'

SVX2+9dX. S dx16. 21.
x, V x2 - 5'x2

17. SV 100: u
2 duo 22. SV x2+9dx.

x6

136. Integración por partes. Si u y v-son funciones de la misma
variable independiente, tenemos, según la fórmula para la diferencia-
ción de un producto (V, Art. 94) ,

d (uv) = u dv + v du,
o sea, trasponiendo,

u dv = d (uv) - v du .

8) + c. Integrando, resulta la fórmula inversa,

Su dv = uv - S v du,(A)

que se llama fórmula de integración por partes. Tal vez no podamos
integrar u dv directamente; pero esta fórmula hace que su integración
dependa de la de dv y v du, que pueden ser formas fáciles de integral' .
Este método de integración por partes es uno de los más útiles del
Cálculo integral.

Para aplicar esta fórmula en un caso dado, debe descomponerse la
diferencial dada en dos factores, a saber, n y dv. N o pueden darse
instrucciones generales para la elección de esos factores, pero son úti-
les las siguientes:

\ a)
b)
c) cuando la expresión para integrar es el producto de dos funcio-

nes, ordinariamente es mejor elegir la de apariencia más complicada, con
tal que pueda integrarse, como parte dv .

dx es siempre una parte de dv;
debe ser posible integrar dv ;

269
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Los siguientes ejemplos enseñarán en detalle cómo se aplica la
fórmula:

EJEMPLO l. Hallar f x cos x dx.

Solución, Sean u = x y d o = cos x d x ;

v = f (OS x dxentonces d u = dx y

Sustituyendo en (A).

tI d o u v v du

f ...-.,,---"-----~,..--'----f ,.-------~
lC cos x dx = x sen x - sen x dx = xsenx +cosx+C.

se n x.

EJEMPLO 2. Hallar f x In x dx.

Solución. Sea u = In x y d o = x d x ;

entonces du = dx f x dx = x2

Y v = Z·x
Susti tu yendo en (A) ,

f x In x dx = In x . ~2 _ f _;2. d;

x2 x2= -In x - - + C.2 4

EJEMPLO 3. HalJar f xe"X d x .

Solución, Sean y do = x dx ;u :t:;;; eQX

entonces dtl ea,; . a d x f X2
V = x d x = Z.y

Sustituyendo en (A),

f X2 J' x2
x eos d x = e"r. eaxadx

2 2
x2 eax a f ?= --2- -"2 x-,axdx,

Pero integrar x2 e'" dx es menos sencillo que integrar xe'" d x . Este hecho
irrdi ca que no hemos e le g ido nuestros factores co n v en ie n temcn te . En lugar de
eso, sean

u = x y d v = enx d x ;

entonces d u dx y v = J' efIX dx
a

Sustituyendo en (Al,

(
• e(fX f" e':lX dxeOX d x = x· - - - X

J a • a

En algunos casos es nee
partes más de una vez, eo

EJEMPLO 4. Hallar J x2

Solución, Sean u = .

en tonces du

Sustituyendo en (A),

f x2eax dx =

(1)

La in tegral del segundo mi
la (A), De esta manera obtei

J xea

Sustituyendo este resultad,

f x2 eax dx a

EJEMPLO 5. Demostrar

f sec3 z d z = VI ~

Demostración, Hagamos

entonces d

Sustituyendo en (A),

J sec ' z d :

En la nueva integral. efectu
obtenemos

Jsec3zdz scc z

Trasponiendo al primer m ie r
por 2, tenemos el resultado t

EJ EM PLO 6. Demostrar

f e(JX se n nx a
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INTEGRACION 271 

En algunos casos es necesario aplicar la fórmula de integración por 
partes más de una vez, como en el ejemplo que sigue. 

EJEMPLO 4. Hallar f X2 cax dx. 

Solución. Sean y du = eaz dx; 

en tonces du = 2 x dx y u=feax dx 
a 

Sustituyendo en (A), 

f 2 2 e((X f eaz 2 d x eaz dx = x . _ - _. x x 
a a 

(1) x 2 eax 2 f = --- - - xeax dx. 
a a 

La integral del seg undo miembro puede hallarse ap lican do otra vez la fórmu
la (A). D e esta m anera obtenemos 

Su st itu ye ndo este resultado en (1) , se tiene 

j ' X2 eaz dx = X2 e
ax 

_ 2 caz (x _ J... ) + c = en" (X2 - ~ + 2.) + c. 
a a 2 a a a a2 

EJEMPLO 5. D emostrar que 

f sec 3 z d z = Yz sec z tg z + ),tí 1 n (s~c z + tg z) + c. 

Demostración. Ha gamos II = sec z y d u = S2C 2 Z d z ; 

en ton ces du = sec z tg z dz y u = tg z , 

Sustituyendo en (A), 

fsec3zdz = secz tgz- fsecz tg 2 zdz. 

En la nueva integ ral. efect u emos la sustitución tg 2 z = sec 2 z - 1. Entonces, 

obtenemos 

f sec 3 z dz = sec z t g z - f sec 3 z dz + In (sec z + t g z) + c. 

Traspon iendo al pr im er m iembro la integral d el seg und o miembro y dividiendo 
por 2, tenem os el resu l tado buscado. 

EJ EM PLO 6. Demostrar qu e 

f eoxsen nx dx = cOIta sen nx - n cos nx) + c. 
a2 + n 2 
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272 CALCULO INTEGRAL

Demostración. Sean y d o = sen nx d x ;u = eOX

en tonees du = aeUX dx eos nx
n

y IJ=

Sustituyendo en la fórmula (A), el resultado es

(2) f eax sen nx dx = - e
ax

e~s nx + -;;-f eax eos n x dx .

Integremos por partes la nueva integral.

Sea dlJ eosnxdx;u = eaz y

entonces du = aea:>: d x se n nx
IJ=---.y

n

Luego, según (A),

(3) f eax eos n x dx eax sen nx a fn --;; eaxsennxdx.

Sustituyendo en (2), obtenemos

(4) f eax sen nx dx = ::: (a sen nx - )

2-
n eos nx - ~ 2 f eax sen nx d x .

Las dos integrales de (4) son idénticas. Trasponiendo la del segundo miem-
bro, y despejando la integral se obtiene el resultado buscado.

Entre las aplicaciones más importantes del método de integración
por partes se encuentra la integración de

a) diferenciales que contienen productos,
b) diferenciales que contienen logaritmos,
c) diferenciales que contienen funciones triqonoméiricas inversas.

PROBLEMAS

Demostrar las siguientes integraciones.

1. .r x se n x dx = sen x - x eos x + c.

2. Jlnxdx=x(lnx-l) +C.

3. J'. x x xx se n - dx = 4 se n - - 2- x eos - + C.
2 2 2

4. f I eos n x + x sen nx + Cx (OS nx ( x = --.,- .
n : n

5. J' ti see" ti d ti ti tg ti + In eos LI + C.

Il

6. S IJse n? 3 IJdv = X

S y2 se n ny
2 e

7. dy =-

8. S xa'" dx = n'"L:a

JI xn+9. • xn In x dx = n +

10. S are sen x d x = x al

1l. S are tg x dx = x ar

12. S He etg y dy = y a,

13 . J'are eos 2 x dx = x

14. •fare see y dy = yal

S t15. a re cse '2 dI = e al

f x16. x are tg x dx = -

17. .fare 19 y'-; dx =

18. SX2e-X d x = - e-

S eO19. eO co s e de = "2 (

Slnxdx x20. (x+I)2 x+

21. S x2 are sc n x dx =

22. SlnCx+l)dX=
V x+1

S xe" dx eX
23. (l+x)2=fT

24. Se-t cos n r de =:.
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6. fu se n 2 3 u du = ~ u2 - }12 u se n 6 u - 0 2 eos 6 u + c. 

f 
2 eos ny + 2 y sen ny 

7. y2 sen ny dy = --n-3- n 2 

y2 eos ny 
n +C. 

8 fxa ::c dx = a'" [~ - _ 1 ] + e . In a In 2 a . 

9. Jxn ln xdx =:71:11(lnx-n~I)+C. 

10 . far e sen x dx = x are se n x+ V~ + C. 

11. ,)are tg x dx = x are tg x - Yz In ( 1 + X 2 ) + C. 

12. f 3re et g 1) dI) = y are etg y + VI In (1 + y2) + C . 

13. fare eos 2 x dx = x are eos 2 x - Yz V '1 - 4 X2 + C. 

14. ,)are see y dy = Y are see y - In (y + v !J2=l) + c. 

j ' 1 t 
15 . a re eseTdl = 1 a re ese T + 2 1n (1 + V 12 - 4) + C. 

f x2 + 1 x 
16. x a re tg x dx = --2-- are tg x - T + c. 

17. J are ¡ g ..¡-; dx = (x + 1) are tg V-; - V-; + c. 

18. f x 2e-·r dx = - e-"'(2 + 2 x + x2) + C . 

19. f eseo s O dO = ~ ( sen 0+ cosO) +C . 

f In x dx x 
20. (x+ I)2= x+ lln x- In (x+ I )+C. 

f x3 X2+ 2 ---
21. x2 a re sen x dx = T are se n x + - -9- VI - X2 + C. 

22. f In j x+; ~ dx = 2 V x + I [ In (x + 1) - 2] + C. 

f e-I (Jt sen Jtl - eos Jtl) 
24 . e'leosJTldt = Jt2+ 1 + C. 
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27-J. CALCULO INTEGRAL

Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales. y comprobar los
resultados por diferenciación.

f x J' a re tg V; dx .25. . x scc? 2" d x . 36.
x2

26. ,fx e052 2 x d x . 37. .fx3 are tg x d x .

27. fx2 eosxdx. 38. j' (ex + 2 x) 2 dx .

28, •[are sc n mx d x . 39. f (2X + X2) 2 d x .

29. f are etg T d x . 40. fe-o eos f d B,

11 30. f are eos ~ d x . 4I. f /5 se n xt de.

j' are see
J f -'x x3I. y d q , 42. e3 eosTdx.

32. f are ese ni di. 43. fe-~eos2Idl.

f are se n ~ ;
r: 1-

33. dx. 44. J c4 eos TII d t .

fX3 are sen x dx . ft34. 45. -- ;{ I
e 4 sen4dr.

fxaresenxdx
,fese311 d B,35.

VI - x2
46.

137. Observaciones, La integración es, en general, una opera-
ción más difícil que la diferenciación. En efecto, una integral tan
sencilla en aspecto como

fvx sen x dx

no se puede calcular; es decir, no hay ninguna función elemental
cuya derivada sea vx sen x. Para ayudar en el cálculo de integrales
se han preparado tablas extensas de integrales ya resueltas. El Capí-
tulo XX VII de este libro es una tabla de esta clase. El uso de esa
tabla se explica más adelante, en el Artículo 176. Aquí basta seíia-
lar que los métodos hasta ahora presentados son adecuados para
muchos problemas. En capítulos posteriores se desarrollarán otros
métodos.

11

PROB

Hallar el valor de cada una
resultados por diferenciación.

[
3 x dx

l. ,V 5 - 2 x2'

J' 3 x dx
2. 5-2x2'

j'(ax + b)d~ .
3. V (2 _ x2

4. fxeos2xdx.

S
, (4 x + 3) dx .

6. , .y x2 + 4 x + 8

12. f(e2X-2x)2dX.

14. f sen2 (IX (OS ax dx .

15. f se n 2 ax cos? ax d.\

16. fIn (1 - V-:C)dx
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PROBLEMAS DIVERSOS 

Hallar el valor de cada una de las siguientes inte grales, y comprobar los 
resultad os por diferenciación. 

J
' 3 x dx 

1. 
, V 5 - 2 X2 

j ' 3 x dx 
2 . 5 - 2x 2 ' 

3 . 5 (ax+b)d~. 
...¡ c 2 - X2 

4. j'x cos 2 x elx . 

j'(4X+3)elX 
5 . x"+4x+8 ' 

f' (4 x + 3) elx 

6 ., V x2+4x+¡)' 

J
' dx 

7. , (a 2 _ X2) % . 

10. f el.\" 
X2 - 6 x + 10' 

12. f (e 2X - 2 X)2 elx . 

13 . f elx 
eL - 4 e- x' 

14. f sc n 2 
(I X (OS ax d x . 

15 . fs~ n 2 ax eos 2 ax d.\". 

16 . 5 In (1 - y'-;)dx. 

17. j' (2 tg 2 e - ctg e) 2 de. 

j ' 4x tlx 
18 . 1-4 x. ' 

f x3e1x 
19 . 

V X2 + 1 

j ' X3 elx 
20 . --;===0== V X2 -

f' x3 elx 
21. . 

, V 1 - X2 

J
'x 3 elx 

22 . , x - l' 

J
' 4 x elx 

23 . 
, V I - 4 x, 

24 562/ . ceas 3 I dI. 

j ' O 
26 . sen 4 5 de . 

j ' (I-CSC 2 21)c!1 
27. 1"+etg2¡ 

28. S I are se n x dx . 
\j 1 - X2 

30. f 5 tlx 

y' X2 - x+ l' 

3 1. f x 3 are tg f d.\" . 

32. f (e' + sen x) 2 dx . 
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276 CALCULO INTEGRAL

33. feX-COSX)2dX, 37. fe-tsen 2 t d t .

34. f (i + tg x ) 3dx. 38. fsen 2 e cos 3 () dlJ.

35. f se n () «o
fsen ep se n 4 ep dsp .(1 - COSO)3' 39.

36. J(¡ +sent)3dt
40. fcos (1cos t cos 2 (1 da.

/

CA

CONSTAN1

138. Determinación de 1
condiciones iniciales. Como
constante de integración pi
conocemos el valor de la il
variable. En realidad, para
gración es necesario tener alg
rencial que se ha de integrar

EJ EMPLO. Hallar una f unc
y tenga el valor 12 cuando x =

Solución. (3.\2 - 2.\ + 5)
Ahora bien.

J (3 x· - 2 x :

siendo C la constante de integra
este resultado debe ser igual a 12

12 = l - 1-

Por tanto, x3 - .\. + 5 x +

139. Significado geomét
cado geométrico de la constr

EJ FMPLO l. Determinar
punto tenga de pendiente 2 .r.

Solución. Puesto que la pe

cua lqu ie ra es dy tenemos, po
dx

o sea,
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CAPITULO XIII 

CONSTANTE DE INTEGRACION 

138. Determinación de la constante de integración por medio de 
condiciones iniciales. Como se ha indicado en el Artículo 127, la 
constante de integración puede hallarse, en un caso dado, cuando 
conocemos el va lor de la integral para algún valor pa rti cu la r de la 
variable. En realidad, para poder determinar la constante de in te
gración es necesario tener a lgunos datos ademát; de la expresión dife
rencial que se ha de integra r . Ilustremos esto con un ejemplo. 

EJEM P LO. Hallar un a función cuya p rim era derivada sea 3 X 2 - 2 x + 5. 
y tenga el va lor 12 cua ndo x = l. 

Soiución. (3.\"2 - 2 x + 5) elx es la expresión diferencial por integrar. 
Ahora bien . 

f (3 X 2 - 2 x + 5) el" = x 3 - X2 + 5 x + C. 

siend o e la constante de integración. P or las condiciones de nuestro problema. 
este resultado debe ser igu al a 12 cuando x = 1; es decir. qu e 

12 = I - I + 5 + C. o sea. que e = 7. 

Por tanto. x 3 - ,,2 + 5 x + 7 es la f unci ó n buscada. 

139. Significado geométrico. Ilustraremos con ejemplos el 'i ign ifi
cado geométri co de la constante de integración. 

EJ FMPLO l. Determinar la ecuac ió n de la curva cuya tangente ~n (dela 
punto ten ga de pendiente 2 x . 

Sol n ción. Puesto qu e la pendiente de la t a ngente a una curva en un p unto 

~ u dlq uierJ es dy te nem os. por hipótesis. 
dx' 

o sea. 

ely = 2 X. 

,I.\' 

dy = 2 x dx . 

http://carlos2524.jimdo.com/



-:

278 CALCULO INTEGRAL

Integrando. y = 2 f x d x , o sea.

(l) y = x2 + c.
siendo e la constante de integración. Ahora bien: si damos a e varios valo-

res. digamos 6. O. - 3. entonces (1) da las
ecuaciones

y = x2 + 6. y = X2, y=x2-3.

cuyos lugares geométricos son parábolas (fi-
gura 103) con sus ejes en el eje de las y y que
cortan a este eje a las distancias 6. O. - 3.
respe c t iva me n t e , del origen.

Todas las parábolas (1) tienen el mismo

valor de dy; es decir. tienen la misma d.re c-
dx

ción (o pendiente) para el mismo valor de x .
--rr-'~--=~""-....,f-+r-----;;x Se advertirá también que la diferencia de sus

ordenadas permanece la m ism a para todos los
valores de x . Por tanto. todas las parábolas
pueden o b te n e rse trasladando una cualquiera
de ellas a lo largo del eje de las y. puesto que
en este caso el valor de e no afecta la pendiente
de la curva.

Si en este ejemplo imponemos la condición
adicional de que la curva pase por el punto (l. 4). entonces las coordenadas de
ese punto deben satisfacer (1). lo que da 4 = I + C. o sea. e = 3. Luego
la curva par t ic u la r que se pide es la parábola y = x2 + 3.

Fig. 103

EJ EMPLO 2. Hallar la ecuación de una curva tal que en un punto cual-
quiera de ella la pendiente de la tangente sea igual a la razón de la abscisa a la

ordenada. cambiada de signo.
y

Solución. La condición del problema
se expresa por la ecuación

dy = x
dx y

x o sea. separando las variables.

y dy = - x d x .

Integrando.

Fig. 104 o sea. x2 + y2 = 2 C.

Esta ecuación representa una familia de circunferencias concéntricas (fig. 104)
coa ~I centro en el origen.

Si se impone la condición de que la curva debe pasar por el punto (3. 4).
entonces 9 + 16 = 2 C. Luego la curva pa rt icu la r que se pide es la c irc u n Ie re n-
Ci.1 x:? + y'2 = 25.

CONSTANl

p

Las siguientes expresiones se i
cada caso. hállese la función p.
función.

D@riuada
de la i u nci on

Valor de
cariub,

x - 3
3 + x - 5,,2
y3 _ b2y

se n 8 + cos O

I It -2- t

scc? 1> + tg 1>
l

7. x2 + a2

2

6
2

1.

2.
3.
4.
5.

6. o
a

8. b x ' + ax + 4

. r: I
V t+ VI
ctg 8 - ese? 8

3 t e2t 2

b

9. 4

10.
11.

Y2
O

Hallar la ecuación de la f rmil
en un punto cualquiera tiene el'

12. m. Sol.

13. X •

14.
Y

15. x2

y

16. X

y2'

17. 3 x2•

18. l
7'

19. x
y

20. ':L.
x

21. b2x
112y'

22. b2x
- -¡;i'y'

23. I +x
I - Y
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PROBLEMAS 

La s sig ui en tes ex presiones se han obtenido d e ri va nd o cie rtas fl\n cione s . E n 
ca d a caso, h á ll ese la f un ción p a ra los va lores dados d e la va ri abl e y d e la 
funci ó n . 

Dui uada 
de la fu nció n 

1. x - 3 

2 . 

3. 

4. 

5. 

3 + x - 5 x e 

!/ " - b 2 !/ 

se n O + cos O 
I l 

6 . 

t 2 - t 

se c2 1> + tg 1> 

7. __ 1_ 
X2 + a 2 

8. bx 3 +ax+4 

9. v r+-I
VI 

10. ctg O - csc 2 O 

11. 3 te 2t
" 

Val or de la \falo r co rres 
uariable pondien te d" la 

función 

2 

6 

2 

Yz lt 

O 

a 

b 

4 

Yzlt 
O 

9 

- 20 

O 
2 

o 

5 

10 

o 

3 

4 

Soluc i ó n 

Yzx2 - 3x + 13. 

304 + 3 x + Yz X2 - % x 3 • 

~4 !/4 - l ~ b 2!/ 2 + 2 b 2 - 4. 

se n O - cos O + 1. 

In ( 2 t - t 2 ) • 

t g l' + In sec 1> + 5. 

..!....arctg .::.+~ . 
a a 4 a 

H all a r la ecu ac ión de la familia d e cur vas tal es qu e la pe ndi ente d e la tangent e 
en un p unt o cu alqui era tiene el val o r q ue se indi ca. 

12. m . 

13 . x . 

H. 

15. 
!/ 

16. 

17. 

18. 

19. x 
y 

20. - JL. 
x 

21. 

22. 

23 , 

b 2 x 
a2 y' 

b 2 x 
a2 y' 

I +x 
-¡-::Y' 

S ol. R ecta s , y =mx+C. 

P a rá bola s , y = Y2 X 2 + C. 

Pará bo la s, Yz!/2 = X + C. 

P a rábol as se mi cú b icas, Yz y2 

P a ra bo la s semicúbicJs , Yz y ' = Yz x e + C . 

Pará bo la s cúbi cas, y = x 3 + C . 

P a rábo la s cú b ica s. Y:< y:J = x + C . 

Hip érb o las equil á te ra s , y2 - ", 2 = C . 

Hi pé rb o las equil á te ra s, x y = C. 

Hip érb o las. b " X2 - a"y2 = C . 

Circun fere ncias, .\'2 + y 2 + 2 x C 
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En cada uno de los siguientes ejercicios. hallar la ecuación de la curva cuya
pendiente en un punto cualquiera es la función dada de las coordenadas. y que
pasa por el punto pa r t icu l a r asignado.

24. x; (1, 1).

25. 4 y; (1. 1).

26. 2 xy; (3. 1).

So/. 2y=x2+1.

In y = 4 x - 4.

In y = x2 - 9.

27. - x q ; (O. 2).

x + l.y+ r:

",2
y=2e 2.

28. (O. 1). (y+I)2= (x +1)2+3.

29. b - x
y - h'

x2 + y2 - 2 h x - 2 ky = O.(O. O).

30. Y.
x2 • x In u = x - l.(l. 1).

31. yV~; (4.1). 3 In y = 2 ex V~ - 8) .

32. 4 x u 4 x' - y2 = 15.(2, 1).
4x2-15'

33. y 2; (1, 4).
x

(3. O).

37. 4-x
2 y - 3;

¡-38. 2 + x ,
\ 3 + y'

39. ~y-I;
x - 2

40. X eos? y; (4, Y4 re) .

(4. 2).

34. (1. 9).
(2. 6).

35. x - 3¡-=--y;
(3. 5).

36. x!J .
x2 + 4'

(l. 2).

41. Se dan dy
cuando x = 3.

(2 x + 1) d x , Y = 7 cuando x = l. Hallar el valor de y
So/. 17.

42. Se dan dA V 2 px dx , A = p2 cuando x = E-. Hallar el valor de A
3 2

cuando x = 2 p. Sol. % p2.

43. Se dan d u x V 100 - x" d x , y

de !J cuando x = 8.
O cuando x = O. Hallar el valor

Sol. 78%.

44. Se dan dO = cos 2 O dl), 0=6 cu a n do O
cuando O = % rt ,

Y! zt, Hallar el valor de ()

45. Se dan ds
cuando t = 2.

tV4t+l d t , s = O cuando t = O. Hallar el valor de s

46. En cada punto de cierta curva es y" = x . Hallar la ecuación de la curva
sabiendo que pasa por el punto (3. O) y tiene en ese punto la pendiente y;.

Sol. 6 t) = x" - 6 x - 9.

CONST

47. En cada punto de

curva sabiendo que pasa po
recta 6 x + !J = 6.

48. En cada punto de ,

de la curva sabiendo que pas
en ese punto.

49. En cada punto de

to (1. O) con inclinación d

50. Hallar la ecuación,

SUGEST10N. Según ({

51. Hallar la curva cu
del Articulo 43).

52. Hallar la curva cu
tacto.

53. Hallar la curva c
y = R cuando x = O.

S UGESTION. Según el .

54. Ha!la r las ecuacion
mal es proporcional al cuad

55. Hallar la ecuación
vector y la tangente es la m

56. Hallar las ecuacic
radio ve ct o r y !J tangente e

140. Significado fü
guientes ejemplos ilustn
la, constan te de integrac

E.J EM PI.U l. Hallar I.
mueve en línea re ct a con al
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47 E d d · " _ . 12 . n ca a p unto e Cierta cur va es y --- H allar la ec ua ció n d e la 
x 3 

curva sab iendo que pasa por el p unt o ( 1, O) y es ta n ge nte en ese punto a la 

recta 6 x + y = 6. 50[. xy + 6 x 6. 

48. En cada punto de cierta cur va es y" = 
3 

v x + 3 
Hallar la ecuació n 

de l a curva sabi endo que pasa po r e l p unto (1, 1) y tien e un a inclinació n d ~ 45° 
en ese p unto . 

49. En cada punto de cierta cur va es y" = J... La cun' a pasa por e l p un
x 

to (1. O) co n in clinación d e 135° . H a llar s u ec ua ción . 

50. H a ll a r la ec ua ción de la curva c u ya s ubn orma l es constante e igu al a 2 a. 

Sol . y2 = 4 ax + C, una parábola . 

SUGESTION. Según (4) del Artículo .+3 , la sub norm~1 es i g ual a y e/ y 
. dx 

51. H a llar la cur va cuya s ub ta ngente es co nstante e ig ual a a (véase (3) 
d el Arti culo 43). Sol . a In y = x + C . 

52. Hallar la curva c u ya s ubn orma l es i g ual a la abscisa d e l p unto d e con-

t acto. Sol. y2 - X 2 = 2 C, un a hi p é rbola eq uil áte ra. 

53. Hallar I·a cur va cuya normal es co n stante ( = R ) , s u po ni en d o que 
y = R cuando x = O. Sol. X2 + y2 = R2 , un c írc ul o . 

SUGESTlON . Según el Artíc ulo 43, la lon g itud de la norma l es i g ual a 

y ~l + (~;r. o sea, dx = ± (R2 - y2) -J~ Y dy. 

54 . H a ll ar las ec u aciones de las cur vas en las que la longit u d d e la s ubnor-

mal es proporcional al cuadrado d e la ordenada. Sol . y Cek L . 

55. H a llar la ec uaci ón d e l a cur va en la que el á n g ul o que fo rm a n el radio 

vecto r y la tangente es la mitad d e l á n g ul o pola r. Sol. º = e ( 1 - co s O) . 

56. Ha ll ar las ec u acion es de las cur V,IS en las que e l áng ulo que forman cI 
rad io vecto r y b tangente en un punto cualquiera es n veces el á n g ulo p o lar . 

S o l. Q/1 = e sen nO. 

140. Significado físico de la constante de integración. Los Si 

gu ientes ejemplos ilustrarán lu que se elltiende por signifi cado I'ís ico de 
la. const::m te de integración. 

E.J EMPI.U l. Hallar l as leyes q ue ri g en el mO " lm ient o de un pUIlLO que se 
mueve e n linca recta con acele rac ió n co nSl il ntc. 
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Solución. Puesto que la aceleración [ = ~~. según (A) del Artículo 59 ]

es constante. digamos i , tenemos

du

di
t .

o sea. d c = f di. Integrando.

(1) u = fl + e.

Para de t e r rn in a r e, supongamos que la veiocidad inicial sea UD; es decir,
sea u = Uo cuando I = O.

Esos valores, sustituidos en (1). dan

Uo = O + e. Condiciones iniciales

I u s1-0 --- ----
Vo So I

o sea, e = uo·

Luego (1) se convierte en

(2 ) v = i t + Vo.

Puesto que v = cJ..2 «(e) del Art. 51). obtenemos de (2)
di

':!¡;, = i t + vo.
di

o sea, d s i t di + Vo di. Integrando,

(3) s - Yz i t? + Vo I + e.

Para determinar e, supongamos que la distancia inicial sea so, es decir.
sea s = so cuando I = O.

Esos valores, su s t it u id os en (3). dan

so=o+o+e, o sea, e so·

Luego (3) se convierte en

(4) S=Yzft2+Vol+So.

Sustituyendo en (2) y (4) los valores f = g. Va = O. so = O. s = h , ob-
tenemos las leyes de! movimiento de un cuerpo que cae en el vacío partiendo del
rcposo, a saber.

v = gl Y h = Yz g12.

Eliminando I entre estas ec u a c io ne s, tenemos v = V 2 gh.

EJEMPLO 2. Estudiar el movimiento de un proyectil que tiene una veloci-
dad inicial vo. siendo o. el angulo de tiro y despreciando la resistencia del aire.

Solución. Tomemos el plano XOY como el plano del movimiento. OX
como horizontal y OY como vertical; y supongamos que el proyectil parte
del origen.

CONSTl'

Supongamos que sólo la
este caso la aceleración será (
vertical. Luego. según (F)

di
d

Integrando. Vx =

o 16co:

Pero Vo cos a co m p o:

y Vo sen a corn po:

Luego. el = Uo cos

(5) vx vo cos

Pero. según (e)y (D) d

dx
di

Vo co

o sea. dx=vocoI

Integrando. obtenemos

(6) x = Vo cos a . 1+(

Para determinar e3 y C,.
Susti tu yendo esos valores

(7)
(8)

Eliminando I entre (7) y

(9)

Esta ecuación. que rep rese
del proyectil.

En los siguientes problem
entre s y t. si s = 2 cuando

1. v = a + bt .

2. vi=!.v=
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Supongamos q ue sólo la f uerza d e la g ra ve dad influ ye en el proyect il. En 
este caso la aceleración será cero en e l sentido h orizonta l y - 9 en el sentido 
ve rti ca l. L u ego , segú n (F) del Artículo 84, 

y 

In teg rando, 

Pero Uo cos u 

U o se n (J. 

y 

dUr = O 
de 

y duy= _g, 
d I 

Fig . 105 

x 

compon ente hori zo ntal de la ve locidad ini ciaL 

componente ve rti ca l d e la " clocidad ini cial. 

L u ego, C l = Uo cos (1 Y C? = Uo se n u , lo que da 

(5) U.Y Uo cos U y Uy = - gl + Uo se n u. 

Pero, seg ún (C) y ( D ) del Ar t. 

dx 
de 

Uo cos u y 

83, Ux = d x y Uy = d y; 
de dI 

dy = _ ge + Uo sen u, 
dI 

por ta nto (5) da 

o sea, dx = Uo cos U dI Y d y = - ge de + Uo se n u dI. 

Integra ndo , obtene m os 

(6) x = Uo cos u· e + C 3 y y = - Y:í gl~ + Uo sen u· e + C 4 . 

Para d ete rminar C 3 y C., observamos que cuando e = O, x = O Y Y = O. 
Sust it u yendo esos v alores en (6), tenemos C 3 = O Y c.l = O. Luego, 

(7) 

(8) 

x = Uo cos u . t, Y 

Y = - Yz gl2 + Uo se n u . l. 

E liminando t entre (7) y (8), obtenem o s 

(9) y = x t g u - --g~. 
. 2 U0 2 COS 2 U 

Esta ec uac ión, que represen ta un a padbob, es la ecuación de la Iral/cctoria 

de l proyectil. 

PROBLEMAS 

E n los s ig ui entes probl ema s se da la relac ió n entre U y /. Hallar la rcl ac ió n 
en t re s y 1, s i s = 2 e u a n d o t = 1. 

1. u = a + b/. 

2. u = vlt=!. 

So l . s = a( t - 1) + Yz /;( t 2 - 1) +2. 

3. u = 12 +~. 
1 2 
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En los siguientes problemas se da la expresión para la aceleraci ó n. Hallar la 
rel ació n entre u y / . si u = 2 cuando / = 3. 

Sol. u = 4 ( - Ya ( 3 - l. 

5 . 'Vt + 3. 6 . rz-r. 
E n los siguientes p ro bl em as se da la ex presió n para la ace lerac ión. H all ar la 

relación en tre s y / si s = O. u = 20 cua n do / = O. 

7 . - 32. Sol. s =20( -16/2 • 

8. 4 - / . 9 . - 16 cos 2 (. 

1 0 . e Con qué ve locidad dará una pie d ra en el s uelo si se deja caer desde lo 
alto de Un edificio d e 40 metros de a l t ura? (q = 9.8.) 

Sol . 28 m por seg undo . 

11. ¿Con qu é ve lo cidad da d la p ied ra del problema lO en el s uelo si se ha 
a rrojado h acia a ba j o con ve loc idad d e 5 m po r seg u ndo ? ¿ Y si se ha a rrojado 
h ac ia arr ib a ca n veloc ida d d e 5 m por se g un do? S o l . 2 3 .~4 m po r seg u ndo. 

12. Un a pi edra se dejó caer desde un g lob o que ascenclia a la "clocidad de 
5 met ras por seg un do . La p iedra l legó a l su elo en ~ seg undos. ;Q ué altura ten ia 
el globo cuando la p iedra se dejó caer: Sol. 273 . 6 m . 

13 . En el pro blema 12. si el g lobo hubi ese estado bajando a la \'C loci d ad d e 
m por seg und o. ¿c u ~nto ti empo bubicL1 lardado la piedra en Il eg.lr al s uelo' 

Sol . 7 segu nd os. 

14. Un tren parte de Una estación d e f er ro ca rr il. S i s u ace leració n es de 
0 . 15 + 0.006 ( m por segundo po r segundo. ¿q ué d ista n cia recorrerá en 20 se 
g undos? So/. 38 metros. 

15 . U n c uerpo q ue se d es l iza h J cia ab ajo so bre ciert o pla no i n cl in ad o es tá 
sujeto a una aceleración de 1,2 m por segu n do po r segundo . Si se pOnC en m ov i 
miento hac ia arr i ba en el pla no co n veloc i dad d e 1.8 m po r se g undo. a) ¿a q ué 
di sta ncia ll ega rá Cn / seg undos ? b ) ¿a qué distan cia llegará antes d e de'slizarse 
hacia atrás ' So l. 1.3 5 metros . 

16. Si el p la no in cl inad o del prob lema 15 ti ene 6 m de lar go . y el cuerpo se 
pone en mOl'imiento desde lo m ,Ís bajo , ¿c uá l d ebe ser l.1 vdoc id aJ iniei.ll pa ra 
q ue el c uer po ll eg ue j us tame n te ha st:! lo m.í s alto? 

S o l. 1.2 y-¡o m por se g u ndo. 

17. Una pelota se la nza del suelo hac ia .ur iba. E n u n scg u nrlo l lega hast a 
un a al t ura de 2') Ill. ¿Cu.í l será la máx ima a l t u ra ,l l,anzada' 

18 . Un proyecti l se di spara contra un a pared vertical s ituada a un :: di sLlncia 
de 147111. La ve locida d i n icial es 49111 po r segun do. 

al s; u = 45 ° . hallar la altu ra del impMto del p(Qy~Clil e n L1 pared . 

Sol. 58 .8 111. 
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b) Hallar u de manera que el impacto del proyectil esté en 13 base de la 

pared. Sol. 18° ó 72°. 

c) Hallar (i. d e manera que el proyectil dé en la pared a la altura de 24,5 m. 

Sol. 29° ó 700
• 

d) Hallar a. para la máxima altura del impacto en la pared, y calcular esa 

altura. Sol. 59° ; 78,4 m. 

19. Un cuerpo se mueve con velocidad variable u; su aceleración es -hu 2 , 

siendo k. constante. Si Uo es la velocidad cuando t = O, demostrar que 

J.... -\- kt. 
u uo 

20. Dentro de ciereas limitaciones de velocidad, la resistencia del aire en un 
automóvil es proporcional a la velocidad. Por tanto, si F es la fuerza neta 

generada por el motor, tenemos M du = F - ku. Expresar la velocidad en 
dt 

función de t, sabiéndose que u = O cu a ndo t = O. 
kl 

Sol. u - ~ (1- e-M') . 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. En un cuarto a la temperatura de 20° se observa que un líquido tiene una 
tempcrotura de 70 0

; d esp ués d e 5 minutos. de 60° . Suponiendo que la rapid ez 

de enfriamiento sea proporcional a la diferencia de las temp e raturas del líquido 
y del cuarto, b a Ilar la temperatura del liquido 30 minutos después de la primera 

observación. Sol. 33, l ° . 

2. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (a, O) y cuya sub· 
tan ge nte en coordenadas polares es n veces la longitud del radio ve ctor corres · 
pon diente. e 

Sol. Q = ar". 

3. H a lJ:¡r la ecuación de la curva que pasa por el punto I, a, O) y cuya sub· 
norm a l polar es n veces la longitud del radio vector correspondiente. 

Sol. Q=ae·,, 8. 

4. Una partícula se mueve en el plano xy de manera que las componentes 
de l a velocidad paralelas al eje de las x y al eje de las y son, respectivamente, 

hy y Í1x. Demostrar que la trayectoria es una hip érbola equilátera. 

5. Un cuerpo que se lanza desde lo alto de una torre bajo un ángulo de 45 ° 

arriba d e l plano horizontal, cae al suelo en 5 segundos , en un punto cuya dis ' 
tancia horizontal del pie de la torre es igual a la altura de ésta. Hallar la altura 

de la torre (q = 9.8j. Sol. 61,25 m. 

6. Un móvil parte del origen de coordenadas. y después de 1 segundos lo 
componente x de su velocidad es t 2 - 4 Y la componente lj es 4 l. 

a) Hallar la posición del m óv il después de 1 segundos. 

Sol. x = Y:í 1" 4 1, Y 
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b) Hallar la distancia reco rrida en la tray ec toria. Sol . s = Ya (3 + 4 (. 

e) Hallar la ecuación de la trayectoria. Sol. 72 X2 = y3 - 48 y2 + 576 y. 

7 . Obtener la ecuación de una curva en la que la longit ud d e la tan gente 
(A rt. 43) sea constante (= c) . 

SUGESTION. Elegir el sig n o menos en el problema 2 (a) de la página 104 y 
suponer que y = c cuando x = O. 

Sol. x = c In ( e + V~ ) - V c2 _ y2. 

8. Para cierta cu rva es a 2 ds = Q3 de (Art. 96) ; la curva pasa por el pun -
to (a, O). Obtener su ecuación. Sol. Q2 = a2 sec 2 e. 
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CAPITULO XIV 

INTEGRAL DEFINIDA 

141. Diferencial del área bajo una curva. Consideremos la función 
continua cP (x) , y sea 

y = <p(x) 

la ecuacJOn de la curva AB. Sea CD (fig . 106) una ordenada fij a" 
M P una ordenada va riable , y u la medida del área CMPD. Cuan
do x toma un incremento pequeño ~x, u toma un incremento ~u 
( = á rea MNQP ) . Completando los rec
tángulos MNRP y M NQS , vemos que 

Area M N RP<área MNQP <área M N QS, 

o sea, MP· ~x < ~u < N Q· ~x; 

y, dividiendo por ~x , 

MP < ~u < NQ . * 
~x Fi g . 106 

Ahora bien, hágase tender ~x hacia cero ; en tonces, puesto que 
MP queda fij a y N Q tiende hacia MP como limite (puesto que yes 
una fun ción cont inua de x) , obtenemos 

du 
dx = y ( = MP), 

o sea, empleando diferenciales, 

du = y dx. 

* E n la fi g ura. M P es me no r q ue NQ: s i M P es ma yor q ue NQ. no se 
neces"ira m ás q ue i n ve rtir los signos de des ig uald ad. 
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Teorema. La dif erencial del área lim itada por una curva cualquiera, 
el eje de las x . una oTdenada fija y una ordenada va1·iable es igual al 
p1'oducto de la m'denada vaTiable por la dif erencial de la abscisa COTres
pondien te . 

142. La integral definida. D el teorema del Artículo 141 se sigue 
que si IR. curva .113 es el lugar geométrico de y = </>(x), entonces 
du = y dx , o seu , 

(1 ) du = </> (x) dx, 

siendo du la diferencial del á rea en t re la curva, el eje de las x y dos 
ordenadas. Integrando, obtenemos 

u= f</> (X)dX. 

Si designamos 

f </> (x)dx por f(x) + C, 

resulta 

(2 ) u = f (x ) + C . 
F ig . 107 

P a ra determinar C , observamos qu e 
n'- O cuando x = a. Sustituyendo estos valo res en (2 ) obtenemos 

ll=J (a) +C , 

d ~ donde, C =-f (a ). 

Luego (2) se convierte en 

(3 ) u = f (x)-f (a ) . 

E l á rea CEFD que' se pide es el valor de u en (3 ) cuando x = b. 
Luego tenemos 

(A) Area CEFD = f(b) - f(a). 

Teorema. La dif crrncia de los m lores de f y dx pam x = a y 

x = h da el área limitada por la curva cuya orderuula. es y, el eje de las 
x y las ordenadas que corresponden a x = a y x = b. 

Esta d iferencia m representa por el símbolo * 

(4 ) 

* E5tJ notac ión se cid;' .J Jose ph Fo ur ier l I7\J8 -i 330) . 
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que se lee "la integral desde a hasta b de y dx" . La operación se 
llama 'integración entTe límites; a es el Iíllli te infeTior, b el límite 
superior. * 

Puesto que (4) tiene siempre un valor definido, o puesto que los 
límites a y b definen un valor determinado, se llama integral defi
nida. En efecto, si 

S </> (x )dx = f (x) + e, 

entonces 

( U [ JI' Ja </>(x)dx = f (x) + e (( [f(b) + el - [f (a) + e l, 

o sea, 
( 1) 

J" </>(x)dx =f (b)- f(a), 

desapa reciendo la constante de integración. 
Por consiguiente. podemos definir el símbolo 

( b ( /¡ 
J o (1) (x)dx o Ja y dx 

como la medida numérica del área limitada por la curva y = </> (x), ** 
el eje de las x y las m'denadas de la curva en x = a y x = b. Esta defi
nición presupone qlle esas lineas limiten un área; es decir que la curva no 
tome valores infinitos y no atraviese el eje de las x, y que a y b sean 
ambos fin itos . 

143. Cálculo de una inte gral definida. El procedim iento puede 
resumirse como sigue: 

P R IM ER PASO. In tegrar la expresión diferencial dada. 

SEGU:\TDO P ASO . ReemplazQ1' la variable en esta integral indeJinida 
en primer l.lIgm' por ellí ll/ ite superior, después por el inferioT. y restar el 
segundo res·tlllado del primero . 

No t's necesa rio t. ene r en cuent- n. la constante dI' in tf>grac ión, puesto 
que s iempre desapa rece en la sus! racc ión . 

La pJ labra " I imil e" u sa d ,1 e n ,s i r ( a so n o represe nra m,i s qu e e l I'a lor de 

la var iab1c en un ex tr t>mo d~ s u ill (l' r \,.1 ! o d ~ vJ ria c ión (\' alor ~ xt [ e 1llo ), y no 

d ebe co nfundirsc co n el s i g nifi CJuo d c l., mism.1 p:liab ra r n iJ reo ría d e l os limi

ICS. A l g un os a Ul o res, para ev i l,H cu n fusiones. prctierc n cmple.1r I.1S palJbr,1s 

"C Xlrem o in fer io r" y "CXlrcm o s up e ri o r ' . 

l' (x) es conlinua y uni forml' <n lodo el intervalo [a, b J. 
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EJEMPLO l. (1 ?Jl x- d x .Ha!lar

Solución. ~Cx2 dx = [.,;, J~= ~ - + 21.

Ll E\lPLO 2. I-IallM ( •. se n x d x .Jo .
Solución. 50 rr se n x d x = [ - cos x J: = [ - (- 1) ] - [ -1 1 = 2.

50" dx 11Demostrar que -
O ~2 + x2 - ~.

Solución. (a ~ = [~ arc tg 2.Ja = ~ are tg 1 - ~ are tg O =~.Jo a2 + x2 a a O a a 4 a

EJEMPLO 3.

EJ EMPLO·lo Demostrar que (o ~ = - ~ In 5 = 0.134.
J-14x--9 12

Solución. Comparando con (19) O (19 a) del Artículo 128.

u = 2 x , a = 3. d o = 2 d x .

Para decidir si se debe emplear (19) o (H) a). consideremos los límites. Los
valores de x aumentan desde - I hasta O.

Por tanto. U (= 2 x) aumenta desde - 2 hasta O.
Luego u2 ~ 4. Pero a2 = Q. Por consiguiente, u2 < a2• y tenemos que em-

plear (19 a), Así,

( 1) d x = _j'Ú __d_x_ = _~ [In 3 + 2 xJO . Por (19 o)
4x2-9 -1 n-4x2 12 3 - 2x -1 .

Determinando los valores en (1), obtenemos 1.1 solución. El resultado es neg a-
t iv o porque la curva y las ordenadas que limitan el á rea están debajo del eje
de las x .

144. Cambio de límites correspondiente a un cambio de la variable.
Cuando se integra por sustitución de una variable, ti veces es algo
engorroso retransformar el resultado en función de la variable primi-
tiva. Sin embargo, cuando integramos entre limites podemos evitar
el procedimiento Jt' reponer la variable priuiitiva , cambiando los
límites de manera de hacerlos corresponder a la nueva variable .
l lusl.rarernos este procedimiento con un ejemplo.

El EIAPLO. C I I 50 16 x'-o< d x
<1 cu a r

o I + xY;

Solución. Su p ó n g ase que x = z ".

En t o n r es dx = 4 z3 tl z , xy. = Z2. xX = z , Adc m.is. p a ra cambiar los l i-
rn ire s observamos q u e cuando

x = O. z = O,

y c u a n d o x = lb. z = 2.

INT

Por tanto,

(11; xY.( dx
Jo I+ xv, 12¡

= -
O

La relación entre la variable
valor de la una, dentro de los I
finito de la otra y sólo uno. e
de la otra, debe tenerse cuidad:

1. Demostrar que faú
f

Verificar las siguientes inl

3. (,. tlx = 1.
J¡ x

4. j') dx = y'3
o~

5. JO;¡ ~ = In2.
o 2 1+(2

5c2x3dX=~_ln36.
O x + 1 3

So r- r d x = Jtr .
7. . /

O V r2 - x2 2

8. r u (y'-; _ \/':y dxJo

Calcular el valor de cada

~C dx
15. \/'9-2x

~C ( d t
16. y'(2 + 16
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Por tanto,

(10 xv. dx = (2 z . 4 Z3 dz = 4 ('2 (Z2 _ I +__1_) dz
.Jo 1 + xl"! .Jo 1 + Z2 .Je 1+ Z2;

502 So" 502
d= 4 Z2 dz - 4 - dz + 4 __ z_

o o o 1 + Z2

[
4 z3 J2= -3--4z+4arctgz o

8
= 3+ 4 arc tg 2.

La relación entre la variable primitiva y la nueva debe ser tal que para cada
valor de la una, dentro de los limites de la integración, haya siempre un valor
finito de la otra y sólo uno. Cuando la una se da como una función multiforme
de la otra, debe tenerse cuidado de elegir los valores que convienen.

PROBLEMAS

1. Demostrar que (l'feX)dX=-f,afeX)dX.Ju b

Verificar las siguientes integraciones:

2. (" e oJo a-x 9. (~x2 <Ix = 5,609-1.
.Jo x + 1

re. (1 dx =0,3167.
Jo eJI

4.
(1 <Ix

Jo V3-2x 11. fo2 (Os 1> d1J l.

12. So rr v' 2+2 cos O dO
5. {' :¡.J2 2 I dt = In 2.

T+t2
In 3.

13. So" sen ' x cos"xdx 1::
5c

,. r d x = ¡tr .
7. _ /o V ,.2 - x2 2

8. r u (y-; _ y-; r- d x.10 14, r""l se,' 11 dI!.10 4
36

Calcular el valor de cada una de l as ,i:¿uient"s in tc g r a l es de f in idas :

504 dx i~ ydy
15. v'9 -2x

17. u ,/ 25 - -l yZ'

Le t d t S" r16. v't2 + 18. o ,1 a2 - x ¿ d x .
16

291

4.
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~C dx 22. irr
e

()
de.19. se n? - cos -

V2x-¡' o 2 2

20. So 1 xe-x2 dx . 23. f2x
2
dX.

-1 x + 2

21. fo2 cos? e de. 24. i 1 x2 dx .
o x2 + I

145. Cálculo de áreas. En el Artículo 142 se demostró que el área
en tre una curva, el eje de las x y las ordenadas x = a y x = b , viene
dada por la fórmula

Area = ib

y dx,

sustituyéndcse el valor de y en términos de x obtenido de la ecuación
de la curva dada.

(B)

EJEMPLO 1. Hallar el área limitada por la parábola y = x2, el eje de las x
y las ordenadas x = 2 Y x = 4 (fig. 108).

Solución. Sustituyendo en la fórmula, resulta

Area ABDC =J:4 x2 dx = [~3J:
= ~ _ 8 56 18%'3 f='3=

x

Fig. 108 Fig. 109

EJEMPLO 2. Hallar el á re a limitada por el c í rc n l o x2 + y2 = 25, el eje de
las x y las ordenadas x = - 3, x = 4 (fig. IU9) .

Solución. Despejando y, tendremos: y = V 25 - x". Por tanto,

f1 - 'l'" 25 X'J4Arra= _:¡V25-x2dx= :rV25-x2+2arcsrnT -3

25 4 25 (3 )= 6 + '2 a rc se n '5 + 6 - '2 a re se n - '5 = 3 I ,6.

por (22)

INTE

La solución debe compararse e

EJEMPLO 3. Area bajo una
figura 110, el punto P', del are
AO = OB. Las ordenadas de F
mostrar que el área entre la parál
es igual a ;1 h (y + 4 y' + y")
P Y P".

Solución. Tomemos para ej
Entonces. AB = 2 h. La ecuacir
es. según (7) del Artículo 3.
despejamos el valor de y. se obti

(1) y =

r
r-.L

4

El área APP"B (= u) que s

(2) Sil ( ?u = ax'-\
-iI

Según (1). si x = -h. Y

si x = O. Y'

si x = h. Y

Por tanto. ;1h(y+4y'+1

146. Cálculo del área e
en forma paramétrica. * SE
paramétrica

x=

El lector puede ver en t r:

ción rigurosa de esta sustitueió
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La solución debe compararse con el área del semicírculo, que es

+ (2511:) = 39,3.

EJEMPLO 3. Area bajo una parábola de eje paralelo al eje de las y, En la
figura 110, el punto P', del arco parabólico PP" está elegido de manera que
AO = OB. Las ordenadas de P, P', p" son respectivamente y, y', y". De-
mostrar que el área entre la parábola, el eje de las x y las ordenadas de P y P"
es igual a ~ h (y + 4 y' +- y") si 2 h es la distancia entre las ordenadas de
P y P".

Solución. Tomemos para eje de las y la ordenada de P' como en la figura.
Entonces, AB = 2 h. La ecuación de una parábola de eje paralelo al eje de las y
es, según (7) del Artículo 3, (x - h)' = 2 p (y - k). Si de esta ecuación
despejamos el valor de y, se obtiene una ecuación de la forma

(1 ) y = ax2 + 2 bx + r .

p"
p,

~

1"
Y' y'

o B

Fig. 110

'EI área APP"B (= u) que se pide es, según (B)

tI=f" (ax2+2bx+c)dx=%ah3+2ch.-"(2)

Según (1), six=-h, y =AP =ah2-2bh+(;

si x = 0,

si x = h ,

y' = OF' = c :

y" = BF"= ah? + 2 bh + c.

Por tanto, ~ h (y + 4 y' + (/') = % ah? + 2 ch = ti, C. s . q. d.

146. Cálculo del área cuando las ecuaciones de la curva se dan
en forma paramétrica. * Sean las ecuaciones de la curva en la forma
paramétrica

x = f (l), Y = cp (l).

El lector puede ver en tratados de Cálculo más avanzados, la dc m ost ra-
ción rigurosa de esta sustitución.
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Entonces tenemos y = </> (l) y dx = f' (t )dt. Por tanto,r SI?Area= ydx= -</>(t)f'(t)dt,
a ti

(1)

en donde t = ti cuando x = a y t = t2 cuando x = b.

EJEMPLO. Hallar el área de la elipse cuyas ecuaciones paramétricas (Ar-
tículo 81) son

x = a cos rp. y = b se n rp.

Solución. Aquí

y = b sen <P.
d x = - a se n rp d rp.y

x

Cuando x = O. <p = Yz rt :

y cuando x=a. rp=O.

Sustituyendo estos valores en (1). obte-
nemos

Area = (u y d x
4 Jo

= _ (O ab sen2 rp drp
J~rr

x ab
4Fig. 111

Luego el área total es igual a nabo

PROBLEMAS

1. Calcular por integración el área del triángulo limitado por la recta
'1= 2 x , el eje de las x y la ordenada x = 4. Verificar el resultado. obteniendo
c l área como la mitad del producto de la base por la altura.

2. Hallar por integración el área de! t r a pec io limitado por la recta
x + y = 10. e! eje de las x y las ordenadas x = I y x = 8. Ve r il ica r el
resultado. obteniendo el área como la semisuma de las bases por la a l t u r a .

Hallar el área de la superficie limitada por la curva dada. el eje de las x y las
ordenadas dadas.

3. y=x3; x=O. x=4.

4. y = 9 - X2; X = O. x = 3.

5. '1= x3 + 3 x2 + 2 x; x = -- 3. x 3.

6. Y = x2 + x-+ 1; .v = 2. x = 3.

Sol. 64.

18.

54.

9%.

k2 In (~)
15 y..

7. xy=h2; X=<1, x=b.

8. Iy = 2.\' + -;;; x = 1, x = 4.
x-

INT

9. lO
'1= : x = O.

~
10. ay = x V a2 - X2; x

11. y~ + .•.x = O; x = -

12. '12 = 4 x + 16; x =

13. y = x2 + 4 x : x = -

14. y=4x-x2; x=l.

15. '12 = 9 - x : x = 0, ;

Hallar el área de la superfic
y las rectas dadas.

17. '12 = 4 x; y = 0, y

18. Y = 4 - X1; y = 0,

19. x = 9 y - y"; y = O.

20. xy = 8; '1= 1. y =

Bosquejar cada una de las s

23. y = 2 cos X.

24. '1=2 se n Yl JTx.

25. Y cos 2 x .

26. y se n ~x.

27. Hallar el área limitada

28. De mo sr r.ir que el a rea (
co r t a n d o la curva por una cue rd
gula circunscrito.

29, P y Q son dos puntos
eq u ila re ra xy = h. Demostrar
PQ. las ordenadas de P y Q y,
las a bsc isa s de P y Q y el eje de

30. Hallar e! área de la sup

y =

el eje de las x y las rectas x =
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nto,

amétricas (Ar-

<p.

en (1), obre-

<p = Jrab
4

o por la recta
do, obteniendo

o por la recta
8. Verihcar el
r la altura.

je de las x y las

1. 64.

18.

54.

9%.

k2 In (~)
15 ~.
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9.
10

Y = : .r = O.vIx+4 Sol. 20.x = 5.

10. ay=xVa2-x2; x=O, x=a.

11, y2 + -l .r = O; x = - 1. x = O.

12. y2 = 4 x + 16; x = - 2, x = O.

13. y=x2+4x; x=-4 . .\'=-2.

14. y=4x-x2: x 1. x = 3.

15. y2=9-x; x=O, x=8: 16. 2y2=X3: x=O, x=2.

Hallar el área de la superficie l im it a d a por la curva dada. el eje de las y
y las rectas dadas.

17. y2 = 4 x; y = 0, y = 4. Sol. 5 y..
18. Y = 4 - x2 ; y = 0, y = 3. 4 n.
19. x = 9 y - ~/~; y = O. y 3. 2l. y3 = ([2X: y = 0, y a.

20. xy = 8; y = 1. y = 4. 22. ay2 = x:J; y = 0, y = a.

Bosquejar cada una de las siguientes cunas y hallar el área de una arcada.

23. Y = 2 cos x. Sol. 4.

24. =2 Y1 8y se n rt.r .
rt

25. Y c o s 2 x . \.

26. Y se n Vz x . 4.

27. Hallar el área l irn ira d a por los ejes coordenadas y la parábola

V~+VY=V-;;.
28. Demostrar que el a re a de un segmento cualquiera de p a r á bo la obtenido

cor t a n d o la curva por una cuerda perpendicular al eje, es dos tercios del rectán-
gulo circunscrito.

29. P y O son dos puntos cualesquiera de la misma rama de una hipérbola
eq u ila re ra xy = h. Demostrar que el a re a de la s u p e r f ic ie limitada por el arco
PO, las ordenadas de P y O y el eje de las x , es igual al a re a li m i ra d a por PO,
las abscisas de P y O y el eje de las y.

30. Hallar e! área de la superficie limitada por 1.-1catenaria

y = VI a (e~ + e-~),
e 1 e j e del a s x y 1a s re c t a s x = a y x = - a.
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31. Hallar el á rea de la superficie comprendida en t re la s dos parábolas 

y2 = 2 px y X2 = 2 py. 

Sol. 

32. Hallar el área de la s u pe rfi cie comprendi da entre las dos parábolas 

y2 = ax y X2 = by. 

1 
Sol. 3 abo 

33. Hallar el área d e la s u perf icie encer rada por el lazo d e la cur va cuya 
ecuac ió n es 4 y2 = X2 (4 - x) , 

128 
Sol. 15 ' 

34. H allar el área de la superficie limitad a por la curva cuya ecuació n es 

y" = x" (x 2 -1 ) y por la recta x = 2. Sol. 2V3. 

35. Hallar el a rca d e la superficie encerrada por el lazo de la curva cuya 
ecuación es y2 = X2 (9 - x) . 

Sol. 648 
- 5-

36. Hallar el área de la superfic ie limi tada por la curva cuya ecua ción es 
y2 = x3 - X2 y la recta x = 2. 

Sol. 
32 
15 

3 7. Hallar el área d e la s uperficie en ce rrad a por el lazo de la curva cu ya 
ec u ación es y2 = X (x - 2) 2 . 

38. Hallar e l área de la superf icie encerrada por el lazo de la curva cu ya 
ecuació n es 4 y2 = x 4 (4 - x). 

Sol. 

39. H alLa e l área de la s u pe rfi cie limitada por la hip érb o la X 2 

y 1 a re e t J X = 2 a. 

2048 
105 

40. Hall ar el área d e l.t s up erficie limitad a por la hipérbola X2 - 4 y 2 = 4 
y la recta x = 6 . 

41. Hallar el área de la s!lperficie limitada por un a arcada de la cicloid e 
x = a~e - sen R), y = a(l - cos 8) Y el eje d e las x. Sol . 3 rra 2 • 

42. Hallar el área de la card ioide 

x a (2 cos [ - (OS 2 [) , 

y a (2 se n ( - se n 2 () . 
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43. E l lu gar geom ét ri co repre sentad o en la fig ura 112 se llama' ' la compa
ñera de la cicloide". Sus ecuaciones son 

x = a/J, y=a( l -cos/J) . 

y 

x 

Fig. 11 2 

Hallar el área de una arcada. Sol. 2Jta~. 

44. H all ar el área de la hipocicloide x = a cos 3 (J. y = a se n 3 /J . siendo /J 

el parámetro. 

Sol. 3 rra
2

; es dec ir . ~ del área del círculo cir cun scr i to . 
S 1\ 

147. Representación geométrica de una integral. En lo anterior 
In integ ral definida ha aparec ido como á rea. Esto no significa necesa
riamente que toda in tegral definida sea un área, porque la interpreta
ción física del resul tado depende de la naturaleza de las magnitudes 
que representen la abscisa y la ordenada. Así, si x y y se consideran 
como coordenadas de un punt.o fijo, entonces la in tegral en (B) del 
Artícu lo 14fí es realmente un :trea. Pero supóngase que la ordenada 
repre::;en te la velocidad de un pun to móvi I , Y que la abscisa correspon
diente represente el tiempo cuando el punto tiene esa velocidad; 
entonces la g ráfica es la curva de la velocidad del movimiento, y el 
á rea bajo ella entre dos ordenadas representa la distancia recorrida en 
el int.ervalo de tiempo correspondiente. Es decir, el número que 
representa el á rea es igual al número que represen ta la distancia (o el 
valor de la in tegral). Asimismo una integral definida que significa 
volumen, superficie , masa , fuerza , etc., puede ser representada 
geométricamente por un á rea . 

148. Integración aproximada. Fórmula de los trapecios. Ahora 
demostraremos dos reglas para determinar aproximadamente el valor de 

(1 ) 
(1, 

J {J J (x) d:r;. 

Estas reglas son útiles cuando la in tegración en (1) es difícil (¡ no se 
puede efectua r en térm inos de funciones elementales. 

http://carlos2524.jimdo.com/



298 CALCULO INTEGRAL

El valor numérico exacto de (1) es la medida del área de la super--
ficie limitada por la curva

(2) y = f (x) ,

y

~r """j">..

J"
r-,

I

/ ¡
I
I

I
Yo : y¡ Y, I

YnI
I I I
I I I

o Q b x

el eje de las x y las ordenadas x = a, x = b. El valor de esa área
puede determinarse, apro-
ximadamente, sumando
trapecios, como sigue:

Divídase el segmento
b - a de OX (fig . 113)
en n partes iguales; sea
~x la longitud de una par-
te _ Sean las abscisas suce-
sivas de los p u n t o s de
división

Xo (= a), XI, X2,

F ig . 113 . . . .. Xn (= b) .

Levántense en estos puntos las ordenadas correspondientes de la
curva, (2). Sean éstas

?lo = f (:eo ) , ... , yn = f(:cn) .

Únanse las extremidades de las ordenadas consecutivas por líneas
rectas (cuerdas); de esta manera se formarán trapecios. Entonces,
como que el área de un trapecio es igual a la sernisuma de las bases por
la altura , obtenemos

Yf(yo + yl )~:e = área del primer trapecio,

!/:2 (yl + Y2)~X = área del segundo trapecio,

!/:2 (Y,,-I + Yn)~X = área del enésimo trapecio.

Sumando, obtenemos la fórmula de los trapecios,

(T) Area = (~ YO+Yt+Y2+ ... +Yn-l + ~ Yn) ~x.

Es evidente que cuanto mayor sea el número de intervalos (es
decir, cuanto más pequeño sea ~x), tanto más se acercará la suma
de las áreas de los trapecios al área bajo la curva.

IW

EJEMPLO l. Calcular (.Jl
do de x = 1 a x = 12 en once

Solución. Aquí Llx = ~

bajo la curva y = x2• Sustitu

x

obtenemos las ordenadas y

Area = (Yz + 4 + 9 + 16-

+ 36 + 49 + 64 -

+ 100 + 121 + Vz
577 Yz .

Por integración.

J12
x2 d x = [~3r = 57

Luego. en este ejemplo el erro
fórmula de los trapecios es
que una parte entre trescientos

EJEMPLO 2. Hallar el
aproximado de

1 = So 2 v' -+ + x3 dx

seg u n (T). tornando" = 4 .

Solución. Sea y = V4
En este caso. Llx = 0.5.

x

Hágase una tabla de ° 2.0
valores de x y y como 0.5 2.0

I 2.2
la que se muestra. 1. 5 2.7

Aplicando (T). 2 3.4

1 = (1.000 + 2,031 -

Si tomamos n = 10. obtenen

Calcular los valores aprox
de los trapecios, empleando 1,
efectuando las integraciones.

1. (IOdx; n=7.
J3 x

2. So5 xV25 -x2dx; "
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fl2 .
EJEMPLO l. Calcular x2 d x por la fórmula de los t rn pecr o s. dividien-

• 1

do de x = I a x = 12 en once intervalos.

Solución. Aquí I1x = b - a = 12 - I = l. El área de que se trata está
n II

bajo la curva y = x2• Sustituyendo en esta ecuación las abscisas

x = I. 2. 3.

obtenemos las ordenadas y = l. 4. 9.

Area= (Vz+4+9+16+25+

+ 36 + 49 + 64 + 81 + y

+ 100 + 121 + h .144) . I

577 Yi .
Por integración.

tl2x2 dx = [~3r= 575 n.
Luego. en este ejemplo el error de la
fórmula de los trapecios es menor
que una parte entre trescientos.

E.J EMPL02. Hallar el valor
aproximado de

I=fo2"¡-1+x3dX

según (T). tornando n = 4.

Solución. Sea y = ..¡ 4 + x3 •

En este caso. I1x = 0.5.

Hágase una tabla de
valores de x y y como
la que se muestra.

Aplicando (T).

x y
O 2.000 = yo

0.5 2.031 = Yl
12.236=Y2

I. 5 2,716 = Y3
2 3.464 = Y4

12.

144. Luego. según (T).

o

Fig. 114

1 = (1.000 + 2,031 + 2.236 + 2.716 + 1,732) X 0.5 = 4.858.

Si tomamos n = l G. obtenemos I = 4.826. mejor aproximación.

PROBLEMAS

Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales por la fórmula
de los trapecios. empleando los valores indicados de n . Verificar los resultados
efcc r u an do las integraciones.

J:1OdX; 1'8lo n = 7. 3. 4 ..¡64 - x2 d x : n = 8.3 x

J:5 x...; 25 - x2 d x : Sa3..¡-2. n = 10. 4. O 16+x2 d x ; n = 6.

x
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Calcular los valores ap rox im ad os de las siguientes integrales por la fórmula
:le los trapecios, empleando los valores indicados de n.

f
0

4
dx5. V 4 + x3'

n = 4.

6. J:2v l+x3dx; n = 4.

5010
~7. o 125-x2dx; n = 5.

~s8. I VI26-x3dx; n = 4.

Sol. 1.227.

3,283.

44,17.

34,78.

5:8
9. ----

2 V 4 + x2

12. S6 ~ x2+3xdx; n = 5.

(4 x d x
13. Jl V la + x3 n = 6.

14 X2 d x
14. --;3~~=;

2 ~ io + x2

x dx
n=6. Sol. 9,47.

(2
11. Jo x2 V 16 - x' d x ;

n = 4.
n = 4.

149. Fórmula de Simpson (fórmula parabólica). En vez de unir
las extremidades de las ordenadas sucesivas por cuerdas y formar tra-
pecios, podemos obtener una mayor aproximación del área uniéndolas
por arcos de parábolas y sumando las áreas bajo esos arcos. Una

parábola con e j e vertical
puede hacerse pasar por
tres puntos cualesquiera de
una c u r va, y una serie
de tales arcos se ajustará
m á s estrechamente a la
curva que la línea quebra-
da formada por las cuer-
das. La ecuación de tal
parábola es de la forma (1)
dada en el ejemplo 3 del
Artículo 145, Y los valores
de las constantes a, b y e
p u e den determinarse de

manera que esta parábola pase por tres puntos dados. Pero esto no
es necesario en la presente invest.igación.

Dividamos el intervalo desde x = a = OMo hasta x = b = OMn en
un número par (= n) de partes, cada una igual a L'lx. Por cada
serie de tres puntos sucesivos Po, P, , P2; P2, P3, P4; etc., se
trazan arcos de parábolas con ejes verticales. Las ordenadas de esos

y

/'/,
Y,

o M, x

Fig. 115

11

puntos son yo, v., Y2,
reemplaza el área MoPo]

licas dobles" como M«
cada caso un areo para
El área de cada una de el

de ese ejemplo.

Para la primera, h

área de la primera tira

Análogamente,

Sumando, obtcnernos

(S)
tJ..x

Area = 3 (yo +

Como en el caso de la
el número de partes en q
resultado al área bajo la ,

EJ EMPLO l. Calcular

diez intervalos.

Solución. Aquí !'J.x =

curva y = x3• Susr ir u yc n d
tenemos las o rde n ad as y = (

A re a = Yo (O + 4 + 11

+ 1372·

P. " (10
or t n tcg mcro n , Jo x

plo la fórmula de Simpson e
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pun tos son yo , YI , y2, ... , Yn, como se indica en la figura . Así, s( 
reemplaza el á rea M oPoPz . .. PI/M" por una serie de ' , t iras parabc')
licas dobles" como MoPoPIP2~M2, cuya extremidad superior es er 
cada caso un arco pa rabólico (1) del ejemplo 3 del Art ículo 145. 
E l área de cada una de esas ti ras se obtiene em pleando In, fórmula 

u = ~ h (y + 4 y' + y") 
de eRe ejemplo . 

Para la primera, h = ~x, y = yo, y' = yl, y" = yz. Luego 

~x 
área de la primera tira MoP"PlP2M2 = 3" (yo + 4 yl + yz) . 

Análogamente, 

segunda tira = ~t (Y2 + 4 Y3 + Y4) , 

tercera 
. ~x 

tU'a = ""3 (Y4 + 4 Y5 + YG) , 

Sumando, obtenemos la fórmula de Simpson (siendo n par), 

(s) 
~x 

Area = 3 (yo + 4 yl + 2 y2 -1- 4 y~ + 2 y4 + .. . + y,')' 

Como en el caso de la fórmula de los t rapecios, cuanto mayor se, 
el número de pa rtes en que se divide 11101\1-n, tanto más se acercará e 
resultado al área bajo la curva. 

EJEMPLO 1. 
( 10 

Calcular J o x 3 <Ix por I~ fórmula de Simpso n. tomand, 

di ez intervalos. 

Solución. Aq uí I'1x = b - a = 10 - O = l . El á rea cn cuest ió n es ba jo L 
n 10 

cur va y = x 3 • S u stituy end o las abscisas x = O. l . 2, .. .. 10 en y = x 3 • ob 
tencmo s las o rd en adas y = O, l . 8 . 27 . .. .. 1000 . Lu ego, seg ún (S). 

Area = Xí (O + 4 + 16 + 108 + 128 + 500 + 432 

+ 1 372 + 1 024 + 29 16 + 1 000) = 2500. 

P o r In tcgr J clo n, X ' dx = - =), . . . Sc 10 ~ [ x · ] 10 2 "00 
O 4 n 

d e ma n ~r a qu e en este ejcl11 -

plo la fórm ul a d e Simpson da un res ultado ex ac to. 
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302 CALCULO INTEGRAL 

EJEMPLO 2. Hallar el va lor aproximado de 

(., 
= JO-Y4+X3dx 

según (S), tomando n = 4. 

Solución. La tabla de va lores se da en el ejemplo ilustrativo 2 del Ar
tículo 148 . Por tanto, 

0,5 
J = (2,000 + 8, 124 + 4,472 + lO, tl64 + 3,464) X T = 4,821. 

Compárese el resultado dado por ( T) cuando n = 10; a saber, 4,826. 
En este caso la fórmub (S) da mejor aproximación que (T) cuando n = 4. 

PROBLEMAS 

Ca lcular, por la fórmula de Simpson, los valores aproximados de las 
s ig ui ent es integrales, empleando los valores de n indicados. Verificar los resul
tados drc tu.lndo las inte grac iones. 

1. (6 x "x; n=6. 
J 3 4 + x" 

n = 6 . 

11 =-1. n = 6. 

Ca lcul ar los v alores aproximados d e las s ig uien tes inte g rales según la fórmula 
de Simpson, empleando los va lores d e 11 indi cados . 

D. (5 V6 + x "dx; .JI 

1
5 X3 dx 

10. ; 
lY~ 

11 = .j .. 

n = 6. 

11. (5VX3-xdx; 11=-1 . .J¡ 

12. ; 5: 4 xdx 

2 Y 5 + x 3 
n =-1. 

Sol. 1, 236. 

3,239. 

35,68 . 

9,49. 
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Calcul a r lo s valores aproxim ados de las sigui entes int egra les según ambas 
fórmulas, la de los trapecio s y la de Simpson . Si se puede hall ar la integral 
ind efi nid a, calcular tambi én el valo r exacto de la integ ral. 

13. 

14 . 

15. 

1G . 

17. 

y 

('~ -
J2 V 16 - x" dx; n = 4 . 18. n =.j. 

19 ') . n = 6 . S.::: 10dIJ 

• O V 2 + sen 2 IJ' 

20 . J:2 V 2 - co s" 1J d I!; n = 6 . 

21. ( ~ --===I=O==d=1J === 
Jo V 1 + cos~ Y.í nO 

n = 4. 

150. Intercambio de límites. Puesto que 

S!J </> (x )dx = f (b) - f (a) , 
« 

tenemos 

i" </> (:1' )dx = f (a) - f (b ) = - I f (1) ) - J (a ) J, 

( 0 </>(x)dx = _ ( U </> (x)dx. 
~a ~h 

Teorema. Intercambiar los limites de una integral definida es eflui
valen te (1 cambiar el :iiyno de la inlellml. 

151. Descomposición del intervalo de integración en una integral 
definida. Puesto que 

SI l 

</> (x)dx = J (XI ) - J (a) , 

" 
((( < XI < b) 

y 

obt.enemos, por adición, 

i
X, JI' </>(x ) cl:l'+ </>(x )dx=flb)-f(a) . 

u T I 

P ero, i b 

</> (;r)dx = ,f Cb) - J(a); 
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por tanto, comparando las últimas dos expresiones, obtenemos 

(e) ( " ('"1 ( U JIJ </> (x) dx = J" .¡, (x) dx + J XI <p(x) dx. 

Interpretando este 
lo 142, vemos que la 

t eo rema geométricamente como en el Artícu
integral del primer miembro represen ta el área 

y 

x 

Fig. 11 6 

entera CEFD ( fig. 116), la pri
mera in tegra l del segundo miembro 
el área CM..fD y la segunda -inte
gral el área MEFP. Luego el 
teorema es obv io. 

Evidentemcnte, de esta ma
nera, la integra l definida puede 
descompon erse en un número cual
quiera de integrales definidas sepa-
radas. 

152 . La integral definida es una función de sus límites. En 
efecto, de i b </> (x) dJ: = f (ú) - f (a) , 

vernos que la integral definid a es fUllción de sus lími tes. ASÍ, 

( " </> (z) dz tiene exactamente ellllislno valor que ( U </> (:r)d~r . 
~q ~a 

Teorema. U nrt irJpg/'oZ definirla es función de S Il Ii lím ites . 

153. Integrales impropias. Limites infinitos. HasLa aquÍ se ha 
supuesto que los límites de la integral son fini tos. Si n embargo , aun 
en el t ra bajo clem('n tal , a v('ces conviene quita r esta rp,.;1 rirci ón y 
c()l1~ id{'ra r in t.egrales con lími tes infini tos . 1':n ci(' rtos casos f'sto puedp 
haC'('rse siryiéndol1o,.; de las f:' i,!!;uientes d(~ (i. n ic i()lIe8. 

Cuando el líllliLe superior es infini t.o , 

C F .p (x)dx= lím ( ú</>(x )dx, Ja ~--7 t~J; .)(J, 

y cuando el límite inferior es infinito, 

con tal que existan los límite;:. 
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f +OO d x 
EJ EMPLO l. Hallar -. 

1 X2 

Solución. ( oo dx .= lím ( b dx = lím [_ ~Jb 
JI ~2 b-7 +", Jl X2 1>-7 +'" x 1 

= l í m [-~+IJ=1. 
1J-7 +00 b 

E JEMPLO 2. Hallar ( +'" 8 a 3 dx 
J o X2 + 4 a2 

.f+'" 8 a
3 

dx l' Sc b 8 a
3 

dx l ' [4 2 x ] b ----0--'-----'-:: = 1m = 1m a a rc tg -
o X2 + 4 a 2 1>-7+'" O X2 + 4 a 2 b-7+'" 2 a o 

Solución. 

l' 
= lím [ 4 a2 arctg~ J = 4 a2.~=2¡¡a2. 

b-7+'" 2 a 2 

Int erpretemos es te resultado geométricamente. La gráfica de nuestra función 
es la CUrva llamada la bruja , o curva de Agnes i (f ig. 117), dada por la ecuación 

Area OPQb = ( ú 8 a
3 

d x = 4 a2 arc tg ~. 
Jo x 2 + 4a 2 2a 

Fi~ . 11 7 

"-
Luego, cuando la ordenada bQ se mueve indefinidamente hacia la derecha, 

el área OPQb tiende h acia un l imite finito 2 ¡¡a 2 • 

.(
+00 d x 

EJE MPLO 3. Hallar - . 
1 x 

Solución. ~dx : Iím --( b dx = lím (In b). 
JI x b-7+"" JI x b-7 +'" 

No ex iste el límite de In b cuando b aumenta sin límite: por tanto , la 
in teg ral n o tiene sign ificado en este ca so. 

154. Integrales impropias. Cuando y = cf> (x) es discontinua. 
Consideremos ahora casos donde la función para integrar es d iscon
tinua pa ra valores aislados de la variable dentro de los límites de 
integración. 
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Consideremos, en primer lugar, el caso en que la función para 
in tegrar es continua para todos los valores de x entre los límites 
a y b, con excepción de x = a. 

Si a < b Y E es positivo, empleamos la siguiente definición: 

(1 ) ( b <p (x)dx = lím ( b <p (x)dx, 
J a <-,)0 J a+< 

e igualmente, cuando <p (x) es continua salvo en x = b, definimos 

(2) ( b <p (x)dx = Hm ( b-< tjJ(x)dx, 
Ja '-,)0 Ja 

con tal que existan los límites. t 

EJEMPLO l. C aJ.:ular fa dx 
Jo ,,/ a2 - X2 

Solución. Aquí se v uel ve infinita para x = a. Luego, se -
V a 2 - X2 

gún (2). 

EJEMPLO 2 . 

lím (a-< _--,d:.:,x __ 

'-,)0 Jo V a 2 - X2 

l ím a re se n -; 
[ ] 

a-e 

<-,)0 o 

}~o [aresen(I--;)J=aresen 

Caleula,r ( 1 dx 
.Jo X2 

Solución. Aquí...!-. se vue lve infinita para x = O. Luego, según (1 ). 
X2 

- =!tm -;¡-=1tm --l . So 1 dx ' f 1 d x ' (1 ) 
O X2 ,-,)0 < x - '-,)0 € 

En este caso n o hay límite y. por eHO. la integral n o existe . 
S i ( es t á ent re a y b y q, (x) e~ e6 ntinu a sal vo en x = e. ento nces. siendo 

E y El núm eros positivos. la integral entre a y b se define por 

(3) (bq,(x)dx =lím (c-'q,(x)dx+ lím '. b q,(x)dx, 
Ja 1:---70 Ja . e'---70 J(~+ e' 

con tal que exista cada uno de los límites. 

E J EMPLO 3. Ca l eu l. [ 2 • Sc
30 2XdX 

O (x 2 -a2 )% 

Solución. Aq u í la función po r in tegra r se lu ce discontin ua para x = a; es 
dec ir , para un va lo r de x en tre los limites de in teg rac ió n O y 3 a. Lu ego debe 
emp lea rse la def ini ció n (3). 
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Así, (o 3" 2 x dx 
Jo (X2 - a2 ) 7. 

INTEGRAL DEFINIDA 

= lím 
<-70 

= 3 a% + 6 a% = 9 a%. 

307 

2 x dx 

- 3 -Y (a + E') 2 - a 2 1 

Para inte rpretar geométricamente este resultado, tracem os la gráfica (figu 
ra lI S), es decir, el Jugar geométrico, represe ntado por la ecuación 

2x 
y = (x2 - a2) 7, 

y notemos que x = a es una asínto ta . 

Area OPE = (0"-< -;-2:;;-:.:x_d::..x~,;:-;, = 3-Y (a - f) 2 - a 2 + 3 a%. J( (x 2 - a2 ) ;', 

Luego, cuando PE se mue ve hacia la derecha acercándose a la así n tota (es 
decir. cuando E tiende a cero) , el área OPE tiende a 3 a% como limite . 
Asimismo, 

S3a 2xdx 
AreaE'QRG= (2 ?) ", =3-YSa2-3-Yea+EI)2-a2 

u+t:' X - a~ 3 

tiende a 6 a% como limite cuando QE I se mueve hacia la izquierda acercándose 
a la así n tota (es decir, cuando E ' ti ende a cero). S u mando estos resultados , 
obtenemos 9 a% . 

Fig. liS Fig . 119 

EJEMPLO 4 . Calcular (2a d x 
Jo (x - a) 2 

Solución. Tambié n esta f un ción se v uelve in f inita entre los lím ites de la 
integración. Por tanto, según (3), 

(2" _~ = lí m (0 - < dx + lím (2a dx 
Jo (x - a)2 <-.;o.oJo (x-a)2 <'-7 o .1a+" (x - a)2 

11m - --- + 11m - ---. [ l ] Q - < • [ I l 2 a 

'-70 x - a O <'-7 0 x - aJ a-H' 

lím (J... _..!..) + lím (_..!.. + ..!..) . 
<-71! E a <'-70 a e' 
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En este caso los límites no existen, y la integral no tiene significado.
Si trazamos la gráfica de esta función (fig. 119), parece que todo es casi como

en el ejemplo anterior. Pero vemos que los límites no existen; en esto está la
diferencia.

La importancia de observar si la función dada se v u el ve infinita dentro de los
límites de la integración, o no, aparecerá inmediatamente si aplicamos nuestra
fórmula de integración sin hacer aquella investigación previa. Así,

('2a dx [ 1 ]'2a 2
Jo (x-a)2= -x-a o =--;'

resultado que es absurdo en vista de la discusión anterior.

PROBLEMAS
LA INT

Verificar cada una de las siguientes integraciones.

lo fo+ ,rox2d~ 1 = 1·
i+oo

d Jt2.
1 x vi 2 :2 4'- 1

15 x dx 443. T'vI~

4. Sa+C>O dx rt

O a2+b2x2 = 2 ab'

5. i2 dx = ~ vl3--- 4 .
l x2V 4 - x2

6. Sa+oo 1
O xe-x2 dx = T'

~

Sa+OC7. O e-ax dx =
a

S+w dx
= Vl.8.

(l + x ) %

9. ia~~=~Jta2.
O vi a2 - x2 4

10. r; dx = Jt.
x2 + 2 x + 2

11. i+oo x dx 1
1 (1 + X2) 2 - 4'

155. Introducción. E
como la operación inversa
ciones del Cálculo integral
procedimiento de suma. D
el fin de calcular el área de
niéndose la superficie dada
infinitamente pequeñas qu
las áreas de todos estos ele
el signo integral no es o
primeros autores para indi

Esta nueva definición,
es de importancia fundam
prenda a fondo lo que ¡

Cálculo integral a los prol

12.
(2a x2dx

Ja Vx2-a2
= 2,39 a2•

156. Teorema fundar
derivada de f (x), se hE
valor de la integral defin

ib

q(1)

da el área de la superfi:
de las x y las ordenadas I

Ahora bien, a propós
trucción. Dividamos el
número n de partes igu:
de división y cornpleterr
tales por las extremidad
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CAPITULO XV 

LA INTEGRACION COMO SUMA 

155. Introducción. Hasta ahora hemos definido la integrac ión 
como la operación inversa de la derivació n. Pero en muchas apli ca
ciones del Cálculo integral es preferible definir la integ ración como un 
procedimiento de suma. De hecho , el Cálculo integra l se inventó con 
el fin de calcular el á rea de las superficies limitadas por curvas, supo 
niéndose la· superficie dada divid ida en "un número infinito de partes 
infinitamente pequeñas que se lla maban elementos, siendo la sum a de 
las á reas de todos estos elementos el á rea buscada' '. Históricampnte, 
el signo integral no es otra cosa que la S la rga, empleada por los 
primeros autores para indicar la palab ra suma. 

Esta nueva definición, que se desarro lla en el artículo sigui ente, 
es de importancia fundamental, y es indispensable que el lector com
prenda a fondo lo que se quiere decir, para que pueda aplicar el 
Cálculo integral a los problemas prácticos. 

156. Teorema fundamental del Cálculo integral. Si cf> (x ) es la 
derivada de j (x), se ha demostrado, en el Artícu lo 142, que el 
valor de la integral definida 

(1 ) i b 

cf>(x)dx = j(b) -J(a) 

da el á rea de la superfi cie limi Lana por la cu rva y = cf> (:r) , pI P.l e 

de las x y las ordenadas correspondien tes a ;¡; = a. y x = b . 
Ahora bien, a propósito de esLa área hagamos la si~ui e nte CO Il S

trucción. Dividamos el in tC l'va lo desde :1: = a hasta x = /¡ en un 
número n de pa rtes igua les, tracemos las ordenadas en los puntos 
de división y completemos los rectángulos tra;"anno líneas horizon
tales por las extremidades de las ordenadas, como se indica en la 
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figura 120. Es evidente que la suma de las áreas de estos n rectán
gulos (el á rea sombreada) es un valor aprox imado del área que 
consideramos. Además es también evidente que el limite de la suma 
de las áreas de estos rectángulos, cuando se aumenta indefinidamente 
su número n, será igual al área bajo la curva . 

Ahora efectuemos la siguiente construcción más general . Divi
damos el intervalo en n partes, que no serán necesariamente iguales, 
y levantemos ordenadas en los puntos de división. Elijamos de cual-

Fig. 120 Fig. 121 

quier modo un punto dentro de cada parte, levantemos ordenadas en 
estos puntos y tracemos por sus extremidades líneas horizontales de 
manera de formar rectángulos, como se indica en lá figura 121. 
Entonces, como antes, la suma de las áreas de estos n rectángulos 
(el área sombreada) es igual, aproximadamente, al área bajo la 
curva; y el limite de esta suma, cuando n tiende a infinito y cada 
parte t iende a cero es, precisamente, el área bajo la curva. De 
estas consideraciones vemos que la integral definida (1) puede mirarse 
como el límite de una suma. Ahora formulemos este resul tado . 

- y 

o x 

Fig. 122 

a) Designemos las longitudes de 
las divisiones sucesivas por 

.. . , 

b) Designemos las abscisas de los 
puntos elegidos en cada una de las 
divisiones por 

Xl, X2, X3, ... , X n . 

Entonces las ordenadas de la curva en esos puntos son 
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c) Las áreas de los rectángulos sucesivos son, evidentemente, 

d ) Por tanto, el área ba jo la curva es igual a 

lím [cf> (Xt)i1XI + cf> (X2 )i1xz + cf> ( x~ )i1X3 + .. . + cf> (xn )i1xn l · 
II-¿OC 

Pero según (1) el área bajo la curva = i l) cf> (x)dx. 

Luego, 

(A) r b cf>(x) dx = lím [cf> (Xdi1XI + el> (X2) i1 X2 + ... + cf> (X II ) i1xn]. Ja 11-:) X 

Esta igualdad se ha ded ucido sirvi éndonos de la noción de área. 
La intuición nos ha ayudado en establ0cer el resultado . Ahora consi
deremos la igualdad (A) simplemente como lln teorema de Análisis mate
mático, que se puede formular como sigue: 

TEOREMA FUNDAMENTAL DE L CÁL CU LO INTE(;l{AL . S ea cf> (x) una 
función contimta en el intervalo desde x = a hasta x = b. Divídase este 
intervalo en n subintervalos cuyas long itudes son i1X I, i1 xz, .. . , i1x", 
y elijan se puntos, uno en cada sub intervalo , que tengan las abscisas 
Xl, X2 , .. . , XII , respectivamente . Considérese la suma 

(2) el> (X l )~ XI + cf> (X2 )i1X2 + .. . + cf> (XII )i1x" = ¿A (Xi )~Xi . 
; = 1 

Entonces, el valor límite de esta suma cuando n tiende a infinito, y 
cada I>ub intervalo hende a cero, es igual al valor de la integra l definida 

La igua ldad (A) puede abreviarse Como sigue : 
n 

( 3) l b <1> (x)dx = Iím LeI> (X ;)dX¡. 
Ju n ----7~ i = 1 

La imporLancia de este teorema resulta del hecho que así podemos 
calcular, por integración, 1lna magnitud qlle sea el Umite e/cuna suma 
de/aforma (2). 

Puede observarse que cada término de la suma (2) es una expre 
sión diferencial, puesLo que las longitudes i1Xl) fj.Xt, ... ) d-t" tienden 
a cero. Además) cada término se llama un elemento de la magnitud 
que se trata de calcular . 
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La siguiente regla será muy ú til en la aplicación de este teorema a 
Jos problemas prácticos. 

REGLA PARA APLICAR EL TEOREMA FU~DAME~TAL 

P RIMER PASO. Se divide la magnitud buscada en partes semejantes 
de manera que sea claro que el resultado deseado se encuentra tomando el 
límúe de una suma de esas partes. 

SEGUNDO PASO. P ara las magnitudes de estas partes se hallan 
expresiones tales que su suma sea de la forma (2). 

T ERCER PASO. Elegidos los límites apropiados, x = a y x = b, 
se aplica el teorema fundamental 

y se integra. 

157. Demostración analítica del teorema fundamental. Como en 
el Artículo 156, divida mos el intervalo desde x = a hasta x = b 
en cualquier número n de subintervalos, que no necesitan ser iguales, 

y representemos las abscisas de los 

o x 

Fig. 123 

puntos de división por 

y las longitudes de los subintervalos 
por ~x¡, ~X2, ... , ~Xn . Hagamos 
ahora que xI ¡, X' 2, . . . , x'" repre
senten abscisas, una en cada inter
valo, determinadas por el teorema 
del valor medio (Art . 116 ) ; levan
temos las ordenadas en los extremos 

de estas abscisas y tracemos por los extremos de las ordenadas líneas 
horizontales para formar rectángulos, como se indica en la figura 123. 
Obsérvese que aquí rf> (x) reemplaza a f' (x) . Aplicando (B) del Ar
tículo 116 a l primer interva lo Ca = a, b = b¡ Y Xl¡ está entre a y b¡) , 
tenemos 

ffb¡) -fea) =,I.( ') 
b '1' X J , 
l-a 

o sea , puesto que 
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Igualmente, 

J (b2) - J (bl) = cf> (XI2)~X2, para el segundo intervalo, 

J (b3) - J (b2) = cf> (X'3 )~X3 , para el tercer intervalo, 

J (b) - J (bn-I) = cf> (X'n)~Xn, para el enésimo intervalo. 

Sumando éstos, obtenemos 

(1) J(b) -JCa) = cf>(xll)~XI+cf>(xI2)~X2 + .. . +cf> (X'n)~X" . 

Pero cf> (XiI) . ~XI = área del primer rectángulo, 

cf> (X'2)· ~X2 = área del segundo rectángulo, etc. 

Luego el segundo miembro de (1) es igual a la suma de las áreas 
de los rectángulos. Pero según (1) del Articulo 156 el primer miem
bro de (1) es igual al área entre la curva y = cf> (x), el eje de las x 
y las ordenadas en x = a y x = b. Entonces, la suma 

" 
(2) .L cf> CX'i)~X; 

i= 1 

es igual a esa área. Y si bien la suma correspondiente 

" 
(3 ) .L cf> (Xi )~Xi (en donde Xi es una abscisa cual-

;= 1 quiera del subintervalo ~Xi) 

(formada como en el Articulo 156) no da igualmente el área, sin 
embargo podemos demostrar que las dos sumas (2) Y (3) tienden a 
ser iguales cuando n tiende a infinito y cada subintervalo tiende a cero. 
En efecto, la diferencia .p (x';) - <f> (Xi) no excede en valor numérico 
a la diferencia de las ordenadas más grande y más pequeña dentro de 
~Xi. Y ademá,s siempre es posible * hacer que todas estas diferencias 
sean , en valor numérico, menores que un número positivo cualquiera 
E dado de antemano, por pequeño que sea este nÚlllero, si continua
mos suficientemente el proceso de la subdivisión; es decir, "i elegimos 
n suficientemente grande. Por tanto. para tal elecc¡ón de n la dife
rencia de las sumas (2) Y (3) es menor que E (b - a) en valor numé
rico; es decir, es menor que una cantidad positiva cualquiera dada de 
antemano, por pequei1a que se la suponga , Por consiguiente, cuanclo 

* La demostración puede verse en obras superiores de Cálcu lo infinitesimal. 
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n aumenta indefinidamente, las sumas (2) y (3) tienden hacia el 
mismo lími te, y puesto que (2) es siempre igual al área, se sigue 
el resultado fundamental 

en donde el in tervalo [a, b 1 se subdivide de cualquier modo y Xi es 
una abscisa cualquiera del sub intervalo correspondien te . 

158. Areas de superficies limitadas por curvas planas; coordenadas 
rectangulares. Como ya se ha explicado, el área entre una curva, 
el eje de las X y las ordenadas correspondientes a x = a y x = b viene 
dada por la fórmula 

(B) Area = i b 

y dx, 

sustituyéndose de la ecuación de la curva el valor de y en térmi
nos de x. 

La fórmula (B) es fácil de recordar ·observando que el elemento de 
área es un rectángulo como CR (fig. 124) de base dx y altura y. 
El á rea buscada ABQP es el límite de la suma de todos esos rectán
gulos (tiras) entre las ordenadas AP y BQ. 

Fig. 124 F ig . 125 

Apliquemos ahora el teorema fundamental . (Art. 156) al cálculo 
del área de la superficie limitada por la curva x == cp (y) (AB en la 
figura 125), el eje de las y y las líneas horizontales y = e y y = d. 

PRIMER PASO . Construiremos los n rectángulos como en la figura. 
Evidentemente , el área que se busca es el límite de la suma de las áreas 
de estos rectángu10s cua ndo su número tiende a infinito y la altura de 
cada lino tiende a cero. 

http://carlos2524.jimdo.com/



LA INTEGRACION COMO SUMÁ 315 

SEGUNDO PASO . Representaremos las a lturas por I'J,.Yl, I'J,.Y2 , etc. 
Tomaremos en cada interva lo un punto en la extremidad superior y 
designaremos las ordenadas de estos puntos por yl, y2, etc. Entonces 
las bases son <P (Yl), <P (yz), etc. , y la suma de las áreas de los rec
tángulos es 

11 

i= l 

TERCER PASO. Aplicando el teorema fundamental se obtiene 

n 

,,~~ ~ r/> (y;)I'J,.Yi = i cJ <p (y)dy. 

Luego el área entre una curva, el eje de las y y las líneas horizon
tales y = e y y = d viene dada por la fórmula 

(e) Area = i dX dy, 

sustituyéndose de In. ecuaclOn de la curva el valor de x en t.érminos 
de y . La fórmula (e) se recuerda pensando en el límite de la suma de 
todas las tiras horizontales (rectángulos) dentro del área buscada . 
puesto que x y dy son la base y la altu
ra, respectivamente, de una tira cual
quiera. E l elemento de área es uno de 
estos rectángulos . 

Significado del signo negativo delante 
de una área. En la fórmu la (B) , a es 
menor que b . Puesto que ahora inter
pretamos el primer miembro como el 
iímite de la suma de n t érminos que re- Fig. 126 

sultan de Yil'J,.X; haciendo i= 1, 2, ... , n, 
se sigue que cuando y es negativo cada término de esa suma será 
negativo, y (B) dará el área con signo antepuesto. E sto significa que 
el área está debajo del eje de las x. 

EJEMPLO l . Hallar el área de un a arcada d e la s inu so ide y sen x 
(fig ura 127) . 

Solución. H aciendo y = O y despejando el valor d e x. encontramos 

x = 0, lT, 2 IT , etc . 

http://carlos2524.jimdo.com/



316 CALCULO INTEGRAL 

Sustituyendo en (B), 

AreaOAB= ibydX= So"senxdx=2. 

A demás . Area BCD = i b 
y dx = 12

". sen x dx = - 2. 

y 

2°fC~--________ ~ N 

(x,y) 

0 8 M , 
F ig. 127 I 

I , 
,o , 

EJEMPLO 2. Hallar el área de la 
, , , 

superf ici e limitada por la parábola se- O 
x 

micú bica ay2 = x 3 , el eje de las y y 

las rectas y = a y y =2a. 
Fig . 128 

Solución. Según (C) y la fig u ra 128, el elem ent o d e área es 

x dy = a Yi y 7~ dy. 

sust ituyendo de la ec uaci ón de la curva MN el va lor de x. De aquí, 

AreaBMNC = a ," y 73 dy=~a2 v32-1 =1,3)4a2. 
{

2(f 1/ e/ 3 (,3/- ) ( 
• a 5 

Obsérvese q u e a2 = área OLMB. 

En el área dada por (B) , uno de los lími tes es el eje de las x . 
En (e), uno es el eje de las y. Consideremos ahora el área limitada 
por dos curvas. 

EJEMPLO 3 . Hallar e l área de la superficie limitada por la parábola 

y2 = 2 x y la recta x - y = 4 (fig. 129) . 

'-¡o*=========:7L-----------x 

Solución . Las curvas se cortan 
en A (2. - 2), B (8, 4) . Divi
diremos la su perficie en tiras hori" 
zon tal es por un sistema de pa ra le
las a OX eq ui dist.1ntes, trazada s 
d esde la parábola AOB hasta la 
recta AB. Sea dy la distancia de 
una parale la a otra. Consideremos 
la tira (véase la fi g ura) c u yo lado 
su perior tiene por extremos los 
puntos (XI, y). (X2. y). De es
tos puntos tracemos perpendicula 
res al lado inferior. A s i se forma 
un rectángulo: su área es 

y' 

Fig. 129 

( l ) dA (Xt - XI) dy. 
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Este es el elemento de área. En efecto , el área buscada es, ev id entemente, 
el l ímite de la suma de todos estos rect ángulos. Es decir, según el teorema fun
dam ental, 

(2) Area = r d (X2 - x¡) dy, 
.J e 

en donde, X2 y Xl son fun cione s de y, d ete rminadas por las ecuacio ne s de las 
línea s que limitan la superficie. Así, en este eje mplo, de x - y = 4 encontra
mos x = X2 = 4 + y; de y2 = 2 X se obtiene X = Xl = y; y2 . Luego, seg ú n 
( 1), ten emos , 

(3) dA 

Esta fórm ula es ap licable al rect án g ulo form ado por cualquier t ira . Los limi tes 
so n e = - 2 (e n A), d = 4 (en B). Por tanto, 

E n este ej emp lo tambi én es posible div idir la superficie en tiras por un si stema 
de paralelas a OY equidistantes. Sea ('I"x la distancia de una paralela a otra. 
E l extremo superior de cada recta 
estará en el arco de parábola OB. 
Pero el extremo inferior estará en el 
arco de parábola OA, si se ha trazado 
a la izq ui erda de A . yen la recta AB 
s i se ha trazado a la derecha de A. 
Si ( x, Y2) es el extremo su perior 
y ( x, Yl) la inferior, el rectángulo 
cuya á rea es 

(4) dA = (Y2-YI) dx (Y2 >Y I) 

es el elem ento de área. Pero en este 
ejemplo no es posible obtener de (4) 
una fó rmula única para represe ntar 
el á rea de ca da uno de los rectángulos. 

E n efec to, mi entras que y2 = V h , 

y 

x 

Y' 

Fig. 130 

tenemos que Yl = - Vh o Y l = X - 4 seg ún q ue la esquina inferior de dA 
esté en la parábo la o en AB. As í , de (4) tenemos dos formas de dA, y se 
nec esitan dos integraciones. 

Lue go en un problema cUdlquiera la s tiras deben constr uirse de manera que 
sólo s~ obtenga una fórmula para el elemento de área. La fórmula (4) se 
emplea cuando las tiras se co nstruyen trazando paralelas a l eje de las y. 

En el teorema fundamental, los elementos cP (Xi)I'lXi, o algunos de 
ellos, pueden ser negativos. Por tanto, el límite de su suma (la inte
gral definida) puede ser nulo o negativo. Por ejemplo, si 

<p (x) sen :r, a O, b 2 JI , 
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la integral definida (3) del Artículo 156 es cero. La interpretación de
este resultado, cuando se trata de áreas, aparece en el ejemplo 1, .
tratado antes.

Los ejes de coordenadas y 1
drado. Calcular la razón de L
dido por cada una de las sigui

PROBLEMAS 20. Y = x2.

21. y = xa

22. y = x4•

Sol. 2

1. Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola xy = a", el eje
de las x y las ordenadas x = a y x = 2 a. Sol. a2 In 2.

4

2. Hallar el á rca de la superficie limitada por la curva y
las x y la recta x = 10.

23. y3 = x2• y,
In x , el eje de
So!. 14,026. 24. V~+ Vy= 1.

3. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = x e", el eje de las
x y la recta x = 4. Sol. 164, S.

25. x75 + y% = 1. 32

4. Hallar el área de la superficie limitada por la parábola v-; + Vy = V~
y los ejes de coordenadas. Sol. )oí a2•

Para cada una de las sigu
primer cuadran te limitada po
la primera intersección con el

5. Hallar el área total de la hipocicloide x% + y% = a%. Sol. Ys na2
30. x + y + y2 = 2. So

31. y=x3-S x2+15 x .

32. y = eX se n x •

33. y2 = (4 - x) ".

Hallar las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas. En cada
problema trazar la figura, mostrando el elemento de área.

6. y2=6 x , x2=6 y. Sol. 12. 10. y2 = 2 x , x2 + y2 = 4 x .

7. cf2=4 x , x2=6 y. S. 11. Y = 6x - x2, y = x.

8. y2=4 x , 2 x-y=4. 9. 12. Y = x3 - 3 x , y = x.

9. y=4-x2, y=4-4x. 10%, 13. y2 = 4 x , x = 12 +2 y - y2.

159. Areas de curvas
hallemos el área limitada J

Supongamos que la eci
curva sea14. Hallar el área de la superficie limitada por la parábola y = 6 + 4 x - x2

y la cuerda que une los puntos (- 2, - 6) Y (4, 6). Sol. 36. Q=f(lJl,

18. Hallar el á r ea de la superficie limitada por la curva x2y

las rectas y = 1, x = I Y x = 4.
x2 - 1 Y
Sol. %.

y OPI Y OD los dos radi
Designemos por a y B
que forman estos radios y
Apliquemos el teorema
dado en el Artículo 156.

P R 1M E R PASO. Evi.
el área pedida es el límit
de sectores circulares COI

como se indica, en la figura
SEG UNDO PASO. Sea

/),,()1, /),,()2, etc. , y sus r
áreas de los sectores es

15. Hallar el área de la superficie limitada por la parábola se m ic ú b ica y3=X2

ylacuerdaqueunelospuntos (-1, 1) Y (S, 4). Sol. 2.7.

16. Hallar una fórmula para el área
bola eq u il á te r a ;(2 - y2 = a2, el eje de
cualquier punto (x, y) de la curva.

de la superficie limitada por la hip é r-
las x y una recta trazada d el origen a

Sol. ~ In (x -:-y) .
17. Hallar el área de la superficie limitada por la curva y = x(l ±o V-;")

y la recta x = 4. Sol. I"y,;.

19. Hallar el área de la superficie limitada por la curva

y = x3 - 9 x" + 24 x - 7,

el eje de las y y la rcctay = 29. Sol. lOS.
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a interpretación de
e en el ejemplo 1 ,

Los ejes de coordenadas y las coordenadas de! punto (1, 1) forman un cua-
drado. Calcular la razón de la mayor a la menor de las áreas en las que es divi-
dido por cada una de las siguientes curvas.

é rbcl a xy = a2, el eje
Sol. a2 In 2.

20. '1= x2• Sol. 2. 26. nx Sol. 2y = sen 2' n-221. y = x3. 3.

22. Y = x4• 4. 27. ti = xeX-1•

23, '13 = x2. ~~.
28. = tg :rex

ti 4'24. v¡-~+Vy= l. 5.
25, x7:í + '1% = l. 32 - 3 n 29. x~ + yy, 1.

-3-:re- =

va y = In x , el eje de
So!. 14,026.

y = x e", el eje de las
Sol. 164,8.

ola V; + V!}= -yI-;;
Sol. }ta2•

Para cada una de las siguientes curvas, calcular e! área de la superficie de!
primer cuadrante limitada por e! arco de curva que va desde e! eje de las y hasta
la primera intersección con el eje de las x.

a%. Sol. Ys :;ta' 30. x+y+y2=2. Sol. ly,¡. "34, '1= e2 cos 2 x .31. y=x3-8 x2+l5 x . 15%.
x

32. ti = eX se n x . 12,07. 35. '1= 4 e 2 cos Yí nx.

33, '12 = (4-X)3. 36. y = se n (x + i) .

entes curvas. E n cada

X2+y2=4x.

y OP¡ y OD los dos radios vectores.
Designemos por a y B los ángulos
que forman estos radios y el eje polar.
Apliquemos el teorema fundamental
dado en el Artículo 156.

P R 1M E R PASO. Evidentemente, o~=....L_=-------+--""'A

el área pedida es el límite de la suma
de sectores circulares construidos tal
como se indica, en la figura 131.

SEGUNDO PASO. Sean los ángulos c e n t r a 1e s de los sectores
ó'81, ó'82, etc., y sus radios º1, º2, etc. Entonces la suma de las
áreas de los sectores es

3 x , IJ = x . 159. Areas de curvas planas; coordenadas polares. Se pide que
hallemos el área limitada por una curva y dos de sus radios vectores.

Supongamos que la ecuación de la
c:uva sea

x = 12 + 2 Y - '12.

ola y = 6 + 4 x - x2

Sol. 36. º = f (8) ,

ola semicúbica y3=x2
Sol. 2.7.

limitada por la hip é r-
a trazada del origen a

rva y = x (1 ± -yI-;)
Sol. 12%.

Fig. 131

urva x2y = x2 - 1 Y
Sol. y,.

Sol. 108.

n

+ Yz ºn2 se; = L Yz O¡2ó'8i ,
i-l

319
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puesto quecl área de un sector circular = 72 radio X arco . Luego el 
área del primer sector = 72 g1' Q1 6.01 = 72 Q12 /101, etc . 

TERCER PASO. Aplicando el teorema fundamental, 

Por tanto, el área barrida por el radio vector de la curva cuando pasa 
de la posición OP¡ a la posición OD se da por la fórmula 

(D) Area = 72 i fl 

g2 dO, 

sust ituyéndose de la ecuación de la curva el valor de g en térmi
nos de O. 

E l elemento de á rea para (D) es un sector circular de radio g y 
ángulo central dO . Luego su área es Y:í: Q2 de. 

EJEMPLO. Hallar el área total de la lemniscata Q2 = a2 cos 2 O. 

F ig. 132 

Solución. Puesto qu e la fi g ura es si
m étrica con respecto a OX ya OY. el área 
total = 4 ve ces el á rea d e OAB (f ig . 132). 

Puest o q ue Q = O cuando O = ~. ve -
x 4 

mos q ue s i O varía d esd e O ha s ta ~. el ra-
4 

dio \'ector OP d esc rib e el á rea OAB. P o r 

tanto. s usti t u ye ndo en ( D ). tendremos: 

Arca total = 4 X área OAB = 4.~ ( r
l 

0 2 dO = 2 a2 (4cos2 O dO = a2 ; 

2Ja Jo 
es decir. el área de ambos bucl es ~s igual al á rea d e un cu ad rado construido sobre 
OA como lado . 

PROBLEMAS 

1. Halbr el área d e l! superfi cie limitada por el circul o Q = a cos B y las 
rectasO= lly() =60u

• So l. O.37a 2 • 

2. Hallar el á rea total d e la s uperficie limit ada por la curva Q = <1 sen 2 O. 

Sol. .1/z1t a 2 • 

Calcular el área de la sup erfi cie encerrada por cada un a de las siguientes 
curvas. 

3. Q2=4sen20. Sol. 4. 5. !J = a( l -cosO) . Sol. 7\! 1ta 2 • 

4. Q = a cos 3 O. 6 . Q=2 .- cosO. 
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arco. Luego el
etc.

urva cuando pasa
ula

r de º en térmi-

lar de radio º y

cos 2 O.

ue la figura es Sl-

X y a OY, el área
e OAB (fig. 132).

ando O = ..'::, ve-
4

e O hasta..'::, el ra-
4

el área OAB. Por

(D), tendremos:

cos2 O dO = a2;

o construido sobre

o Q = a cos R y las
Sol. 0,37 a2•

r v a Q = ([ se n 2 O.
Sol. .Vz rra2.

a de las siguien res

O). Sol. %rr(/2.

% n,

LA INTEGRACION COMO SUMA

Calcular el área de la superficie encerrada por cada una de las siguientes
curvas:

7. Q se n? ~. Sol. Ys rt , 12. Q
= 2 cos- !.....

2 2

8. O VI + cos 2 O. % n. 13. O = a se n nO.

9. O = 2 + se n 3 O. % rt , 14. Q cos 3 O - cos O,

10. O = 3 + cos 3 O. 15. O cos 3 O - 2 cos O.

1l. O = a cos O + b se n O,

16. Hallar e! área de la superficie limitada por la parábola 0(1 + cos O) = a
y las rectas O = O y 0=120°. Sol, 0.866a2,

17. Hallar el área de la superficie limitada por la hipérbola Q2 cos 2 0= a2

y las rectas O = O y O = 30°. Sol. 0.33 a2•

18. Demostrar que e! área de la superficie engendrada por e! radio vector de
la espiral O = e9 es igual a un cuarto del área de! cuadrado construido sobre el
radio v ecto r ,

19. Hallar el área de la parte de la parábola Q = a sec2 !.. que es in t e rce p-
2

tada entre la cuna y el lado recto. o sea. la cuerda trazada por el foco. perpen-
dicular al eje de simetría. Sol. % a2•

20. Demostrar que el área de la superficie limitada por dos radios vectores
cualesquiera de la espiral hi p erbó l ica QO = a. es proporcional a la diferencia
de las longitudes de esos radios.

21. o a2 b2
Hallar el área de la elipse Q- = ....,.-_---,,--"---=C-~-~

a2 se n- 0+ b2 cos? O
Sol. nabo

22. Hallar el área total de la superficie limitada por la curva

Q = a (sen 2 0+ cos 2 O) .

23. Hallar el área bajo OX dentro de la curva Q = a se n? ~.
3

Sol. 7t.(lOn+27V3)a2•

24. Hallar el área de la superficie limitada por Q2 = a2 se n 4 O.

Hallar las áreas de las superficies limitadas por las siguientes curvas y las rec-
tas dadas.

25. Q = tg O; O = O. O = l;.í Jt.

26. Q = e7:!9; O = l;.í zr. O = Yz n.

27. Q sec O + tg O; 0=0. O "" l;.í n.

28. O a se n 0+ b cos O; O = O. 0= Yz n,

321
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Calcular el área que tienen en común cada uno de los siguientes pares de
curvas:

5
¡-Jt-2.

pondiente a cada una d
n = 4 Y se ven dos ci
cilindros (n ---¿ co ) es E

men buscado.

SEGUNDO PASO. Sea

29. Q = 3 cos e. Q = l + co s e.

30. Q = l + cos e. Q = 1.

31. Q = l - cos O. Q = se n e.

32. Q2 = 2 cos 2 8. () = 1.

33. (>2 = cos 2 O. 02 = se n 2 e.

34. Q= v6 cos 8. Q2 = 9 cos 2 e.

35. Q = v2 se n e. Q2 = cos 2 e.

36. ¡¡ = v2 cos e. Q2 = v3 sen 2 8.

5
Sol. 4 n.

yl, Y2, ... , Y1l

las ordenadas de la cu
en los puntos de divisió
eje de las x. Entonces I

men del cilindro engendr
el rectángulo AEFD será
y la suma de los volúrn
todos estos cilindros es

ny12 ~Xl + rty22 I1x2 -t
+(Jt+9-3V3).

i (Jt+ 3 - 3 v3). "... + nyll 211x" = L. rtb
-;=1

37. Hallar el área de la superficie interior al círculo 3 ¡¡ = v3 cos (J y al

bucle de la c u r va jj = cos 2 (J desde e = - ~ hasta 8 = ~.4 4

TERCER PASO. Apli:
límites OA = a y OB =

38. Idem íd. a las curvas 3!} = V6 se n 28. ¡¡2 = cos 2 8.
lím

'11--7 'X!

39. Hallar el área del lazo interior de la trisectriz Q = a (1 - 2 cos e).
Para la figura. véase el caracol de Pasca l , Capítulo XXVI.

I _/-_
Sol. T a2 (2 Jt - 3 V 3).

Por tanto, el volumi
del eje de las z la super!
las ordenadas x = a y ;

(E)
160. Volúmenes de sólidos de revolución. Designemos por V el

volumen del sólido engendrado haciendo girar el recinto plano ABCD
alrededor del eje de las x, siendo la ecuación de la curva plana De

y=J(x).

en la que se ha de sustitu
el valor de y en término:

Esta fórmula se recu
o placa delgada del sóli
al eje de revolución y mil
mente, un cilindro de al-
el volumen de un tal cili:
de volumen

Análogamente, euam
fórmula

\

PRIMER PASO _ Dividamos el segmento AB en n partes cuyas
longitudes sean ~XI, ~-X2, •.. , ~x" y hagamos pasar por cada
punt.o de división un plano perpendicular al eje de las x _ Estos
planos dividirán el sólido en n placas circulares. Si dentro del recinto
A BC' D se construyen rectángulos con las bases ~Tl, ~X2, . _ ., ~Xn,

entonces cada rectángulo engendra un cilindro de revolución cuando
el recinto A ECD se hace girar. Así se forma un cilindro corres-

(F)

r..
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pondiente a cada una de las placas circulares. (En la figura 133 
n = 4 Y se ven dos cilindros). El límite de la suma de estos n 
cilindros (n -7 00) es el volu
men buscado. 

SEGUNDO PASO. Sean 

yl, y2, ... , Y1l 

las ordenadas de la curva De ' 

en los puntos de división en el -ljlllllllll~=---= eje de las x. Entonces el volu-
men del cilindro engendrado por 
el rectángulo AEFD será rrY12~xl, 
y la suma de los volúmenes de 
todos estos cilindros es 

rry12 ~Xl + rrY22 ~X2 + ... 
" 

... + rrYn 2 ~X1l = L rrYi2 ~x¡ . 
i =1 

Fig. 133 

TERCER PASO. Aplicando el teorema fundamental (empleando los 
límites OA = a y OE = b) , 

11 5b 

lím L rry¡2 ~Xi = rry2 dx. 
'n~ :sJ i =l tL 

Por tanto, el volumen que se engendra haciendo girar alrededor 
del eje de las x la superficie limitada por la curva, el eje de las x y 
las ordenadas x = a y x = b viene dado por la fórmula 

(E) v" = rr i b y2 dx, 

en la que se ha de sustituir, deducido de la ecuación de la curva dada, 
el valor de y en términos de x. 

Esta fórmula se recuerda fácilmente si consideramos una rebañada 
o placa delgada del sólido formado por dos planos perpendiculares 
al eje de revolución y miramos esta placa circular como, aproximada
mente, un cilindro de altura dx y base de área rry2. Evidentemente, 
el volumen de un tal cilindro es rry2 dx . Est.e cilindro es el elemento 
de volumen. 

Análogamente, cuando OYes el eje de revolución empleamos la 
fórmula 

(F) (" 
V~ = n: J e X2 dy, 
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en la que se ha de sustituir , deducido de la ecuación de la curva dada, 
el valor de x en función de y. 

EJ EMPLO l. H allar pI vol umen del sólido engendrado h aciendo girar alre-
X2 y2 

d ed or de! e j e de las x la elipse ~ + b2 = l. 

Solución, Puesto que y2 = Ji:. (a 2 - x 2), y que el volumen buscad o es 
a 2 

do s veces e l vo lum en engendrado por OAR, obtenemos , sustituyendo en (E), 

V x = ¡¡ ("y2 dx = n ( a !:C ( a2 _ x2)dx = 2n
3
ab

2 

2 Jo Jo a 2 

V ., = 4nab 2
• 

. 3 

4 na 3 
A fin d e ve rific a r este resultado , sea b = a. Entonces V x = -3-' el vo lu-

men de una esfera, que no es otra cosa qu e 'un caso especial del elipsoide. 
C u ando la elipse gira a lrededor de su eje mayor, 
el sólido engendrado se llam a esfero ide alargado; 
cOlando gira alrededor de su eje menor , esferoide 
ac hat ado. En ambos casos se les llama también 
e lip soi des d e revolución . 

x 

Fig. 13 4 F ig. 135 

E JEMP LO 2. La superfi cie limit ada por la parábola semi cúbi ca 

(1) uy2 = x 3, 

el e je de las y y la rec ta AB ( y = a ) (fig. 135) gira a l rededo r de AB. Hallar el 
v olu me n del sól ido d e re v oluci ó n engendrado. 

Solución. En la figura , OPAB es el á rea qu e se hace g irar. Di v íd ase el 
segmenro AB en n partes íguales de lon g itud I\x. E n la . figura. MN es una 
de esas partes. El rectáng ul o NMPQ, girando alrededor de AB , engendra un 
cilindro de revolución. cuyo v olum en es un elemento d el vo lum en buscado. 
P o r tanto 

puesto que 

y 

Eleme nto de vo lu men = n r 2 h = n (a - y) 2 /}.X, 

r = PM = RM - RP = a - y 

h = NM = /}.x . 
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Entonces. según el teorema fundamental. 

(2) Volumen del sólido = V = Jt So" (a - y) 2 dx 

puesto que los límites son x = O y x = AB = a. Reempla za nd o y por su va lo r 
según (1) . la solució n es V = 0.45 ;ta 3 . 

Este resu lt ado debe compararse co n el v olumen del cono de revoluc ión con 
altura AB (= a) y base de radio OB (= al. Volumen del cono = Y:í nal. 

Si las ecuaciones de la curva CD de la figura 133 se dan en forma 
paramétrica , 

x = f (l), Y = <P (l) , 

entonces se debe sustituir en (E) los valores y = <P (l), dx = f' (l )dt , 
y cambiar los límites en ti y l2, si 

t = ti cuando x = a, t = t2 cuando x = b. 

Volumen de un sólido de revolución hueco. Cuando una superfieie 
plana gira alrededor de un eje situado en el mismo plano, y este eje no 
corta a la superficie, se forma un sólido de revolución hueeo. Co nsi
dérese, por ejemplo, el sólido que se ouliene haciendo girar alrededor 
del eje de las x el recinto ACBDA de 
la figura 136. Hagamos pasar por el 
sólido un sistema de planos equidis
tantes perpend iculares al eje de revo
lución OX . Sea. !1:¡; la distancia entre 
lino y otro. En tonces, el sólido se 
divide en placas circulares huecas de 
espesor !1x. Si uno de los planos que 
dividen el sólido pasa por M, la placa 
circular hueca con una base en este 
plano es, aproximadamente, un cilin-

-o 
~O~ ____ ~ ________ ~M~~X 

f+------b----------1 

Fig. 136 

dro cireular hueco cuyos radios inLerior y ex(,erior son, respecti
vamente, MPl (= y¡) y MPz (= Y2). Por tanto, su volumen es 
.n: (yz2 - y¡2 )!1x. Sean n cilindros huecos, siendo Ú - a = n· 6x. E l 
límite de la suma de eSl,os n cilindros huecos cuando n -7 00 es 
el volumen del sólido de revolución hueco _ Por tanto, 

(3 ) 
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El elemento de volumen en (3) es un cilindro circular hueco con
radio interior yl, radio exterior y2 y altura i1x. Los radios yl y y2
son funciones de x (= OM) que se obtienen de las ecuaciones de las
curvas que limitan (o la ecuación de la curva que limita) a la superficie
que gira.

3. Hallar e! volumen del
gendra haciendo girar alrededc
prendido entre el origen y el p

EJEMPLO 3. Hallar el volumen de! sólido anular (toro o argolla) que se
forma al hacer girar un círculo de radio a alrededor de un eje situado en su plano
y exterior al círculo, que dista de su centro b unidades (b > al·

4. Hallar el volumen del ~
el arco del problema 3.

Solución. Sea la ecuación del círculo
Hallar el volumen de! sólid

superficie limitada por los sig

x2 + (y - b) 2 = a2

y sea el eje de las x e! eje de revolución.
Despejando y, tenemos

y2 = b + V a2 - x2, y¡ = b - Va2 - x2.

dV = n(y22- y¡2) 1'1x =4nbV a2 - x2l'1x.

Vx = 4 nb fa V a2 - x2 dx = 2n2a2b.
-a

5. Y = x3, y = 0, x :

6. ay2=X3, y=O, x

7. La parábola Vx + '\

8. La hipocicloide x% -t

Según (3),

;::~:;~ i

111' ~ ,
II~~ I
Itl/I, .

ii¡i \

Un sólido de revolución puede dividirse en cáscaras cilíndricas
haciendo pasar por él un sistema de cilindros circulares cuyo eje

común es el eje de revolución. Si el
área ACBD de la figura 137 gira
alrededor del eje de las y, puede de-
mostrarse que

9. Una arcada de y = se

10. Una arcada de y = ea

11. y = e-x, y = O, x

12. 9 x2 + 16 y2 = 144.

13. y = XCI, Y = 0, x

14. La bruja (x2+4a2)

y
A

o-a

(4) Vy = 2 n:ib
(Y2 - yl)X dx,

en donde

15. (~Y+(tt=l.

16. y'(2a-x) = x3,

17. y=x2-6x. y = (

18. y2 = (2 - x)~', y =

19. y2 (4 + X2) = 1. y'

20. (x-l)y=2, y=

i-----b OM = x, MPl = yl, MP2 = y~.
Fig. 137 El elemento dV es ahora una cáscara

cilíndrica de radio T, altura y2 - yl
Y espesor i1x. El ejemplo 3 puede resolverse también, utilizando la
fórmula (4).

PROBLEMAS

1. Hallar el volumen de la esfera que se engendra haciendo girar el circulo
x2 + y2 = (2 alrededor de un diámetro. Sol. ~ nr3•

Hallar el volumen de! sól ic
la superficie limitada por los

2. Hallar por integración el volumen del cono truncado que se engendra
haciendo girar alrededor de OX la superficie limitada por las rectas

y = 6 - x , y = O, x = O y x = 4.

Comprobar el resultado con la fórmula obtenida en Geometria.

21. Y = x3, y = O, x

22. 2 y2 = x3, y = 0,

23. Y = eX, Y = O. x

24. ílX2 + 16 y2 = 144.
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3. Hallar el volumen del paraboloide de revolución cuya superficie se en-
gendra haciendo girar alrededor de su eje el arco de la parábola y2 = 2 p x com-
prendido entre el origen y el punto (x" y,).

Sol. :tpX,2 = VI JtY12X,; es decir, la rnitad del
volumen del cilindro circunscrito.

4. Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor de OY
el arco del problema 3. Sol. Ys JtX,2y,: es decir, un quinto del cilindro

de altura yl y radio de la base x ¡.

Hallar el volumen del sólido engendrado haciendo girar alrededor de OX la
superficie limitada por los siguientes lugares geométricos:

5. Y = x3, y = 0, X = 2. Sol. 12~ Jt.

6. ay" = x3, y = 0, x = a.

7. La parábola V~ +Vy = V-;;-, x = 0, y = O.

8. La hipocicloíde x% + yv, = a%.

9. Una arcada de y = se n x .

10. Una arcada de y = cos 2 x .

11. y = e-x, y = 0, x = O, x 5. Y2 Jt(l - e-ID).

12. 9 x2 + 16 y" = 144. 48 rt ,

13. y = x e", y = 0, x = \. Y4 ;t(e" - 1).

14. La bruja (x2 + 4 a2) y = 8 a3, y = O.

15. (~Y+(f)%= \.

16. y2(2a-x) = x3, y = 0, x= a.

17. y=x2-6x. y = O.

18. y2 = (2 - x) a, y = 0, x = 0, x= \.

19. y2(4+X2) = 1, Y = 0, x = 0, x= co ,

20. (x - 1) y = 2, Y = .2, x = 2, x = 5.

Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor de Oy,
la superficie limitada por los siguientes lugares g co nié t r ico s :

21. y = x3, y = 0, x = 2. Sol. 6% rr .

22. 2 y2 = x3, Y = 0, x = 2. 33i¡ rt ,

23. Y = x Y = O. x = O. 2 rr ,e ,

24. g x2 + 16 y2 = 144. 64 rt ,
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25. (~r+ (tr = 1.

40. Hallar el vol umen
de la cicloide

x =
26. y2 = 9 - x , x = O.

alrededor de su base OX.

27. x2=16-y. y=O. SUGESTION. Sustituir

28. y2 = ax. y = O. x = a. en (E) del Artículo 160.

29. La ecuación de la curva OA de la figura 138 es y2 = x3• Hallar el
volumen del sólido que se engendra cuando la superficie

(a) OAB gira alrededor de OX. So/. 64 rt .

CCO,8) A
-Al

(b) OAB gira alrededor de AB. 102%51t•

, (e) 70%1t.
1,,1 II~I I

OAB gira alrededor de CA.

¡pl'ID. !l
~ 111,1'11I ::

(d) OAB gira alrededor de OY. 517<í 1t.

111,111\1

1,1,111II "
(e) OAC gira alrededor de OY. 38~ 1t.

I,tl :~t"
"" 1I (f) OAC gira alrededor de CA. 57% re.

fl~ ~~ I11, "
III11

x (g) OAC gira alrededor de AB. 345~5 1t.

Fig. 138 (h) OAC gira alrededor de OX. 1921t.

y

41. Hallar el volumen

~J = f e~+ e -~) alrede

42. Hallar el vol u mer

y2 = __x_3_ alrededor de ~
2 a - x

43. Dada la pendiente,

llar el volumen del sólido q

30. Hallar el volumen del esferoide achatado que se engendra haciendo g irar
alrededor del eje de las y la superficie limitada por la elipse b2x2 + a2y2 = a2b2

•

So/. %1ta2b.

44. Demostrar que el v
sólido engendrado haciendo
de OX. es igual al vol u mer

45. Empleando las ecu:

31. De una esfera de radio r se corta un segmento de una base de espesor h.

Demostrar. por integración. que su volumen es 1th
2

(3 ( - h)
3

hallar el volumen del sólidc

Calcular el volumen del sólido que se engendra haciendo girar alrededor de
cada una de las siguientes rectas la superficie que corta de la curva correspon-

diente.
46. Hallar el volumen,

la cicloide

32. y=3; y=4x-x2. So/. lYt51t·

204%5 rt ,

37. 4y=4x+33; y=9-x2
.

38. x + y = 1; ...;-; + "';y = l.

39. x+y=7; xy=6.

~01t"';2

%s1tV2.
Y,5 1t "';2:.

7\51t"';2.

alrededor de su base OX.
Demostrar que si la arca,

es 6 1t3a3.
34. y=-4; y=4+6x-2x'. !2SJ-;í re.

35. y = x : y = x'.

36. y = x : y = 3 x - x2
•

47. Hallar el volumen'

y = sec + rcx. el eje de la:

las x .

48. El área debajo de
gira alrededor del eje de las

/
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y2 = x3. Hallar el

X. Sol. 64 n,

B. 102%5 rc ,

A. 70% lt.

51% lt.

Y. 3SY¡ re.

A. 57% lt.

B. 345%5 lt.

X. 192 lt.

endra haciendo g ira r
e b2x2 + a2y2 = a2b2•

Sol. % lta2b.

na base de espesor h.
- h)

ndo girar alrededor de
e la curva correspon-

Sol. '~5 lt.

204%5.it·

125~ rt ,

)iD ltVl

%5 lt Vl.

o/15ltV2.

7Ís lt Vl.

LA INTEGRACION COMO SUMA

40. Hallar e! volumen de! sólido que se engendra haciendo girar una arcada
de la cicloide

x = r arc v e rs JL - Y 2 ry - y2
r

alrededor de su base OX.

SUGESTION.
y dy

Sustituir dx = y los límites y = 0, y = 2 r ,
Y2ry-y2

en (E) del Artículo 160.

41. Hallar el volumen del sólido que se engendra haciendo girar la catenaria

y = ~ (e ~ + e-~) alrededor de! eje de las x desde x = O hasta x = b .
2

Sol. (
2 b 2 b)

lta3 a -o: +lta2b8 e - e -2-'

42. Hallar el volumen del sólido engendrado
x3

y2 = alrededor de su asíntota x = 2 a.
2 a - x

haciendo girar la cisoide

Sol. 2lt2a3.

43. Dada la pendiente de la tangente a la t rac t ri z , ~;

llar el

y ,ha-
y a2 _ y2

volumen de! sólido que se engendra haciéndola girar alrededor de OX.
Sol. %lta3.

44. Demostrar que el volumen de un casquete cónico de altura a cortado del
sólido engendrado hacíendo girar la hipérbola equilátera x2 - y2 = a2 alrededor
de OX, es igual al volumen de una esfera de radio a.

45. Empleando las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide

x = a cos ' e,
y = asen 3 e,

hallar el volumen del sólido que se engendra haciéndola girar alrededor de OX.
Sol. 3j1¡oslta3•

46. Hallar e! volumen del sólido engendrado haciendo girar una arcada de
la cicloide

x = a (e - se n e)

y=a(l-cosO)
alrededor de su base OX.

Demostrar que si la arcada gira alrededor de OY.
es 6 lt3a3.

Sol. 5 lt2a3•

el volumen que se engendra

47. Hallar e! volumen que se engendra si la superficie limitada por la curva

y = sec + rtx . el eje de las x y las rectas x = ± + gira alrededor del eje de

las x . Sol. 4.

48. El área debajo de la curva y = eX sen x. desde x = ° hasta x = 1I.

gira alrededor del eje de las x . Hallar el volumen del sólido que se engendra.

329
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49. Dada la curva x = (2. Y = 4 ( - (3 . hallar: a) el área del lazo . y 
b) el vol um en del sólido engendrado por la s uperfici e interior del lazo. cuan
do gira alrededor del eje d e las x. Sol. a) 25r\S: b) 67.02. 

50. H,igase gi rar alrededor de cada eje la superficie limitada por las dos 
pJrábolas y2 = 4 x y y2 = 5 - x. Calcular los v olúmenes respectivos. 

Sol. Alrededor de OX. lO JT: alrededor de OY. 17% JT. 

51. Hágase girar alrededor del eje polar la parte de la cardioide 0=4+4 cos IJ 

que está entre las rectas IJ = O y IJ = ~. Calcular el volumen. Sol. 160 n. 
2 

161. Longitud de un arco de curva. Por longitud de una recta 
queremos decir, ordinariamente, el número de veces que podemos 
colocar sucesivamente sobre ella un segmento rectilíneo que se toma 
como unidad de longitud; así, por ejemplo, el carpintero mide la 
longitud de una t.abla aplicando a ella repetidas veces el metro, u otra 
unidad de longitud. 

Puesto que es imposible hacer que un segmento rectilíneo coincida 
con un arco de curva, no podemos medir las líneas curvas de la misma 

manera que las rectas . Entonces proce

A 

Fig. 139 

demos como sigue. 
Dividimos el arco de la curva, figu

ra 139, (como AB) en cualquier número 
de partes de una manera cualquiera (co
mo en C, D, E) Y unimos los punt.o::; 
sucesivos de división (como AC, cn, 
DE, EB) formando una poligonal. 

La longitud de un arco de curva se define como el limite de la suma de 
los lados de la poligonal cuando el número de los puntos de división tiende 
a i nfinito, al mismo tiempo que cada uno de los lados tiende a cero. 

Puesto que ese límite será también la medida de la longitud de 
algún segmento rectilineo, el hallar la longitud de un arco de curva se 
llama también "rectificar la curva' , . 

En Geometría el estudiante ya se ha servido de esta definición de la 
longitud de un arco de curva. Así, la longitlld de la circunferencia se 
define corno el límite común de los perímetros de poligonos regulares 
inscritos y circunscritos cuando el número de los lado::; aumenta infini
tamente. 

El método del Artículo 162 para determinar la longitud de un arco 
de curva plana se funda en esta definición. El estudiante debe obser
var cuidadosamente cóm'o se aplica. 
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162. Longitudes de arcos de curvas planas; coordenadas rectangu
lares. Ahora vamos a expresar en forma analítica la definición de 
artículo anterior, sirviéndonos del teorema fundam ental. 

Dada la curva 
y = j (x) 

y en ella los puntos pi (a, e) y Q (b, d); hallar la longitud del 
arco PIQ. 

PRIMER PASO. Tomemos cualquier número n de puntos sobre la 
curva entre pi y Q, y tracemos las cuerdas que unen los puntos 
adyacentes, tal como se indica en la figura 140. Evidentemente, 1:1 
longitud buscada del arco pi Q es el límite de la suma de las longitudes 
de estas cuerdas. 

v.:l-----------o 
: 

P'" : 
I 
I 

P' I 
I 
I 

v~c l J!' ¡ 
! 

01 ~Q - X"';Cb ----~ 

Fig . 140 

x' 

I 

: 
IA'./' 
: , , 

- ----- - -1 
- j,x·---I 

I 

I , 
XI X' f6X' 

F ig . 141 

SEGUN DO PASO . Consideremos una de estas cuerdas, pi P 1/ pur 
ejemplo, y sean las coordenadas de pi y pl/ 

pi (Xl ,yl) Y PI/(xl + !':lxl . yl + !':lyl). 

Entonces, como en el Artículo 95 , 

o sea, 

PlP" = V (!':lxl )2 + (!':lyl)2, 

plp" = [1 + (~;;rr !':lxl. 

[
Di vidiendo dentro del radic al por (t.x l ) 2J 
y multiplicando f u era de él por t.XI. 

Pero, según el teorema del valor medio (Art . 116), obtenemos 
(sij (b) -j ea) se representa por !':lyl y b-a por !':lxl ) , 

!':lyl 
!':lxl = JI (Xl) , (Xl <Xl < Xl + !':lxl) 

siendo XI la abscisa de un punto PI de la curva entre pi y P", en 
el cual la tangente es paralela a la cuerda. 
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Sustituyendo, pi pll = [1 + j'(Xr)2)!.1~XI 
= longitud de la primera cuerda. 

Análogamente, plI P 111 = [ 1 + JI (X2)2 F-f~x 11 
= longitud de la segunda cuerda. 

pCn) Q = [ 1 + j'(Xn) 2 F" ~x( n ) 

= longitud de la enésima cuerda. 

Entonces la longitud de la poligonal inscrita que une pi Y Q 
(la suma de las cuerdas) es la suma de estas expresiones, a saber, 

[l+jl(Xl)2)~~XI+[l +jl(X2)2)~~XI/+ . . . +[l+jl(xlI)21~~x(n) 
n 

= L[ 1 + JI (X;)2 F" ~x(i). 

TERCER PASO. Aplicando el teorema fundamental, tendremos: 

Por esto, designando la longitud del arco P IQ por s, resulta, para 
la longituG del arco, la fórmula 

s = i b r 1 + l' ( x)2 )7í dx, o sea, 

(G) 

en donde yl = ddY se obtiene en función de ;r de la Qcuación de la 
x 

curva dada. 
A veces es más cómodo emplear y como variable independiente. 

A fin de deducir una fórmula aplicable a este caso, sabemos, según el 
Artíüulo 39, que 

dy 1 
- - - . luego dx = X' dy . 
dx - dx ' 

dy 

Sustituyendo estos valores en (G), y observando que los limites de 
y correspondientes son e y d, obtenemos también, como fórmula para 
la longitud del arco, 

(H) 
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dx 
en donde x' = dy se obtiene en función de y de la ecuación de la 

curva dada. 
La fórmula (G) puede deducirse de otra manera. En efecto, la 

fórmula (D) del Artículo 95 , 

(1 ) ds = (1 + y'2)'/z dx. 

da la diferencial del 'a rco de una curva. Si a partir de (1) procedemos 
como en el Articulo 142, obtenemos (G). Igualmente, (H) se deduce 
de (E) del Artículo 95. Por último, si la curva está definida por 
ecuaciones paramétricas 

(2) x=j(t), y=cp(t), 

conviene emplear la fórmula 

puesto que, según (2), dx = j'(t)dt, dy = cp'(t)dt. 

EJEMPLO l. Hallar la longitud de la circunferencia X2 -1- r¡2 = r 2 • 

Sol ución. De ri v ando, d Y = - .!-. 
dx y 

Susti tu yendo en (G), 

J'r [ X2J'" ArcoBA= O l+y2 dx 

[ 

Susti tu yendo y2 = r 2 - x 2, según la ecUaCiÓn] 
de la circunferencia,. a fin de tener todo en tér

mInos de x. 

B 

o 

Fig. 142 

arco BA = r (r dx = 1tr. (Vi'ase el ejemplo I d el Articulo 154 . ) 
Jo Vr2-x2 2 

Luego la longitud total es igual a 2 Jfr. 

EJEMPLO 2. Hallar la lon g itud del arco de una arcada de la cicloide 

x = a (11 - se n O), Y = a (1 - cos O) . 

Véase el ejemplo 2, Art. 81. 
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Solución. dx = a(l - cos lJ)dlJ . dy = a se n IJ dlJ. 

Lu ego dX2 + dy2 = 2 a2 ( 1 - cos IJ) dIJ2 = 4 a2 sen 2 Yz IJ d1J2. Según (5). 
A rt. 2. 

E m pleando (3). f
~7T 

S = O 2a sen Yz lJdlJ = Sa. 

Los límites son los valo res de IJ en O y D (véase la figura 62 del Artícu 
lo RI ) ; es deci r , IJ = O Y IJ = 2n:. 

EJEMPLO 3. Halhr la lon gitud del arco de la curva 25 y 2 = x 5 desde 
x = O h asta x = 2. 

Solución. Deri vando. y ' = .Yz x%. 
L uego. segú n (G). 

(4) s = f0
2 

( 1 + Yí x 3
) 72 dx = J;í f0

2 
(4 + x 3

) 72 dx. 

E l va lor de la integra l en (4) se determinó . aprox imadamente . ap licando la 
regla de los trapec ios. en el ejemplo 2 del Artículo 148. y se gún la regla de 
Simpson en el ejemplo 2 del Artículo 149. Tomando este va lor . s = Y:! (4.821) 
que es igual a 2.41 unidades lineales . 

163. Longitudes de arcos de curvas planas; coordenadas polares. 
De (I) del Artículo 96, procediendo como en el Artículo 142, obte
nemos para la longitud del arco, la fórmula 

O~~------~----A 

Fig. 143 

ción tiene la forma 

de donde 

Sustituyendo en 

obtenemos 

( r> [ (d )2] 72 (I) s= Ja 1)2+ d~ -dO, 

en donde han de sustituirse d.e la ecuación de 

la curva dada los valores de !) y ~~ en tér

minos de O. 
A veces conviene más emplear !) como 

variable independiente, y entonces la ecua-

o = </> (9) , 

de 
de = rf/(IJ)dl) = dQ dg. 

[1)2 d0 2 + dQ2j )4 , 

[ (
dO )2 ]J1 

Q2 dI) + 1 d!) .. 
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De aquí, si gl y g2 son los límites correspondientes de la variable 
independiente g, obtenemos para la longitud de arco, la fó rlllula 

(J) s = l~l g2 (~~ r + 1 r dg, 

en la que ha de sustituirse de la ecuación de la curva dada el valor de 

de é ' d dg en t rmmos e Q. 

EJEMPLO. H all ar el perímetro d e la cardioide Q 

Solución. Aquí, dC! = - a se n O. 
dO 

Si hacemos var iar O desde () hasta n, el punto 
P engendra rá la mitad de la curva. 

a ( 1 + co s IJ ) . 

Sustituyendo en (1), - -21':....¡.:-----4-., 

~ = f"[a 2 (l + cos e)2 + a2 sen 2 ep'" d/J. 
2 o 

= a S:" (2 +- 2 cos e) y, de 

2 = l/ cos - de = 4 a. So " e 
o 2 

F ig. 144 

s = 8 a. 

PROBLEMAS 

1. Hallar la lo n git ud del arco de la curva cu ya ecuación es y " = x 2 , com-
pre ndid o entre los puntos (O, O) y (8 , 4). S ol. 9,07 . 

2. Ha)1ar la lon g itud d el arco de la pa ráb ola semicúbica l/y 2 = x" desde el 
or igen hasta la ordenada x = 5 l/. 

3. Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuación es y 

desde el punto de abscisa x = l al p un to de a·bscisa x = 3. 

S ol. 335 " 
27 ' 

x 3 1 
"b + 2;' 

50/. ':Ya. 

4. Hallar la longitud del a rco d e la parábola y2 = 2 px desde el vértice a 
un ext remo del lad o recto. 

Sol. p '~'¡-2 + 1- In ( 1 + v0). 

5. Hallar l a longitud del arco d e la curva y2 = x 3 desde el pu nto correspo n -
diente a x = O al punto donde x = JIg . 5 0 /. 1%7 . 

6. HJllar la longitud del arco dI' I;¡ parjbolJ 6 y 
punto (4, %). 

x " d c~de el origen JI 
Sn / . 4 ,9t;, 
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7. Determinar. aplicando la regla de Simpson, la longitud aproximada
del arco de la curva 3 y = x3 desde el origen al punto (\. ~). Sol. 1,09.

Hallar la longitud del arco d.
entre los puntos cuyas abscisas s

8. Hallar la longitud del arco de la curva y = In sec x desde el origen al

punto (T' ln2} Sol. In (2+V3).

19. Y = In (

20. x2
y =4

21. Y = In e9. Hallar la .lo n g it u d del arco de la hipérbola x2 - y2 = 9 comprendido
entre los puntos (3, O) y (5, 4). (Empléese la regla de Simpson.)

Sol. 4,56.

10. Hallar la longitud del arco de la parábola y = 4 x - x2 que está por
encima del eje de las x . Sol. 9,29.

22. 3 x2 = \

23. Una are;

Sol. (

Xa -T ea-

24. Hallar la longitud del a
el origen al extremo de la p ri me:

11.
O/ % %

Hallar la longitud total de la hipocicloide x73 + y 3 = a 3. Sol. 6 a. Sal

12. Rectificar el arco de la catenaria y = f (e~ + e-~) d e s d e x = O al

punto (x , y).

25. Rectificar el arco de 1
(O, 8).

S UGESTION. Empléase (J)

26. Hallar la longitud del

13. Hallar la longitud de una arcada completa de la cicloide

x = r a re v e r s JL - V 2 ry - y2.
r

Sol. 8r.
rt

a 8 = T'

27. Hallar la longitud de la

SUGESTICN.
dx

Empléese (H) del Artículo 162. Aquí dy

y

15. (':"""a")%+(JLb)% -- l.Hallar la longitud en un cuadrante de la curva

Sol. a2 + ab + b2

a+b

28. Hallar la longitud del
por los puntos (01, 81) Y (Q2'

Sol. V a2 + Q12.

14. Rectificar el arco de la curva 9 ay· = x (x-3 a) 2 desde x=O a x= 3 Q.

Sol. 2 a Vr.-

16. Hallar la longitud entre x a y x
eX+ 1

b de la curva e" = e"'- 1

e2b - 1
Sol. In -2a--+ a-b.

e - 1

29. Demostrar que la Iong it:

curva O = a sen-' ~ es 3 na D32'
OA, AB y BC (fig. 145) está
sión aritmética.

17. Las ecua~iones de la cv o l v en te de un círculo son

30. Hallar la longitud del J

soide O = 2 a tg 8 se n 8 desde 8 .

\ x = a (cos O + (1 se n O) •
1 y = a (se n B - /J cos 8) .

31. Determinar, aproximada
r im e t ro de una hoja de la curva

Hallar la longitud del arco desde (1 = O a 8 = 81.

5 .'< = eO sen O desde 8 = O a O = ~1 y = e9 cos 8 2' Sol.

164. Areas de superficies
lución está engendrada hacir
arco CD (fig. 146) de la CUt

esa superficie, sirviéndonos d

18. Hallar la longitud del arco dela curva
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Hallar la longitud del arco de cada una de las siguientes curvas. comprendido 
entre los puntos cuyas abscisas se indican: 

19. y = In (1 - X2) desde x = O a x = Yz . 
X2 1 

Y = - - - In x desde x = 1 a x = 2. 
. 4 2 20. 

21. Y = In ese x desde x = i a x = T' 
22. 

23. 

3 X2 = y3 desde y = 1 a y = 20. 

Una arcada de la curva y = sen x. 

24. Hallar la longitud del arco de la espiral de Arquímedes. Q = a&. desde 
el origen al extre mo de la primera vuelta. 

Sol. Jta V 1 + 4 Jt2 + f In (2 Jt + V I + 4 Jt2) • 

25. Rectificar el arco de la espiral Q = eaO que va del origen al punto 
(Q. 8). 

SUGESTION. Empléase (J). Sol. ~ Va 2 + l. 
a 

26. Hallar la longitud del arco de la curva Q = a sec2-i-. desde 8 = O 

Jt 
a 8 = T' Sol. [V'2 + In (V2 + 1) 1 a. 

27. Hallar la longitud de la parábola Q = 2 desde 8 = O a 8 = ~. 
1 + cos 8 2 

Sol. V2 + In (V2 + 1) . 

28. Hallar la longitud del arco de la esp iral hiperbólica Q8 = a lim itado 
por lo s punto" (Q¡. 8,) Y (Q2' 82)' 

Sol. 

29. Demostrar que la longitud total de la 
. 8 3 Jta . 

curva Q = a sen" T es -2-' Demostrar que 

OA, AB y Be (fig. 145) están en progre
sión ar itmética. 

30. Hallar la longitud del arco de la ci

soide Q = 2 a tg 8 sen 8 desde 8 = O a 8 =~. 
4 

31. D eter minar, aproximadamente, el pe
rímetro de una hoja de la curva Q = sen 2 8. 

8 o 

e 

Fig . 145 

164. Areas de superficies de revolución. Una superficie de revo
lución está engendrada haciendo girar a lrededor del eje de lag x el 
arco CD (fig. 146) de la curva y = f (x). Se desea medir el área de 
esa superficie, sirviéndonos del teorema fundamental. 
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PRIMER PASO. Como antes, dividimos el intervalo AB en subin
tervalos L1XI, L1X2, etc. , y levantamos ordenadas en los puntos de 
división. Trazamos las cuerdas CE, EF, etc. de la curva. Cuan
do la curva gira, cada cuerda engendra la superficie lateral de un 
tronco de cono de revolución. El área de la superficie de revolu
ción se define como el limite de la suma de las áreas laterales de 
estos conos truncados. 

Fig, 146 Fig. 147 

SEGUNDO PASO. Para mayor claridad tracemos el primer tronco 
de cono en escala más grande (fig. 147). Sea M el punto medio de 
la cuerda CE. Entonces 

(1 ) Area lateral = 2 nNM· CE. * 

Para aplicar el teorema fundamental es necesario expresar este 
producto como función de la abscisa de algún punto del intervalo I1xI. 
Como en el Artículo 162, 'empleando el teorema del valor medio, 
obtenemos la longitud de la cuerda, 

(2) 

en donde Xl es la abscisa del punto PI (Xl, YI), del arco CE, donde 
la tangente es paralela a la cuerda CE. Sea R el punto en que la recta 
horizontal trazada por M corta a QPI (la ordenada de PI), y desig
nemos RP I por El. ** Entonces 

(3 ) NM = yl - El. 

.. El área lateral de un tronco de cono de re vo lución es igual a la circunfe
rencia de la sección media multiplicada por el lado del tronco. 

*". E l lector observará que cuando L'1Xl tiende a cero, f I también tiende a cero. 
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Sustituyendo (2) y (3) en (1) , obtenemos 

2 JI: (YI - E¡) [ 1 +- j ' (XI)2 P' L1xI = área lateral del pri
mer tronco de cono. 

Análogamente, 

2 JI: (Y2 - E2) [1 + j' (X2)2] Xi LlX2 = área lateral del segun
do cono truncado. 

2 JI:(Yn - En) [1 + j'(Xn)2 p' Llxn = área lateral del últi
mo tronco de cono. 

Luego 
11. 

L. 2 n: (y¡ - Ei) [ 1 + j' (Xi )2 P LlXi suma de las á reas 

laterales de los conos truncados. 
Esto puede escribirse 

n ~ 

(4) L. 2 n:y;[ 1 + j' (X¡)2] l<í Llx¡ - 2 n: L. dI + j' (Xi)2 F~ LlXi . 
i = 1 i= \ 

TERCER PASO. Aplicando el teorema fur..damental a la primera 
suma (empleando los límites OA = a y OE = b), obtenemos 

Iím L. 2 n:y¡[ 1 + j' (x¡)2 F" LlXi = 2 n:y[ 1 + j' (x)2 r~ dl' . 11 i b 

11 ----7 00 ,= 1 ([ 

El límite de la segunda suma de (4) cuando n-;' 00 es cero. * De aquí 
que el área de la superficie de revolución engendrada haciendo girar el 
arco CD alrededor de OX viene dada por la fórmula 

(K) ( b [ (d )2J );; S" = 2 n: J" y 1 + d~ ' dx, 

* Esto se ve fácilmente como sigue: designemos la segunda suma por S". 
Si E es igua l al mayor de los númerOs positivos 1 E¡ I, 1 E2 1, "', 1 En\. en-
tonces 

TI 

Sn ;; E L. [1 + f I (x ¡) 2] y, /c;.Xi. 

i = \ 

La suma de la derecha es igual. según el Artículo 162 , a la suma de las cu e rda s 
CE, EF, etc. Sea esta suma In. Entonces 

Sn;;Eln. Puesto que lím E=O , Sn es un infinitésimo, y por tanto , lím S,, = O. 
n-;'m 0 -;'00 
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en donde Sx representa el área buscada. También podemos escribir 
la fórmula en la forma 

(L) s=2rrl bY ds. 

Análogamente, cuando OYes el eje de giro empleamos la fórmula 

(M) 

En (L) y (M), ds tendrá una de las tres formas (e), (D), (E) 
del Artículo 95, a saber, 

[ (dy)2] V, [ (dX)2] V, ds = 1 + dx dx = 1 + dy dy = (dX2 + dy2) V, . 

De estas tres formas emplearemos la primera o la segunda según la 
variable independiente que hayamos elegirlo; la tercera, si la curva 
dada está definida por ecuaciones paramétricas. Para emplear (L) o (M), 
hay que calcular ds en primer lugar. 

La fórmula (L) se recuerda fácilmente si consideramos una faja 
angosta de la superficie, incluída entre dos planos perpendiculares 
al eje de revolución, y miramos esta faja como, aproximadamente, la 
superficie convexa de un tronco de cono de revolución de lado ds, 
con una sección media cuya circunferencie. es igual a 2 rry, y, por 
tan to, de área 2 rry ds. 

EJEMPLO l. El arco de la parábola cúbica 

comprendido entre x = O Y x = a, gira alrededor de OX (fig. 148). Hallar 
el área de la superficie de revolución que se engendra. 

Solución. Según (5) , 

Por tanto, 

3 X2 
y'=-.. 

a-

-;J-~_-'-J.-t;-;--.. x ds = (l + y'2) Y, dx = J" (a 4 + 9 x 4) V, dx. 

Fig. 148 

a-
Luego, el elemento de área = 2 Jty ds 

= ~ (a 4 + 9 x 4 ) y, x 3 dx. 
a 4 

Por tanto, según (L), 

s x = ~ (' a (a 4 + 9 x 4) Yo x 3 d x = _ Jt _ [ (a 4 + 9 x 4) % ] a 
a4 Jo 27 a 4 O 

= ~ (IOVIO - I )a 2 = 3,6 a2 • 
27 
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EJEMPLO 2. Hallar el área del elipsoide de revo lución en ge ndrado haci endo 
g irar alrededor de OX la elipse cuyas ecuaciones para métricas (véase (3 ) d el 
Artícul081) so n x = a cos </>, y = b sen </>. 

Solución. Tenemos 

dx = - a se n </> d</>, dy = b cos </> d</> , 

y ds = (dx 2 + dyZ) Yz = (a Z sen 2 </> + b 2 C05 2 </» Yz d</>. 

Luego, el el emento de área = 2 nI} ds 

= 2 ltb (a 2 sen 2 </> + b 2 cos 2 </» Yz sen </> d</>. 

(6) VI Sr. = 2 nb SoT (a 2 sen 2 </> + b 2 cos 2 </» l1 se n </> d</>. 

A fin de in tegrar, sea u = cos <p. Entonces, du = - sen </> d</> . Además, 

Por esto, empleando los nu evos límites [( = 1, [( = 0, e in terc ambiando los 
límites de [( (Art. 150) , el resultado es 

J' 1 

VI Sr. = 2 nb O [a 2 - (a 2 - b2 ) [(2] 72 dll. (a > b) 

Resolviendo esta integral aplicando la fórmula (22), obtenemos 

2 nab V a2 - b 2 

Sx = 2 nb 2 + ---a re sen e, en dond e e = excentricidad = ....::...--=----=--
e a 

EJEMPLO 3. Hallar el área de la superficie de revolución que se engendra 

cuando la hipocicloide x% + y% = a% gira alrededor del eje de la s x. 

Solución. 

Sustituyendo en (L). observando que 
el arco BA engendra sólo una mi tad de 
la superficie , obtenemos 

Esta lS una integral impropia , puesto 
que la función por integrar es disconti
nua (llega a se r infinita) cuando x = O. 
Emp leando la definición ( 1) del Ar
tí culo 154, el res ultado es 

De donde , 

S, 6 ITa 2 

T= -5-' 

12 IT a 2 
Sr. - - 5- ' 

• .,.~A,--_ X 

Fig. 149 
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PROBLEMAS

1. Hallar. por integración. el área de la superficie esférica engendrada
haciendo girar el círculo x2 + yZ = r2 a l rede do r -:le un diámetro. Sol. 4 Jtrz.

2. Hallar. por integración. el área lateral del cono engendrado al hacer
girar el segmento que une el origen con el punto la. b) alrededor de OX.

S o I. rt b y"a-:Z:-+-'--b:-:2 .

3. Hallar. por integración. el área lateral del cono que se engendra cuando
la recta y = 2 x , desde x = O a x = 2. gira: a) alrededor de OX; b) al-
rededor de OY. Verificar los resultados g eo mét r ica men re .

4. Hallar. por integración. el área lateral del tronco de cono que se obtiene
cuando el segmento de la recta 2 y = x - 4 desde x = O a x = 5. gira alrededor
de OX. Verificar el resultado geométricamente.

5. Hallar el área de la superficie que se engendra cuando el arco de la pará-
bola y = x2• desde y = O a y = 2. gira alrededor de OY. Sol. 1% rr ,

6. Hallar el área de la superficie que se obtiene cuando el arco de la pará-
bola y = x2• desde (O. O) a (2. 4) gira alrededor de OX.

7. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar alrededor
de OX el arco de la parábola y2 = 4 - x que está dentro del primer cuadrante.

Sol. 36.18.

8. Hallar el área de la superficie engendrada cuando el arco de la parábola
y2 = 2 px desde x = O a x = 4 p. gira alrededor de OX. Sol. 5% Jtp2.

9. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar el arco de la
curva y = x3 desde (O. O) a (2. 8). alrededor de OY.

Hallar el área de la superficie que se engendra cuando cada una de las siguien-
tes curvas-gira alrededor de OX.

10. 9 y = x3. desde x = O a x = 2.

11. y2 = 9 x , desde x = O a x = 4. 49 rt .

12. y2 = 24 - 4 x , desde x = 3 a x = 6.

13. 6 Y = x2• desde x = O a x = 4. (820-81In3)Jt
72

14. y = e-x. desde x = O a x = oo. Jth/2' + In (1 + v'2) l·
15. El lazo de 9ay2 = x(3 a - X)2.

16. 6 a2xy=x4+3 a4• desde x=a a x=2 a.

18. yO + 4 x = :2 log y. desde y = I a y = 2. 1% re.

LA INT

19. La cicioide ~ x = al
I y = al

20. La cardioide ~ x = II y = ,

21. y2 = 4x. desde x =

22. x2 + y2 = 4. desde

23. x2+4y2=36.

24. 9 x2 + 4 y2 = 36.

Hallar el área de la super
siguientes curvas alrededor de

25. x = y3. desde y = (

26. y = x3• desde y = (

27. 6 a2 xy = x, + 3 a4,

28. 4 y = x2 - 2 In x , (

29. 2y=xVx2-1+ln

30. y2 = x3. desde x=

31. 4 Y = x2• desde y = (

32. x2 + 4 y2 = 16.

Hallar el área de la supe rf ir
te s curvas gira alrededor de O

35. La elipse x
2

+ 1C =
a2 b2

SUGESTION. e = excentric
el ipsr

a

36. LacatenariaY=f(e~

desde x = O a x = a

(Figura 261.)

37. x4+3=6xy. desdex=

38. ~ x=eu se n 8. tdesde O
I y=eu (OS O. \

39. J x2 + 4 y2 = 3 aZ
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sférica engendrada
t ro , Sol. 4 Jtr2•

ngendrado al hacer
dedor de OX.
al. rrbv'a2+b'.

se engendra cuando
r de OX; b) al-

cono que se obtiene
= 5. gira alrededor

o el arco de 1;1p a r.i-
Sol. 1% rt ,

o el arco de la p ar á-

endo girar alrededor
1 primer cuadrante.

Sol. 36.18.

arca de la parábola
Sol. 5% Jtp2.

o girar el arco de la

a una de las siguien-

81 In 3) rr
72

+ In (1 + VI ) l·
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19 La c ic l oi d 1x=a(O-SenB).• a ClCIOl e
y = a (1 - cos e) •

20. L di o id 1 x = a (2a car 101 e
y = a (2

y2 = 4 x , desde x = O

cos O - cos 2 11) •

se n O - se n 2 O) .

a x = 3.21.
22.
23.

x2 + y2 = 4. desde x = 1 a x = 2.

x2 + 4 y2 = 36.

24. 9 x2 + 4 y2 = 36.

Hallar el área de la superficie que se obtiene al hacer girar cada una de las
siguientes curvas alrededor de OY.

25. x = y3. desde y =0 a y = 3. Sol. 71., n ] (730) %-1].

26. Y = x3• desde y = O a y = 3.

27. 6a2xy = x4 + 3 a4• desde x = a a x = 3 a. (20 + In 3) 11"a2•

28. 4 y = x2 -2 In x , desde x= 1 a x = 4. 24 Jt.

29. 2y=xVx2-l+1n(x-Vx2-1). desdex=2ax=5.

30. y2 = x3• desde x = O a x = 8.

Sol. 78Jt.

713.

31. 4 Y = x2• desde y = O a y = 4.

32. x2 + 4 v? = 16.

33. 4 x2 + y2 = 64.

34. 9 x = v". desde y = O a y = 3.

Hallar el área de la superficie que se engendra cuando cada una de las siguien-
tes curvas gira alrededor de OX o OY.

Alrededor de OX Alrededor de OY
Solución Solución

35. . x2 y2
La eli pse - + - = 1.

a2 b2

SUGESTION. e = excentricidad de la
elipse

V~
a

36. (XX)
La catenaria y =!!.. ea + e -~ .

2

desde x = O a x = a.

37.
(Figura26l.)

xLf-3=6xy. desdex=l a x=2.

1 x=eo se n O. (desde 0=0 a 3..
I y = eQ c o s (J. \ 2

2V2Jt (e"-2).
5

Jt(1%+ln2).

2V2 Jt (2e" + 1).
538.

39. (
3 Jt)"2+v'3 11"a

2
•

Jta2

(4+3ln3)2'
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40. La pendiente de la tractriz en cualquier punto de la curva del primer 
dy - y 

cuadrante viene dada por la fórmula d~ = ___ . Demostrar que la super-
V c 2 - y2 

ficie que se obtiene haciendo girar alrededor de OX e! arco que une los puntos 
(Xl. Yl) Y (X2, Y2), sobre la tractriz , es2Jtc(Y¡ -Y2). (Fig.290.) 

41. Se hace girar alred edor de OX la superficie de! primer cuadrante limi
tada por las curvas cuyas ecuaciones son y = x 3 Y y = 4 x. Hallar el área total 
de la superficie del só lido que se obtiene. Sol. 410,3. 

42. Se hace girar alrededor de OY la superficie limitada por e! eje de las y 

ylas curvas cuyas ecuaciones son X2 = 4 fj y X - 2 fj + 4 = O. Hallar el área 
total de la superficie de! sólido que se engendra. Sol. 141,5. 

43. Hallar el área de la superficie que se engendra cuando se hace girar alre
x 3 I dedor de OX el arco de la curva cuya ecuación es y = - + - desde X = 1 a 
6 2 x 

x = 3. 
208 Jt 

Sol. -9-' 

44. Hallar e! área total de la superficie del sólido que se engendra cuando la 
superficie lim itada por las dos parábolas y2 = 4 x Y y2 = X + 3 gira alrededor 
de OX. 

1 _1- _ /-
Sol. "bJt (17 V 17+32 V 2 - 17) = 51.53. 

45. Hallar el área de la superficie que se obtiene haciendo girar una arcada 
de la curva y = sen x alrededor de OX. Sol. 14,42. 

165. Sólidos cuyas secciones transversales se conocen. En el Ar
tículo 160 hemos estudiado el volumen de un sólido de revolución, tal 

y 

G 

x 

como el de la figura 150. Todas las 
secciones transversales por planos 
perpendiculares al eje de las x son 
círculos. Si OM = x, MC = y, 
entonces 

(1) Area de la sección trans
versal ACBD = n: y2 

n:[<f>(X)]2, 
\ 

si y = cf> (x) es la ecuación de la 
F ig. 150 curva engendradora OCG. Por tan-

to, el drea de la sección transversal 
por cualquier plano perpendicular a OX es una función de su distan
cia (= x) al punto O. 
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Ahora vamos a estudiar el cálculo de volúmenes de sólidos que no 
son de revolución, cuando es posi-
ble expresar el área de una sección 
cualquiera del s ó 1 ido, que sea 
perpendicular a una l' e c t a fija 
(como OX), COl1l0 función de su 
distancia de un punto fijo (como O). 

Dividamos el sólido en n reba
nadas, cada una de espesor ~x, 
por secciones equidistantes perpen
diculares a OX. 

Sea FDE una cara de una de 

z 

y 

Fig. 151 

las rebanadas y sea ON = x. Entonces, por hipótesis, 

(2) Area FDE = A (x). 

A 

El volumen de esta rebanada es igual, aproximadamente, a 

(3) Area FDE X ~x = A(x)~x (base X altura). 

n 

Entonces L A (X'i)~Xi = suma de los volúmenes de todos esos pris-
-; = 1 

mas. Es evidente que el volumen pedido es el límite de esta suma; 
por tanto, según el teorema fundamental, 

y, por lo tanto, tenemos la fórmula 

(N) v= S A(x)dx, 

en donde A (x) está definida por (2) . 
El elemento de volumen es un prisma (en algunos casos, un 

cilindro) cuya altura es dx y cuya base tiene de área A (x). Es 
decir, 

dV = A (x) dx. 

EJEMPLO 1. La base de un sólido es un circulo de radio r (fig. 152). 
Todas las secciones perpendiculares a un diámetro fijo de la oase son cuadrados. 
Hallar el volumen del sólido. 
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Solución. Sea la base el círculo X2 + y2 = t 2 en el plano XY, y Ox. 
el diámetro fijo . Según e! en un ciad o la secció n PQRS perpendicular a OX es 
un cu adrado, cuya área es 4 y 2, si PQ = 2 y. (E n la f ig ura se ha suprimid o 
la parte de! só lido a la de rech a de la sección PQ RS. ) 

Por tanto , A (x) = 4 y2 = 4(r 2 - x 2 ), y según (N) 

Vol ume n = 4 j~·,.(r2 - X2) dx 

=!.§r3. 
3 

Z 

B 
P e 

",,,, ... --'" a a 
, 

A i>x Q ---
X 

y Y 

Fig. 152 Fig . 153 

EJEMPLO 2. Hallar el vo lumen de un co n oide recto de altura a , con ba se 
ci rcul a r de radi o r. 

Solución. Colocando el co noi de como mu est ra la figura 153, co nsideremos 
una secció n PQR perpendicular a OX. Esta sección es un triá n gulo isósce les , 
y puesto que 

RM = V2 rx - X2 

(es te valor se obtiene des pejando y de la ec u ac ió n X2 + y2 

ec uac ión de la circunferencia ORAQ), y 

MP = a. 
el á rea de la sección es 

a V 2 rx - X2 A (x). 

Sustituyendo en (N), tendremo s 

V = a J: 2 "V2 rx - x2 dx = ltr;a. 

2 rx , que es l a 

Esta fórmula nos dice que el volumen del conoide es la mitad del volumen 
del cilindro de la misma base y altura. 

EJeMPLO 3. C alcular el volumen del elips o id e 

mediante un a so ja integración. 
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153

altura (1, con base

líJ, consideremos
riángulo isósce le s.

= 2 r x , que e s 1a

mitad del volumen
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Solución. Consideremos una sección del elipsoide perpendicular a OX,
como ABCD (fig. 154) con los semiejes b' y el. La ecuación de la elipse
HEJG en el plano XOY es

1.

x

Fig, 154

Despejando y (= b') de esta ecuación en función de x (= OM), obtenemos

b_/--
b' = -v a2-x2•a

De la misma manera, de la ecuación de la elipse EFGI en el plano XOZ
obtenemos

e' = ~ V a2 - x2 .a

Luego el área de la elipse (sección) ABCD es

nb'c' = ¡[be (a2 - X2) = A (x).
a2

Sustituyendo en (N), resulta, finalmente,

v = ¡[bcf+(I (a2 - x2) dx = ~ xabc .
a2 -u 3

PROBLEMAS

1. Un sólido tiene base circular de radio r. El segmento AB es un diáme-
tro de la base. Ha l la r el volumen del sólido si cada sección plana perpendicu-
lar a AB es:

a) un triángulo equilátero;

b)
base.

un triángulo rectángulo isó sc e t es cuya hi p o te n u sa está en el plano de la
Sol. % [3

e) un triángulo rectángulo isósce les con cateto en el plano de la base;
Sol. %[3.
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d) un triángulo isósceles de 20 cm de altura;

e) un triángulo isósce l es con altura igual a su base.

2. La base de un sólido tiene la forma de una elipse con eje mayor de 20 cm
y eje menor de 10 cm. Hallar el volumen del sólido si cada sección perpendicu-
lar al eje mayor es:

a) un cuadrado; Sol. 1333 c m ",

577.3 cm".

785.4 cm".

b) un triángulo equilátero;

c ) un triángulo isósceles de 10 cm de altura.

3. La base de un sólido es el segmento parabólico obtenido cortando la curva
por una cuerda perpendicular a su eje. La cuerda tiene 16 cm de largo y dista
8 cm del vértice de la parábola. Hallar el volumen del sólido si cada sección
perpendicular al eje de la base es:

a) un cuadrado;

b) un triángulo equilátero;

c ) un triángulo isósceles de 10 cm de altura.

001. 1024 crn".

443.4 c rn ".

426,7 e m".

4. Una pelota de fútbol americano tiene 1& pulgadas de largo. y una secc ro n
plana que contiene una costura es una elipse cuyo diámetro menor es de 8 pulga-
das. Hallar el volumen: a) si el cuero está tan estirado que cada sección trans-
versal es un cuadrado; b) si la sección transversal es un círculo.

Sol. a) 34l)i;Í pulgadas cúbicas; b) 535.9 pulgadas cúbicas.

5. De un cilindro de 5 cm de radio se corta una cuña mediante dos planos:
uno es perpendicular al eje del cilindro. y el otro pasa por un diámetro de la
sección hecha por el primer plano y forma con éste un ángulo de 45°. Hallar el
volumen de la cuña. Sol. 25% c m+,

6. Los ejes de dos cilindros de igual radio r se cortan en ángulo recto.
Hallar el volumen de la parte común a los dos cuerpos. Sol. 1% r3.

7. Un circulo de radio a se mueve de manera que su centro describe una cir-
cunferencia de igual radio. mientras su plano se mantiene paralelo a un plano
dado que es perpendicular al plano del círculo dado. Hallar el volumen del
sólido que se engendra. Sol. % a3 (3 Jt + 8) .

8. Un triángulo equilátero variable se mueve de manera que su plano se
mantiene perpendicular al eje de las x , mientras que los vértices de su base
se apoyan sobre las curvas y2 = 16 ax y y2 = 4 ax. situadas por encima del eje
de las x . Hallar el volumen que el triángulo engendra cuando se :nueve del ori-
gen a los puntos cuya abscisa es <l. Sol. Y2V3 a3

9. Un rectángulo se mueve desde un punto fijo. Un lado del rectángulo es
siempre igual a la distancia de este punto. y el otro es igual al cuadrado de esta
distancia. ¿Qué volumen se engendra cuando el rectángulo se mueve 2 metros?

Sol. 4 m3.

LA Il\

10. Sobre las o rde nar

triángulos isósceles de án-
al de la elipse. Hallar el ~
variable se mueve de un ex'

Calcular los volúmenes
grado y los planos dados.

11. z = x2 + 4 y2; Z

·12. 4 x2 + 9 Z2 + Y =

13. x2 + 4 y2 = l +,
14. 25 y2 + 9 Z2 = 1

15. x2 + 4 y2 + 9 Z2

16. Z2=x2+9y2;

17. Se dan la parábola
en el plano XY. Por cada
se trazan dos rectas parale!
limitando un sólido en f on

18. Hallar el volumen
Z2 x2 2
- = - - lL + 1 y los pla
c2 a2 b2

19. Un sólido está lin
Z2 x2 y2- = - - - - l y el plane 2 a2 b2

20. Hallar el volumen

PRO

1. Hallar el área de! l

2. Un punto se mueve
las áreas descritas por el radi
dos en descri birlas es una ea
un extremo del lado recto el
8 seg undos siguientes?
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. X2 y2 
10. Sobre las ordenadas dobles de la ellpse - + - = 1. se construyen 

a' b2 

triángulos isósceles de ángalo en el vértice de 90°, en planos perpendiculares 
al de la elipse. Hallar el volumen del sólido que se engendra s i tal triángulo 
v:lriable se mueve de un extremo a otro del eje horizontal de la elipse. 

Sol. :)I:íab 2 • 

Calcular los volúmenes limitados por las siguientes superficies de segundo 
grado y lo s planos dados. 

Sol. l!.í rt . 

. 12. 4 X2 + 9 Z2 + Y = O; y + 1 = O. 

13. X2 + 4 y2 = 1 + Z2; Z + 1 = O; z - 1 o. 

14. 25 y2 + 9 Z2 = 1 + x 2; X = O; x = 2. 

15. X2 + 4 y2 + 9 Z2 = l. 

16. Z2 = X2 + 9 y2; Z + 1 = O. 7!í rt. 

17. Se dan la parábola z = 4 -x 2 , en el plano XZ, yel círculo X2 + y2 = 4 
en el plano XY . Por cada punto de la parábola que está por encima del círculo 
se trazan dos rectas paralelas al plano YZ que se apoyan en la circunferencia, 
limitando un sólido en forma de cuña. Calcular el volumen de este sólido. 

Sol. 6rt, 

18. Hallar el vo lumen del sólido limitado por el hiperboloide de una hoja 

~ = X2 _ y2 + 1 y los planos x = O y x = a. Sol. :Y:í rtabe. 
e 2 a2 b 2 

19. Un sólido está limitado por una hoja de! hiperboloide de dos hojas 
Z2 x2 y2 

- - 1 y el plano x = 2 a. Hallar el volumen. Sol.:Y:í rtabe. 
~-~-b2 

20. Hallar el volumen del sólido limitado por la superficie 

Sol. %rtabe, 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Hallar e! áiea del la zo de la curva 

l/2 = (x + 4) (x 2 - X + 2 y - 4) . Sol. 25%5' 

2. Un punto se mueve a 10 largo de una parábola de m an era que la razón de 
la s áreas descritas por el radio v~ctor que lo une con el foco a los tiempos emplea 
dos en describirlas es una cantidad constante. Si el punto se mueve del vértice a 
un extremo de! lado recto en un seg undo , ¿ cuá l será su posición des?ués de 101: 

8 segundos siguientes? So l . Distancia del foco = Yz lado recto. 

http://carlos2524.jimdo.com/



350 CALCULO INTEGRAL

3. Hallar el perímetro de la figura limitada por la rccta y = I Y la curva

4 y = e2.t + e-2X• Sol. V3 + In (2 + V3) = 3,05.

4. El arco OP de la curva xy = x - y une e! origen con el punto
P (Xl, y,), y limita, con el eje de las X y la recta X = x i • una área A.
El mismo arco limita. con e! eje de las y y la recta y = yl, una área B.
Demostrar que los volúmenes que se obtienen haciendo girar A alrededor
del eje de las X y B alrededor del eje de las y son iguales.

5. La superficie limitada por la curva 16 y2 = (x + 4) 3 Y su tangente en
el punto (12, 16) gira alrededor del eje de las x . Hallar el volumen engendrado.

Sol. 1 024 n.
9

6. La base de un sólido es e! área limitada por la parábola y2 = 2 px y su
lado recto (cuerda trazada por e! foco, perpendicularmente al eje de simetría).
Cada sección del sólido hecha por un plano perpendicular al lado recto es un
rectángulo cuya altura es igual a la distancia entre la sección y e! eje de la pará-
bola. Hallar el volumen del sólido. Sol. 14 p ",

7. Dada la elipse 9 x2 + 25 y2 = 225, alrededor de esta curva se forma un
sólido de manera que todas las secciones planas perpendiculares al eje de las X

son e li pse s cuyos focos están sobre la elipse dada. Los ejes mayor y menor de
cada sección son proporcionales a los de la elipse dada. Hallar el volumen de!
sólido. Sol. 22% zt ,

8. Sea (x. y) un punto sobre la curva del Artículo 159, siendo O el ori-
gen y OA el eje de las x . Demostrar que (D) puede escribirse

empleando la transformación (5) del Artículo 3. Los límites se determinan por
las coordenadas de los extremos de la curva.

9. Obtener la fórmula de! problema anterior directamente de una figura,
empleando (B) y (C) del Artículo 158.

La fórmula (1) de! problema 8 es útil para las ecuaciones paramétricas. Uti-
lizando esta fórmula hallar las áreas si-
guientes;

(1)

Fig. 155

Area = +f (x dy - y dx),

x

10. El área entre la e v o lve n te de un
círculo

x = r cos O + rO se n O,

y = r sen O - rO cos O

y el eje de las x prolongado hacia la iz-
q u ie r d a , en la figura 289 (Cap. XXVI).

11. El área total de la hipocicloide de
tres cúspides (fig. 155)

5 x = 2 r cos 0+ r co s 2 O,
Iy ;: 2, r sen O - r se n 2, O.

Sol. 2nr2.

LA INTE<

12. Un alambre recto y u
g rav iraci ón . La partícula está
Demostrar que el alambre at r.
como si la masa del alambre est
trada en un pun to del alambre
a P es la media proporcional
cias de P a los extremos del ala]

13. Hallar el área de! lazr
Descartes (fig. 156)

x3 + y3 = 3 axy.

SUGESTION.

en tonces

Sea y =

3 at
x - 1 + t3' y =

tx;

y d x;: 1 - 2 t3 3 (
(1 + t3) 2

Los límites para t son O y
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12. Un alambre recto y uniforme atrae una partícula P según la le y de la 
grav itaClon . La partícula está en la recta del alambre pero no en el alambre. 
Demostr"r q ue el alambre atrae la partícula 
como si la masa del alambre estuviera concen
trada en un punto del alambre cuya distancia 
a P es la media proporcional de las distan
cias de P a los ex tremos del ala mbre. 

13. Hallar el área del lazo de la h oja de 
Descartes (fig. 156) 

x 3 + y3 = 3 axy. 

SUGE STION. Sea y = tx; 

3 at 
x - 1+ t 3 ' 

entonces y 

y dx= 1 - 2 t
3 

3adt. 
(1 + t 3 ) 2 

Los límites para t son O y oo. 

y 

x 

Fig. 156 
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CAPITULO XVI 

ARTIFICIOS DE INTEGRACION 

166. Introducción. La integración depende en última instancia 
del empleo de una tabla de integrales . Cuando en un caso dado no se 
encuentra en la tabla ninguna forma semejante a la integral dada, a 
menudo es posible transformar la integral de manera que se puedan 
aplicar las fórmulas de las tablas. Los artificios que suelen em
plearse son 

a ) integración por partes (A rt . 136), 

b) aplicación de la teoría de las fmcciones mcionales, 

c ) empleo de una sustitución conveniente. 

Ahora vamos a estudiar (b) y (c). 

167. Integración de fracciones racionales. Una fracción racional 
es aquella cuyo numerador y denominador son funciones racionales 
enteras, es decir, funciones en que la variable no está afectada de 
exponentes negativos o fraccionarios . Si el grado del numerador es 
igualo mayor al del denominador, la · fracción puede reducirse a una 
e'xpresión mixta dividiendo el numerador por el denominador. Por 
ejemplo, 

x4 + 3 x 3 
_ 2 5 x + 3 

X2 + 2 x + 1 - x + x - 3 + X2 + 2 x + 1 . 

El último término es una fracción reducida a su más simple expre
sión, con numerador cuyo grado es menor que el del denominador. 
Fácilmente se ve que los otros términos pueden integrarse inmedIata
mente; por tanto, solamente tenemos que considerar la fracción 
reducida . 

Para integrar una expresión diferencial que contenga tal fracción, 
a menudo es necesario descomponerla en fracciones parciales más 
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Si!llples , es decir, reemplazarla por la suma algebraica de fraccion es 
cuyas formas nos permitan completar la integración. En A 1gehra 
superior se demuestra que esto es siempre posible cuando el denomi
nador puede descomponerse en factores primos reales. * 

Caso 1. Los jactores del denominador son todos de primer grado, y 
ningún jactor se repite. 

Corresponde a cada factor no repetido de primer g rado, como 
x - a, una fracción parcia l ele la forma 

A 
x-a' 

siendo A constante. La fracción dada puede exp rf'sarse como una 
suma de fracciones de esta forma. Los ejemplos mue"tran el rll étor!o. 

J'. (2 x + 3) dx 
EJEMPLO. Hal lar x3 + X2 - 2 x' 

Solución. Los factores del denominador son x. x - l. x + 2 . Supon
ga mos 

( 1 ) 2x+3 A B e 
-;----;-;--'-;---;-;::-:- = - + -- + --o 
x (x - 1) (x +2) x x - 1 .\ + 2 

en donde A. H. e son constantes por det erm inH. 
Qu iundo denominadores de (1). obtenemos 

(2) 2 x + 3 = A (x - 1) (x + 2) + /l (x + 2) x + e (x - 1) x . 

2 x + 3 = ( A + B + e) x2 + (A + 2 B - e) x - 2 A . 

Puesto que esta ecuación es una identid ,HI. igualamos los coefic icntes d e Ll ó 

mismas potencias de x en los dos mi embros y obte nemos trcs cc u dC ion es s imul 
táneas 

(3) 

( A + /J + e = (J. 

{ A + 2B-e=2. 

l - 2 A=3. 

Reso l v ie nd o l'i s istenl:1 formado por las ecuaciones (3 ) . ob te nemos 

B=~ 
3 

VL'ase Aduanccd Al yrbra . por H awhes . 

e= 1 
6' 

En el proceso de descomponer la parte fraccion.Hia de 1" di ferencial dad.l . 
no entra ni el s ig no integral ni dx . 
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Su st itu yendo estos valores en (1). resulta

2x+3 = __ 3_+ 5
x(x-I)(x+2) 2x 3(x-l) ó (x + 2)

f 2 x + 3 d x = - ~f dx + 2.f~ - ~f~
x (x - 1) (x + 2) 2 x 3 x - I 6 x + 2

= - % In x + % In (x -1) - Ytí In (x+2) + In e

e (x - 1) %= In .
x%(x+2)Ytí

Un método más breve para obtener de (2) los valores de A. B Y C es el
siguiente:

tlltn.1

Sea el factor x = O; en to n ce s 3 = -2 A; A = -%.
Sea el factor x- I = O. o sea. x = 1; entonces 5 = 3 B; B = %.
Sea el factor x + 2 = O. o sea. x = - 2; en tonces - I = 6 C; C= - Yu.

En todos los casos, el número de constantes por determinar es iquol
al grado del denominador.

Caso n. Los factores del denominador son todos de primer grado, y
algunos se repiten.

En este caso a todo factor de primer grado repetido n veces, como
(x - a)ll, corresponde la suma de n fracciones parciales de la forma

A + B L
(x-a)'" (:r-a)n-¡+ "'+x-a'

en donde A, B, .. ,L son constantes. Estas fracciones parciales se
integran fácilmente. Por ejemplo,

S Adx - S( )-lld'- A e(x-a)n -A x-a x-(l-n)(x_ayn-¡+'

EJEMPLO. f xa + lHallar ) d x .
x (x - I 3

Solución. Puesto que x - I entra tres veces como factor. suponemos

x3 + l A + B + C + -.P..__.
x(x-I)3=-;: (X-I)3 (x-I)2 x-l

Quitando denominadores.

x3 + I = A i x - 1) 3 + Bx + Cx (x - 1) + Dx (x - 1) 2.

x3 + 1= (A+D)x3+(-3A +C-2 D)x2+(3A+B-C+D)x - A.

ARTIFICI<

Igualando los coeficientes de
ci o nes simultáneas

-3
3 A

Resolviendo este sistema. se (

x3 + 1 =-l
x (x - 1) 3 X

f x3 + I
x (x _ 1) 3 dx = - Ir

(.

1

Verificar las siguientes in teg i

lo S (4 x - 2) dx = In
x3 - x2 - 2 x

2. S(5 x2
- 3)dx = In

x3 - x

3. S (4 x + 3) dx
4 x3 + 8 x2 + 3 x '

4. S (4 x3 + 2 x2 + 1) d.
4 x3 - x

5. S(3X2+5x)dx
(x-I) (x--!-I)2=

6. J' Z2 d z(z _ 1) 3 = In (z -

7. S(yL8)dY = JC-
y3 + 2 y2 2

8. J'2 (x-3)dx =41r
¡ xa + x2

9. J:4 {x3 - 2)dx = 2.-
2 x3 - x2 2

10. So (2-x2)dx
1 x3 + 3 XZ + 2 x

http://carlos2524.jimdo.com/



ARTIFICIOS DE l NTEGRAC ION 355 

Igual a nd o los coeficientes de las mismas pote nc ias de x. obtenemos la s ecua
cio nes sim ul tá neas 

A +D=1. 

- 3 A + C - 2 D = O. 

3 A + B - C + D = O. 

-A = 1. 

Reso lv iendo este sistema. se obtiene A 1. B = 2. C = 1. D = 2. y 

x 3 + 1 = _ ~ + 2 + I + _ 2_. 
x (x - 1) 3 X (x - 1) 3 (x - 1) 2 X - I 

f X3 + 1 dx = - In x - 1 - _1_ + 2 In ex - 1) + C 
x (x - 1) 3 ex - 1) 2 X - I 

x + In (x - 1)2 + C . 
(x - 1) 2 X 

PROBLEMAS · 

Verificar las siguientes integraciones. 

1. f(4x-2)d X =ln x 2 - 2x +C. 
x 3 - X2 - 2 x (x + 1) 2 

2. f(5 x2 -3)dX =ln x 3 (x 2 -1 ) + C . 
x 3 - x 

3. f (4x +3 )dx = - 1- ln (2x +1 ) (2x+3) + c. 
4 x 3 + 8 X2 + 3 x 2 X2 

4. fC4x3+2x2+I)dx=x+..!..ln C2x+I )(2x - I)2+ c. 
4 x 3 - x 2 X2 

5. fCJX2+5X)dX =ln(x+l )(x-I)2--I-+ C. 
(x - 1) (x + 1) 2 X + 1 

6. J' z
2

dz =In (z -I ) _ _ 2_ _ I +C. 
(z - 1) 3 - Z - 1 2 (z - 1) 2 

7. f(y4_ 8)d y=y2_2y+2+2In (y2 + 2y)+C. 
y 3 + 2 y2 2 . y 

8. (x - 3)dx = .. In2_2.. = -0.3492. i '2 

1 x 3 + X2 3 2 

(4 (x 3 - 2) dx = 2- + In ~ = 2.7877. 
9. J2 x3 _ X2 2 3 

10. ( 3 (2 - x2)dx = In ~ = _ 0.1054 . 
JI x3+3 x2+2x ID 
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11. f';] (3-x)dx =ln~=0.0125.
2 x3 + 4 x" + 3 x 80

12. (1 (3 x2 +7 x)dx = In ~3 = 0.2877.J" (x+l) (x+2) (x+3)

J'5 (X2 - 3) dx = In ~2 - -35 = - 0.4139.
O (x+2)(x+I)"

14 9 2
X dx =5In3-4=1.4930.

O (2 x + 1) (x + 2) 2

13.

H.

Calcular cada una de las siguientes in tegrales.

15. fxa
8

!x4 .: 22. f (5 x2 + 14 x + 10) dx .
(x+2)(x+l)2

16. f(5 x2 - 9)dx. 23. f (24 y2 + 10 y + 5) dr,¡.
x3 - 9 x (2 y - 1) (2 Y + 1) 2

17. f (3 z +7)dz 24. f (x + 2) dx
(z+I)(z+2)(z+3)' x4 + 2 x3 + x2'

18. J' (3 x2 + II x + 2) dx. 25. f(x3 - 2 x - 4)dx ..
(x + 3) (x2 - 1) x' + 2 x"

19. j' x2 dx 26. f(2x2+I)dx.
(2 x + 3) (4 x~ - 1)' (x - 2) 3

20. f(t:,+_I~dt . 27. f _(y4 - 3 y'1!!y .
(y2 - 1) (y - 2)

21. f (x2 - X - 5) dx . 28. f(2 14 + 3 (3 - 20 (-.28)dl.
x3 + 5 x2 «(2 - 4) (2 1 - 1)

Caso III. El denominador contiene factores de segundo grado, pero
ninguno de estos [actores se repite.

A todo factor no repetido de segundo grado, como x2 + px + q ,
corresponde una fracción parcial de la forma

Ax+ B
x2 + px+ q'

El método de integrar una expresión de esta forma se ha explicado
en la página 252 (ejemplo 2).

Si p no es cero, completamos el cuadrado en el denominador)

ARTIFICIC

Hagamos z + Yz p = u.
tituyendo estos valores) la nu
se integra fácilmente.

EJEMPLO l. f 4dHallar --
x3 +

Solución. Supóngase que -
x

Q u i tanda denominadores.

4 = A (x2 + 4) + x (E

Igualando los coeficientes de 1;

A+B=

Esto da A l. B = - l. C

f 4dx J
x (x2 + 4) =

= In

EJEMPLO 2. Demostrar que

f dx I I (x
x3 + 8 = 24 n x2-

Solución. Descomponiendo ¡

I
x3 +8 = ~

(Ax + B) (x +
(A + C) x2 + (2

Entonces.

A = - 02. B = }L

Por tanto.

(4) f dx f - 02 X +
;(3 + 8 = x2 - 2 x -

I J 4-
= 12 x" - 2.

Ahora bien.

x2 - 2 x + 4 = (x -
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Hagamos x + Yz p = u. Entonces x = u - Yz p, dx = duo Sus
tituyendo estos valores, la nueva integral, en fuución de la vari:1ble u, 
se in tegra fácilmente. 

EJEMPLO l. Hallar f 4 dx . 
x 3 + 4 x 

Solución. Supóngase que 4 = ~ + Bx + e. 
x(x2+4) x x 2 +4 

Q u i tando denominadores. 

4 = A (x 2 + 4) + x(Bx + e) = (A + B)x 2 + ex + 4 A. 

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x. obtenemos 

A + B = O. e = O. 4 A = 4. 

EHo d.l A l . B = - l. e = O. d e manera que 

4 x 
x(x2+4) =;-- x2+4' 

f 
4dx =fdx -f~ 

x (x 2 + 4) X X2 + 4 

= In x - J... In (x 2 + 4) + In e = In ex 
2 ....; X2 + 4' 

EJEMPLO 2. D~mostrar que 

f dx I (x + 2) 2 I - /- ~ --- = - In + -v 3 arc tg . / - + e. 
x 3 + 8 24 X2 - 2 x + 4 12 v 3 

Solución. Descomponiendo en faétores x 3 + 8 = (x + 2) (x 2 - 2 x + 4). 

Ax + B e 
x 3 + 8 = X2 - 2 x + 4 + x + 2 • 

(Ax + B) (x + 2) + e (x 2 
- 2 x + 4) • 

(A + e) X2 + (2 A + B - 2 e) x + 2 B + 4 e. 

Entonces. 

A = - 02. B = %. e = 02. 

Por tanto. 

(4) f~= f - 02 x+)!.;dx+f 02dx . 
x 3 + í:l X2 - 2 x + 4 x + 2 

- J... f 4 - x dx + J... In (x + 2) + C. 
- 12 X2 - 2 x + -± 12 

Ahora bien . 

.x 2 - 2 x + 4 = (x - 1) 2 + 3 = ((2 + 3. SI X - 1 tI. 
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Entonces x = u + l . dx = duo y 

f
-,,_4'----::-,--:-:.X-,-...., dx = f_3_-_u du = vl3 arc tg _ ~- - -2

1 
In (u 2 + 3). 

X2 - 2 x + 4 u 2 + 3 V 3 

Sustituyendo ahora u = x - 1. empleando (4) y redu ciendo. tenemos la 
sol ución. 

Caso IV. El denominador contiene factores de segundo grado y algu
nos de estos se repiten. 

A todo factor de segundo grado repetido n veces, como 

(X2 + px + q)n , 

corresponderá la suma de n fracciones parciales, de la forma 

Ax + B + ex + D Lx + M 
(X2+ px +q)n (X2 + px + q)n - l + .. . + X2 + px + q' 

A fin de llevar a cabo la integración, se necesita la "fórmula de 
reducción ' , 

(5) 

que se demuestra en el capítulo siguiente. Si n > 2, es necesario 
repetir la aplicación ele (5). Si p no es cero, completamos el cuadrado 

X2 + px + q = (x + Yz p)2 + ~ (4 q - p2) = u2 + a2, etc., 

como antes. 

EJ EMP LO . Demostrar que 

J2 X3 + x + 3 dx = In (x2 + 1) + _ 1 + 3 x + -23 arc 19 x + C. 
(x 2 + 1) 2 2 (x 2 + 1) 

Solución. Puesto que X2 + 1 entra dos veces como factor. suponemos 

2 x 3 + X + 3 
(x2+1)2 

Quitando den om inadores. 

Ax+B + Cx +D. 
(x 2 + 1) 2 X2 + 1 

2 x 3 + X + 3 = Ax + B + (Cx + D) (x 2 + 1) . 
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Ig ualand o los coeficientes de las mismas potencias de x, y resol v iendo , 
obten emos 

A = - 1, B = 3, C = 2, O = O. 

L f 2x3+x + 3d f -x+ 3 d +f2xdx 
uego (x 2 + 1) 2 X = (x2 + 1) 2 X X2 + I 

= In (x 2 + 1) - f x dx + 3 J' dx 
{x2+ 1)2 (x 2 +1)2 

El valor de la primera de estas dos inte g rale s se determin a por la fórmula (4) 
del Artículo 128; el de la seg und a por la de reducción (í), qu e acabam os de 
dar, haciend o u = x, a = l . n = 2 . De este m o do obtenemos 

f 2x3+x+3dx= ln (x2+ 1)+ I +1.-[ __ x __ +arc tg x ] + C. 
(x2 +1 )2 2{x2+1) 2 x2+1 

Reduciendo, ten emos la so lu ció n. 

Conclusión, Puesto que toda función racional puede reducirse al 
cociente de dos funciones racionales enteras, es decir, a una fracción 
racional, se sigue, de la discusión anterior, que toda función raciona l 
cuyo denominador podamos descomponer en factores reales de primero 
y segundo grado , puede expresarse como suma algebraica de fun ciones 
racionales enteras y fracciones parciales. Hemos mostrado cómo se 
deben integ rar todas las formas posibles de los términos de esta suma. 
Resulta, entonces, el teo rema siguiente: 

Teorema. La integral de toda función racional cuyo denom¡:nador es 
posible descomponer en faclores reales de primero y segundo grados puede 
hallarse, y puede expresarse en términos de funciones algebraicas, loga 
ritmicas y tr igonométricas inversas; es decir, en términos de las funciones 
elementales. 

PROBLEMAS 

Verificar las sig ui ente s inte g racio nes. 

1. f (4x
2

+6ldx= ln x 2 (x 2 +3)+ C. 
Xl + 3 x 

2. f (x' + x) dx = In (x - 1) + ar e tg x + C. 
(x - 1) (x 2 + 1) 

3. f (212-81-8)di=2 In I2+4+c. 
( 1 -2)( 12 +4) 1 - 1 

4. f (x 2 +x-10)dx =~lnx2+4 +aretg~2+C. 
(2x-3)(X2 +4 ) 2 2x-3 -
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5 . f(x-1 8)dx =ln4x2+9+ _61 aretg2
3
x +C . 

.¡ x 3 + <) X X2 

6. f(2y3+y2+2y+2)dy = In (u 2 +2)+aretg y+C. 
y' + 3 y2 + 2 -

7. f _d_z_ = - 1.- - are tg z + C. 
Z4 -7- Z2 Z 

f 2 x dx + I + C 8 . = are tg x -- . 
(x 2 + 1) (x + 1) 2 X + I 

9. JO (x3 +3x)dX=~ln ex2+1 ) __ 2_1_I+C, 
(x 2 + 1) 2 2 x ' + 

10. f (X5 + q x 3 
- <) X2 - 9) dx = x a _ In x (x2 + 9) 4 + C. 

x~ + 9 x 3 

f 
(4 X2 + 2 x +8)dx = In ~+ __ x _ _ + V2 a re tg 

x (x 2 + 2) 2 x~ + 2 2 X2 + 4 4 
11. 

12 . r 1
5 

dI = é - 4 In ( 12 + 4) - _8_ + C. 
0(12+4)2 2 12+ 4 

~ + C. 
vil 

13. f dx = - ~ In X2 + x + I _ ~l are tg 2~ + C. 
x 3 + x2 + x 2 X2 3 V3 

14 . f (x
5

+ 4x
3
)dx =~ln (x2+2) + l . +C. 

(x2+2)~ 2 (X2+~)2 

15. f 4 dx = In ~ - :: are tg x + C. 
x' - I x + I 

16. f (2z2+3z+2)dz =2 In (z+ 2)-arctg (z+ I)+ C. 
(Z+2)(Z2 + 2z+2) 

17. f( 1+3 _) 2dl=arcrgel+2)- 2+~ +5+C' 
12 + 41 + ) 1 1 

~ 4 (5 X2 + 4) dx = 3 In -+ = 4, 1589 . 18. 
o 1 x 3 + 4 x 

19. el 5xclx =l n ~ + ~ = 0,667. 
Jo ex + 2) (x 2 + 1) <) 4 

20. r I (2 X2 + x + 3) dx = In 4 + .:: = 2, 171. 
J o (x +l) (x2+1) 4 

1
1 

(4X2+2x)dx =~+1.- ln 2 =O ,59Z, 21. 2 
o ex2 + J ) ex + 1) 2 4 

22. r4 e5 13 - 41)dl=ln~+1.2 In ~I03= 1, 522. 
J 3 14 - 16 5 

.f 2(Z:I+2 Z2+6Z + 8)dZ I JI' 11 257 
23 . = -Z In 2 + -4 + -8 =. . 

O (z2+4)2 
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!I+C,

4 +C.

2arctg~+C..)2

2~+C..)3

C.

(z + 1) + c.

_+ c.
)

= 1,257.

ARTIFICIOS DE INTEGRACION

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales.

24. f (6 x2 + 3 x + 4) dx. 29. f (4 x3+3 x2+18 x+12) dx.
• x" + 2 x • (x2+4)2

25. f (z4+3)dz 30. Soy, 8!1 dy
(z+l) (z2+1)' (2y+l) (4y2+iT

26. f (3 x" + 3 x + 1)dx . i1 (2x3-4)dx31. .
• x' + 3 x2 O (x2+I)(x+!)2

27. f'(3 x3 + x2 + 3)dx. 32. J,3 (x+IO)dx
x, + 3 x2 1 X;l + 2 x2 + 5 x

28. f (S x2 + 12 x + C) ss. 33. J: 3 (2 x3 + 18)d x
x~ + 3 x2 + 3 x O (x+3) (x2+9)

168. Integración por sustitución de una nueva variable; racíonali-
zacion. En el artículo anterior hemos visto que todas las funciones
racionales, cuyos denominadores es posible descomponer en factores
reales de primero y segundo grados, pueden integrarse. De las funcio-
nes algebraicas no racionales, es decir, las que contienen radicales,
no se pueden integrar en términos de funciones elementales sino unas
pocas, hablando relativamente. En algunos casos, sin embargo, sus-
tituyendo una nueva variable, estas funciones pueden transformarse
en funciones equivalentes que o son racionales o se encuentran en la
lista de las formas elementales ordinarias (Art. 128). El método de
integrar una función no racional, reemplazando la variable por una
nueva variable de manera que el resultado sea una función racional,
se llama a veces integración. por racionalización. Este es uno dé los
artificios más importante en la integración. Ahora vamos a tratar
algunos de los casos más importantes de esta clase.

Diferenciales que contienen solamente potencias fraccionarias de x.
Una expresión que contiene solamente potencias [raccionarias de x puede
transformarse en forma racional mediante la sustitución

siendo n el menor denominador comiai de los exponentes fracciona-
rios de x.

En efecto, x, dx y cada radical pueden entonces expresarse racio-
nalmente en términos de z.

EJ EMPLO 1. Demostrar que

f xv, dx = -.! x% - -.! 1n (l + x%;) + C.
l + x% 3 3

361
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Solución. Aquí n = 4. Por tanto, sea x = Z4.

Entonces, xy, = Z2, x% = Z3, dx = 4 z " d z .

De donde. f xy, dx = f_Z_2_ 4 Z3 d z = 4 f~ dz
l + x;¡{ 1+ Z3 1+ Z3

= 4f(Z2 -~) d z =.!Z3 -.! In (1+Z3) +C.
1 + z3 3 3

Sustituyendo ahora z = xX'. tenemos la solución.

La forma general de la expresión irracional que se trata aquí es

1

en donde R representa una [unción racional de x" .

Diferenciales que contienen solamente potencias fraccionarias de
a + bx. Una expresión que contiene solamente potencias fraccionarías
de a + bx puede transformarse en forma racional mediante la susti-
tución

a + bx = z'",

siendo n el menor denominador común de los exponentes fraccionarios de
la expresión a + bx .

En efecto, x, dx y cada radical pueden entonces expresarse racio-
nalmente en términos de z.

EJEMPLO 2. f dx
Hallar 3 1 •

• (l+x)%+(l+x)i4

Solución. Su póngase que + x = Z2.

Entonces dx=2zdz,

f dx f 2 z d z f dz
.. (l+x)%+(l+x)~= z3+z=2 z2+1

= 2 a re tg z + e
= 2 a re tg (1 + x) ji + e

después de sustituir el valor de z en términos de x .

La integral general que se trata aquí tiene la forma

R [x, e~\+ bx);- ]dx,

en donde R representa una función racional.

ARTI

Verificar las siguientes

1. 5 (5 x + 9):x =
(x - 9) x%

2. 5 «:»,
x3 + 2 x2 - 3.

3. 5 dx % = 31n
x - x 3

4. 5 (x%- xY<)dx

6xX

5. 5 x
2
dx

(4x+l)%=

6. 5 dx 8
x% - xYs

7. 5 x dx 21
(a+bx)% = ~

8. 5Y~a+y dy =

5e...; x + 1 + l)G9.
Y x+ 1-1

5 dx 3
1 +V!x+a =2(

5 (r + 5)dl11.
(1 + 4) VI+2

10.

13. 14 dx
---4 -

o 1 +Y-'; - -,

Si{
15. di

O Y2 le9+~T/
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PROBLEMAS 

Verificar las sig ui entes integracio nes : 

f (5 x +9) dx 2 y; -3 
1. % =----=+2 In _ +C. 

(x - 9) x 2 Y x Y x + 3 

f y--; dx 1"';; - I V3 /---; 
2. x3+ 2 x 2-3x = ¡ In"';-;+ I - 6arc tg\j3+C . 

f dx xYa 
3. 4 / = 3 In 1/ + C . 

X - x/3 1 - x/3 

f X2 dx 6 x2 + 6 x + I 
5. 5/ = 3/ + C ' 

(4 x + 1) !2 12 (4 x + 1) 12 

6. x =-- + 2 In - 1L--+ 4 arctgxYs + C. f d 8 x% xYs - I 1 

x% - xYs 3 x/B +l 

f x dx 2 (2 a + bx) 

7. (a+bx) % = b2Ya+bx +C. 

f (vi x + 1 + I )dx . /-- ( . / - ) 
9. __ = x + I + 4 v x + I + 4 In v x + 1 - 1 +C. 

Yx+ l-l 

10. f dx 3 2L 11' ( .3/--) 
3 __ =- (x+a)/3 - 3(x+a)/3 + 3 1n I+ vx+a +C. 

1 +.yx+a 2 

11. ---'---'--'--- = 2 Y t + 2 + Y 2 arc tg -- + C. f (t + 5)dt - - - ~ t + 2 

(t + 4) v't+2 2 

12. So
3 dx lt 

__ =2 arctg 2- 2. 
O (x+2)'V'x+1 

13. i
4 d x --- = 4 - 2 In 3. 

o I +Y-'; 1
4 

y dy 3 . /-
14. -===-= - v2. 

1 'V'2+4y 2 

i J{ dt 1 
15. = 3 - 9arctg-. 

O "';2t(9 + --YTt) 3 
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SI :¡/
xl" dx

o) X + I
17. 1'il dt

--"-'--- = 5,31,
1 ««: + «,

4

3
16.

i29 (X - 2) % elx 3, /-
18. u =8+"2Jtv3,

;¡ (x - 2) /3 + 3

Calcular cada una de las integrales siguientes:

S d x
S (t +

dt
19. x + 2 V".; + 5'

23.
I)X-(t+I)%'

S dx S d x20.
x (1 - -0'''.;)'

24. 1 :~ •
(x-2)Y:!- (x-2)X

S (x + 2)dx. 25. S (x+3)dx21.
xV x - 3 (x+5) V7+4'

22. S VdV 26. S(2-V2X+3)dX,
(2V+3)'X' 1- 2 x

27. Hallar el área de la superficie limitada por la curva V = x +V x + I ,
el eje de las x y las ordenadas correspondientes a x = 3 Y x = 8. Sol. 40 y,; ,

28. Hallar el volumen que se engendra cuando la superficie del problema
anterior gira alrededor del eje de las x .

29. Hallar el volumen que se engendra haciendo girar alrededor del eje de
las x la superficie del primer cuadrante limitada por los ejes de coordenadas y
cada una de las siguientes curvas;

a) y = 2 - V".;.

b) y=2-";¡;.

e) y=a-v'ax,

el) y = 4 - x% ,

30. Hallar el .i re a de la superficie limitada por las curvas

y=2x+V2x+1 Y y=x-V2x+1

y las ordenadas x = 4 Y x = 12.

31. Hallar el área de la superficie limitada por la c u r va

(x - 1) y2 = (x + 1) (2 Y - 1)

y las ordenadas correspondientes a x = 3 Y x = 8.

Sol, l 4 + V'2]4 0+ln
4 - '\12

ARTIF

169. Diferenciales bit

(1)

siendo a y b constantes Cl

ros racionales, se llama u
Hagamos

x = za;
y xm (a + bxn)

Si se elige un núrnerr
números enteros, * vemos
de la misma forma, dono
en teros . Además, la sust

(2) x'" (a + bx"

transforma la diferencial d:
reemplaza el exponente n
signo algebraico de n el

, , '
POSItiVO en una de las dos (

Cuando p es un númer
del binornio según la fúrmu
mino a término. En lo (

tanto, la reemplazamos P

Por consiguientc, pode¡

Toda diferencial binomia

siendo m, n, r y s numer,

En el artículo siguiente (
los radicales en los siguiente

Caso 1. Cuando n: + ,
n

se efectúa la sustitución

Siempre es posible elegir
p u esr o que podemos t o m a r par
cienominadores de m y n ,

-x.. , El caso de ser p un n ú m
especial; a saber, r = p . s = l
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169. Diferenciales binomias. Una diferencial de la forma 

(1 ) xm (a + bx7l )P dx, 

siendo a y b constantes cualesquiera y los exponentes m, n, p núme
ros racionales, se llama una d1ferencial binomia, 

Hagamos 
x = zU; entonces dx = azu

-
1 dz, 

y xm (a + bxn)p dx = az",u+u- J (a + bz"u) p dz, 

Si se elige un número entero a de manera que ma y na sean 
números enteros, * vemos que la diferencial dada es equivalente a ot ra 
de la misma forma, donde m y n se han reemplazado peir números 
enteros, Además, la sustit.ución 

(2) x11l(a + bx")P dx = x'" + Jl1' (ax - 71 + b) pdx 

transforma la diferencial dada en otra de la misma forma, donde -- n 
reemplaza el exponente n de x, Por tanto, cualquiera que sea el 
signo algebraico de n, el exponen te de x dentro del paréntesis será 
positivo en una de las dos diferenciales , 

Cuando p es un número positivo, se puede desarrollar la potencia 
del binomio según la fórmub de N ewton e in tegrar la diferencial t ér
mino a término, En lo que sigue, p se supone una fracción; pOI 

tanto, la reemplazamos por .!.... , siendo r y s números enteros, ** 
s 

P or consiguiente, podemos enuncia r la siguiente proposición: 

Toda diferencial binomio. puede reducirse a la forma 
,. 

xm (a + bx") s dx, 

siendo m, n, r y s números enteros, y n positivo , 

E n el articulo siguiente demostraremos que se pueden quitar en (1) 
los radicales en los siguientes casos: 

e 1 e d 
m+1 , 

aso. uan o - , -- = un numero entero o cero . Rn este caso 
n 

se ef erlúa la sustitución a + bxll = z", 

Siempre es pos ibl e r1cgir a de ma n er" que mn y n a se3n números enteros . 
pu es to que podernos (om.u P;H] ":l lar de f1 el mínímo común múltiplo de los 
aenomin adores de m y n, 

iH· El caso de ser p un número entero no se excl u ye. sino que ,'parece corno 
especial; a saber , r = p, s = 1. 
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m + 1 r ,
Caso n. Cuando --- + - = un numero entero o cero. En esten s

caso se efectúa la sustitución a + bx" = zsxn.

EJEMPLO l. f X3 dx f 3L-....:..:...---=-'-'-----;;-;- = x3 (a + b xé ) -/2 dx
(a + bX2) Y,

l 2 a + bx2

=- +C.
b2 V a+bx2

Solución. En este caso. m = 3. n = 2. r = - 3. s = 2.

Luego. m + l = 2. número entero. Por consiguiente. estamos en el caso 1
n

y efectuaremos la sustitución a + b x? = Z2; de donde

(
Z2 - a) Y2 z dz 3/

X = -- • dx = 1 1 Y (a + bx2) 12 = Z3.
b bY2(z2-a)72

S
X3 dx 3 = S(Z~)y, z d z

(a + bX2) y, b' bY2 (Z2 - a) Y2 . Z3

= ~f(l - az-2) dz = ~(z + e z " ") + e
b? b 2

l 2 a + bx2

=- +C.
b2 Va+ bx2

E,JEMPLO 2. S dx

x4 V l + x2 =

(2x2-1) (1 +X2)Y2 +C.
3 x3

l
2'Solución. En este caso. m = - 4. n = 2, ~ =

Luego, m + 1 + ~ = _ 2, número entero. Por consiguiente. tenemos el
n s

caso Ir. y la sustitución será

z = (l+x2)Y2.
x

de donde,

1x = --~----c:-;-
(Z2 _ 1) Y2'

x4 =
1 z dz

(z2_1)2' y dx=- (Z2_l)Y,'además,

ARTIFIC

Verificar las siguientes int

S X5 dx ;
2. VI +X3 =-

4. S x+d x
(a + bx3) y, .

5. S dx
x2 (I+X3) % =

6. S dx
x3(I+x3)Ya

7. S dx
x2(1 +x4)%

8. S dx
I

x'" (1 + x") n

9. S d x
x3 (1 + x3) ~

10. S2V I +x4dx
x3

Calcular cada una de las sig.
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PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones:

1. SX5 v' 1 + x+d x = 2(3 x
3

- 2) (l + x3)% +C.
45

S x+d x 2(X3_2)v'~
2. = +C.

v' 1+ x3 9

S %. 2 (5 x3 - 16) (8 + x3) %
3. x5(8+x3) dx = 105 +C.

S X5 dx 2 (2 a + bx3)
4. 3L = + C.

Ca+bx3)/23b2ya+bx3

S dx (1 + x3) %6.
x3 (l + x:l) ~ = 2 x2 + C.

S dx
(1 + x4) )!,í7.

x2(1 +x4)% =
+C.

x

n-I

S dx (1 + xn) n
8.

I n-¡ +C.
X'1l (1 + x") 11

(n - 1) x

S dx 1 + 3 x3

9. 4/ = - lL + C.
x3 (1 + x3) /3 2 x2 (1 + x3) 13

S2v'I+X4dX= Vl+x4
10. In (x2 + v' 1 + x4) - + C.

x3 x2

Calcular cada una de las siguientes integrales:

S x+d x12.
Ya + bx3

S (X5 + 2 X2) dx
14. 3/' -.

(l + x3) /2

15. SX(I + ..»«.

367
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170. Condiciones de racionalización de la diferencial binomia

(A) x'" (a + bx") s dx.

Caso 1. Supongamos que a + bx" = z",

Entonces
~ r

(a+bx")s=z, y (a + bx")" = z' ;

~ m

es-a)" x1n= (zS~ ay ;x= -- y
b 'adernás ,

1

dx = :n Z,-l (Z" b a)-;--ldz.

Sustituyendo en (A), obtenemos

luegg,

m+l

xm(a+bxn)fdx= bSnZr+8-1(Z-' b a)-n--
1

dZ.

m+1
El segundo miembro de esta expresión es racional cuando n

es un número entero o cero.

Caso Il. Supongamos que a + lrx" = Z"x" .

xn = _0._
z' - b'

y
az"

a + bx" = z"x" = z.,_ b'Entonces

r r r

(a + bxnfs = a-; (z" - b)-sz";Luego,

además,
1 1 'ni 1n

X = a" (z" - b) - n, x'" = a" (z" - b) n;
1 1S - ---1

dx= - -a"zS-I(z"-b) n dz .
ny

Sustituyendo en (A), obtenemos
r rn-l-L l' ("1+1 r )

- S -+- - --+-+1
xm(a+bx")'dx=--an '(z"-b) n s z,.+8-ldz.

- n

El segundo miembro de esta expresión es r a c ion a 1 cuanclo

m+l+r / t---. - es un numero en ero o cero.
n s

Luego queda demostrado que los radicales de la diferencial hinomia

XIII (a + bx")'dx pueden quitarse en los casos enunciados en el artículo
anterior.

ARTIFIC.

171. Transformación de

Teorema. Una diJerenci
racionales de sen u y cos u '
rencial, racional en z , med¿

(l)

o (lo que es lo mismo) por la

(2) 2 zsen u = ---1+ Z2 ,

Demostración. Dc la fó
ángulo (véase (S) del Artí(
cuadrado, tenemos

Lg2 .l u = 1 - eo
2 1 + co

Sustit.uyendo tg ~ u = z

cos u, resulta

1 - Z2
cosu= --

1 + Z2

una de las f órrnulas (2). :
muestra la relación (3) Y de É

Finalmente, de (1),

(3 )

y, por tanto,

du

De este modo quedan demost
Está claro que si una difei

ciones racionales de tg u, ct
est~ diferencial, puesto que
racionahnan te en término., (
sigue pues que cuolquier tl,
inteqrarse, a. condición que 1
de z se pueda descomponer
tículo 167).
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nomia

m+1
ndo n

1) ~r+.<-Idz.

n a 1 cuando

encial hinomia

s en el artículo

ARTIFICIOS DE INTEGRACION

171. Transformación de las diferenciales trigo nométricas.

Teorema. Una diferencial triqonométrica que contiene sólo funciones
racionales de sen u y cos u puede transformarse en otra expresión dife-
rencial, racional en z , mediante la sustitución

(1)
u

tg 2" = z,

o (lo que es lo mis 11I o) por las sustituciones

(2 )
2 z

sen u = 1+ Z2 ,

1- Z2

cos U = 1 + Z2 ,

2 dz
du = 1-+ .,.z·

Demostración. De la fórmula para la tangente de la mitad de un
ángulo (véase (5) del Artículo 2), y elevando ambos miembros al
cuadrado, tenemos

? 1 1- cos utg-- u = ----
2 1 + cos u .

Sustituyendo tg ~ u = z , y despejando

cos u, resulta

\'J(~ 2z

u

I-z~

Fig. 157(3 )
1 - Z2

cos U = 1 + z~ ,

una de las fórmulas (2). El triángulo rectángulo de la figura 157
muestra la relación (~:l)y de él se deduce el valor de sen u dado en (2) .
Finalmente, de (1) ,

u = 2 are tg z,
y, por tanto,

2 1z
du = 1+ Z2 •

De este modo quedan demostradas las relaciones (2).
Está claro que si una diferencial trigonométrica contiene sólo fun-

ciones racionales de tg u, ctg u, sec u y ese u, el teorema incluirá
esta diferencial, puesto que esas cuatro funciones pueden expresarse
racionalmen te en térm inos de sen u o de cos u o de am bos . Se
sigue pues que cualquier diferencial trigonomélrica racional puede
integrarse, a. condición que la diferencial transformada. en términos
de z se pueda descomponer en fracciones parciales (véase el Ar-
tículo 167)_

369
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370 CALCULO INTEGRAL

EJEMPLO. Demostrar que

f dx _ l t (5 tg x + 4) + e
5 + 4 se n 2 x - T are g 3 .

Demostración. Sea 2 x = u. Entonces x = Y2 u. dx = ~ d u .
estos valores. y empleando (2). tenemos

Susti t uyendo

f dx I f du
5 + 4 se n 2 x ="2 5 + 4 se n u J 2dz

l l+z2 dz

= T 8 z = f 5 Z2 + 8 z + 5
5 + l + Z2

I (5 z + 4)= Tare tg --3-- + C.

Sustituyendo ahora z = tg Yz u = tg x , obtenemos el resultado buscado.

PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones:

1. f de =ln(l+tg~)+c.
l + se n e + eos e 2

2. f dx I Ixl 2 X e= - n tg - - - tg - + .
sen x + tg x 2 2 4 2

3. f d<p 2 ( l <P)= - a re tg - tg - + c.
5 + 4 cos <p 3 3 2

4. (X)tg - + 3
dx = ~ In 2 + ef 4 + 5 (OS x 3 rs 1-3 .

5. f da I (1 a)
3 + eos a = V2 are tg V2 tg T + c.

6. j. d x (x)=ar(tg 1+2 tg- +C.
2senx-eosx+3 2

7. feos e de = e 5 (2 e) + e5 _ 3 (OS e - T + 6' are t g r g T .

8. f d x _ = 2. are r g (tg .!!...) + ~ In (_tg
_T_-_3) + C.

4 se e x + ) 5 2 15 rg ~ + 3
2

ARTIF

,
tt

12 d<p10.
O 12 + 13 cos '"

Calcular cada una de las

13. fl
dx

+ sen x - eos x

14. f de
erg () + ese 0'-

15. f drp
13 - 5 cos rp'

16. f dt
13 eos t - 5 .

17. f d x
2 eos x + 1 .

18 f da
• 2 + se n a .

172. Sustituciones di,
ciones que hemos conside
expresión diferencial dada
pueden efectuar integracioi
los radicales; pero no se 1
guía es la experiencia adqu

Una sustitución muy út

x'

que se llama sustitución n
ejemplo siguiente.

EJEMPLO. Hallar fv-;;
Solución. Sustit uyendo )

f~dX=-x,
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+c.

2 duo Sustiluyendo

J dz
= 5 Z2 + 8 z + 5

1 resultado buscado.

-3) +C.
+3

ARTIFICIOS DE INTEGRACION 371

9. 1"4_ :lIcos 11

rr

i2 d</>10.
O 12 + 13 cos </>

rr
(2 dx rt

11. Jo 2 + se n x = 3 ,Ff

1

5
3ln r+ •

2

rr

i2 da l
12. =-ln3.

O 3 + 5 se n a 4

Calcular cada una de las siguientes integrales:

13. f dx 19. f dx
1 + s en x - cos x 1 + 2 se n x·

f dll 20. r se n 11dll14.
ctg 11+ csc O: J 5 + 4 se n 11'

f d</> 21. f dt15. 5 sec t - -+.13 - 5 cos </>.

f de 22. fo2rr dx
16. 5 + 3 cos x13 cos e - 5 .

f d x 23. irr
dll17.

2 cos x + 1 . o 3 + 2 cos 11

rr

18. f da . 24. 502 da
2 + se n a o 2 + cos u .

172. Sustituciones diversas. II asta aquí, median te las susti tu-
ciones que hemos considerado, se han suprimido los radicales de la
expresión diferencial dada. N o obstante, en gran número de casos se
pueden efectuar integraciones por medio de sustituciones qúe no quitan
los radicales; pero no se puede dar ninguna regla general La única
guía es la experiencia adquirida al resolver muchos problemas.

Una sustitución muy útil suele ser

1 dzx= - dx =z ' Z2 ,

que se llama sustitución recíproca. Empleemos esta sustitución en el
ejemplo siguiente.

EJEMPLO. S"/ 2 2
Hallar v a - x

x, dx.

Solución. Sustituyendo x = J..... dx =
2

obtenemosdz
22'

S~ d x = - f (a2z2 -1) y. z dz

(aZ Z2 - 1) % + e = _ (a2 - X2) %
3a2 3a2x3 +C.
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PROBLEMAS

Verificar las siguientes integraciones:

= In e + x + 2 ~XI + x + X;).
Hágase x = ~

z

fxv

dxl.
+ x + x"

fxv

dx2.
x2 - X + 2

I ( V x2
- X + 2 + x - v2:)=---:=.In +C.

v' 2 V x" - x + 2 + x + V 2

Hágase V x" - x -¡- 2 = z - x ,

3.
f

dx =2arctg(x+,1 x"-¡-2x - I)+C.
x ,,1 x2 + 2 x - 1

Hágase V x" + 2 x - 1 = z - x

4. f dx 1 (v~-v~)--;-=::=====.:=-ln +C.
x V 2 + x - x2 v2: V2 + 2 x + V~

Hágase V 2 + x - x" = (x + 1) z.

5. f dx

xv5x-b-x2= ~
2 ~2(3-X)- -arctg --- +C.
3 3 (x - 2)

.~----~
Hágase V 5 x - b - x" = (x - 2) z.

f dx

X Vi 3 x" - 2 x - I
- are se n (~.:X:) + C.

2 x
Hágase x = ~

z6.

7. f -dx In(I+2X+V~-¡--lX+5X")+c.
x v' 1 + 4 x + 5 x" =

Hágase x = -
z

f dx I (2 - x). = - - arc sen --_ + c.
x V x2 + 4 x - 4 2 x v' 2

8. Hágase x
z

9. f dx V I + 2 x -¡- 3 x2

x 2 V 1 + 2 x + 3 x" =- x

(
I + x + V I + 2 x + 3 x2

)+ In + C.
x

Hágase x = ~.
z

10.

(
1 - 3 ,)- 3 are sen -.--- + C.

Ox

ARTIFIC

1l.

12. (1 dx =arctgJo eX + e-x

13. ia dx
= Jt

1) vi ax - x2 •

14. (iJo V Tr+t" di = V

Determinar el valor de cada u

15.

16. f 4xdx

(x2 - 2 x + 3) % .

f 2dx

V 5 x - 6 - x2'

f 2xdx

V 5 x - 6 - x2

17.

18.
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Ix =-
z

IHagase x =-,
z

, IHágase x = -
z

ARTIFICIOS DE INTEGRACION

11. i~l(x -::) )l;;dx = 6,

12, (1 dx =arctge-~,Jo eX + e-x .t

i"v' d x = rt ,13,
ax - x2

Hágase x
7.

Hágase eX

Hágase x = el se n ' z .

14, J
O,

o v'Tl+t' di 7,v/'} - y¿ In (2 + v''}) Ha g a se I + I

Dc rc r rn in a r el va l o r de cada una de las siguientes integrales:

S 4dx15. Hágase v' x' - 2 x + 3 = z - x·
xv'x2-2x+3'

S 4 x d x
Hágase v' x2 - 2 x + 316.

(x2 - 2 x + 3) %
z - x.

S 2dx17. Hágase v' 5 .x - 6 - x2 (x - nz,
v' 5 x - 6 - X2'

S 2xdx v'5 x-6- x"18. Hágase (x-2)z,
v' 5 x - 6 - x2
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CAPITULO XVII 

FORMULAS DE REDUCCION. USO DE LA TABLA DE INTEGRALES 

173. Introducción. En este capítulo se complotan los procedi
mientos de integración. 

El propósito es dar las instrucciones necesarias para saber emplear 
una tabla de integrales. Se desarrollan métodos de deducir ciertas 
fórmulas generales, llamadas fórmulas de reducción, que se dan en 
todas las tablas. Estos métodos son típicos en los problemas de esta 
índole. 

174. Fórmulas de reducción para las diferenciales binomias. Cuan
do una diferencial binomia no puede integrarse fácilmente por nin
guno de los métodos hasta aquí expuestos, es usual emplear fórmulas 
de reducción deducidas por el método de integración por partes. 
Sirviéndonos de esas fórmulas, la diferencial dada se expresa como 
suma de dos términos, el uno no afectado del signo de integración, 
el otro una integral de la misma forma que la expresión primitiva 
pero más fácil de integrar. Las cuatro fórmulas principales de reduc
ción son las siguientes: 

J . xm-n+l (a + bX /)p+l 
(A) xm (a + bxn)p dx = lnp + m + l)b 

- xm- n (a + bxn) v dx. (m - n + 1)a J 
(np + m + l)b 

(B) xm (a + bxn)ll dx = ------J xm+l (a + bx")p 

np + m + 1 

+ anp JX1n (a + bxn)p-l dx. 
np + m+1 
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(e) 
f 

xm+I (a + bxn)V+l 
x m (a + bxn)v dx = ---;---~-

(m + l)a 

375 

_ (np + n + m + 1) bfxm+n(a + bxn)p dx. 
(m + l)a 

(D) 
f 

xlll+l(a+bxn)V+l 
xrn (a + bx n) P dx = _ :..:..-_:..,::....-'--::.c:.::.....:...-_ 

n(p + l)a 

+ xm(a + bX ")V+l dx. np+n+ m+ lf 
n{p + l)a 

No es necesario que el estudiante aprenda estas fórmulas de me
moria; pero debe saber qué se logra con cada una, y cuándo fallan. 
Así: 

La fórmula (A) disminuye n unidades a m . (A) falla cuando 
np + m + 1 = O. 

La fórmula (E) disminuye 1 unidades a p. (E) falla cuando 
np + m + 1 = O. 

La fórmula (e) aumenta n unidades a m. (e) falla cuando 
m + 1 = O. 

La fórmula (D) aumenta 1 unidades a p. (D) falla cuando 
p+1 = O. 

l. Deducción de la fórmula (A). La fórmula de integración por 
partes es 

(1 ) f u dv = uv - f v du . (A), Art. 136 

Podemos aplicar esta fórmula en la integración de 

haciendo 'U = x17! -71+ 1 * Y dv = (a + bx")V xn - 1 dx; en ton ces 

(a + bX")P+I 
du = (m - n + 1 )xlll - rI dx y v = 

nb(p + 1) 

* A, fin de integrar dlJ según la fórmula de las potencias. es necesario que x 
fuera del par~ntesis tenga el expone nte n-l. Restando n -- 1 de m se obtiene 
m-n + 1 para el exponente de x en l/. 
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Susti tuyendo en (1), 

(2) xl/l (a + bxn ) P dx = ----:--'----'----=--::.,-.'--f xm-,,+l (a + bx" )1'+1 

nb (p + 1) 

m-n +1f ' - nb ( p + 1) X"' - lI (a + üx")1J+1 dx . 

Pero f xm - JI (a + bX" )1>+ldx = f X"H' (a + bx" )P(a + bx") dx 

= a f xm-'-n (a + bX")l) dx 

+ b f xm Ca + bx")Pdx 

Sustituyendo esto en (2), obtenemos 

f ' x,,,-',,+1 (a + bxn )1'+1 
x'" (a + bx,,)pdx = ---::-+-~-,--'-

nb( p + 1) 

- x lll
-

71 (a + bx")Pdx (m - n + 1 )af 
nb (p + 1) , 

m - n + 1f - n(p + 1) xm (a + bx,,)Pdx. 

Trasponiendo el último término al primer miembro y despejando 

f xm (a + bx" )1' dx, obtenemos (A). 

Por la f<írmula (A) se ve que la intrgración de xm (a + bx")1J dx se 
ha hecho depender de la integración de otra d iferencial de la misma 
forma, en la que m-n reemplaza a m . Aplicando la fórmula (A) 
repetidamente, purde hacrrse que m disminuya rn un múltiplo cual
quiera de n. 

Evidentemente, cuando np + 111 + 1 = O, la fórmula (A) falla, 

pues el denominador se anula. Pero en este caso m + 1 + p = O, y, 
n 

en consecuencia, podemos aplicar el método del Artículo 169, de suerte 
que la fórmula no es necesaria. 

1I. Deducción de la fórmula (E). Separando los factores pode
mos escri bir 

(3 ) f xrn (a + UX")l' dx = f x'" (a + bx" )1> - 1 (a + bx") dx 

= a f x'" (a + bxn)1' - l dx 

+ b f xll/+U (a + b.T")P-l d.r . 
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Aplicando ahora la fórmula (A) al último término de (3), reem-
plazando en la fórmula m por m + n y p por p - 1, se obtiene: 

bf 
m+lI( +b 1I)11-1d =xm+l (a+bx")P 

x a x x np + m + 1 

a(m + 1) f - np + m +1 xII< (a + bX")/J - l dx. 

Sustituyendo esto en (3) y sumando los términos sClllejlllltes , ob
tenemos (B). 

En cada aplicación de la fórmula (B) el valor de p disminuye en 
una unidad. La fórmula (B) falla para el mismo caso que (A) . 

lII. Obtención de la fórmula (e). Despejando de la fórmula (A) 
la integral 

f xm- II (a + bx")P dx 

y reemplazando m por m + n, obtenemos (e). 
Por tanto, cada vez que aplicamos (e) , m se reemplaza por m + n. 

Cuando m + 1 = O, la fórmula (e) falla; pero entonces se pueden 
quitar los radicales a la expresión diferencial por el método del Articu
lo 169, y la fórmula no es necesaria. 

IV. Deducción de la fórmula (D). Despejando de la fórmu la (B) 
la integral 

f x'" (a + bX")11 - 1 dx, 

y reemplazando p por p + 1, obtenemos (D). 
E n cada aplicación de (D) el valor de p aumenta una unidad. 

Evidentemente, (D) falla cuando p + 1 = O, pero entonces p = - 1 
y la expresión es racional. 

La fórmula (5) del caso IV del Artículo 167 es un caso especial 
de (D), cuando m = O, P = - n, n = 2, a = a2

, b = 1 . 

EJEMPLO 1. 

Solución. A quí. m = 3. n = 2. fJ = - h . a = 1. b = - 1. 

En este caso, ap li caremos la fórmula ( A) porque entonce s l a int eg ración 

de la diferencial d ependerá de la inte g raci ó n de .f x (1 - x 2) - )4 dx q u e se 

efectúa por la f ó rmula d e las potencias. 
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378 CALCULO INTEGRAL

Luego, sustituyendo en (A), obtenemos

fx
3(1- ,-y, _X3-2+1(I_x2)-Y,+1

x) dx - _ 1(-1 + 3 + 1)

_ 1(3-2+1) Ix3-'(I-x')-V.dx
-1(-1+3+1)

= - 1. x2 (1 - X2) y, +~ Ix (1 - x') -y, dx
3 3

= - 1.x2 (1 - X2) y, - ~ (1 - x') y, + e
3 3

= - 1. (x2 + 2) (1 - X2) y, + C.
3

EJEMPLO 2.

SUGESTION.

+ ~ a4 arc se n .::. + C.8 a

Aplicar (A) dos veces.

EJEMPLO 3. = ..::.V a' + x,
2

a'
+Tln ex + V a' + x2

) + C.

SUGESTION
(B) una vez.

Aquí m = O, n = 2, p ~, a = a2, b = 1. Aplicando

EJEMPLO 4. S dx - (x' - 1) Y, + 1.
a re sec x + C.x3 V x, _ 1 - 2 x, 2

SUGESTION. Aplicar (e) una vez.

PROBLEMAS

Verificar cada una de las siguientes integraciones:

1. S x2 dx x --- a2 x----;::;==; = - - V a2 - x, + - arc sen - + eVa' - x2 2 2 a

S x3 dx - 1. (x2 - 2 a') V a2 + x2 + c.
V a' + x2 - 3

S x5 dx = - 1. (3 x4 + 4 x2 + 8) V 1 - x, + c.
V¡-=-x' 15

2.

3.

4. S ./- x - a4 x
x2 V a2 - x2 d x = "8 (2 x2 - a') V a2 - x, + "8 arc se n ~ + c.

FO

S dx5. (a' + X2) 2

S dx6.
X3y a2 - x2

S x
3
dx7.

(a' + x'):%

S dx8.
(a2 - X2) %

S 3/9. (x' + a2) /2d.

10. S x2 V x, +a"

S x, dx11.
.,,¡ 2 ax - x,

SUGESTION. S .,,¡-
dos veces.

12. S y3 d q

V 4 Y - y'

S ds13. Ca' + 5') 3 =

14. S y
2
dy

V 9 - 4 y2 'S ¡3d¡15.
VI + 4¡' =

16. S y'V 4 - 9 y'

f ¡3dt17.
(1 +9¡2):% =

18. 5¡2VI+4¡2dl

http://carlos2524.jimdo.com/



5. 

6. 

7 . 
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f dx 
~ (a 2 +x2)2 

x I x 
2 a 2 (a2 + X2) + 2 a3 arc tg -; + c. 

f 

dx .J a 2 - X2 I a - Y a 2 - X2 - + - In +C. 
x 3ya2 - x 2 2a2x2 2a3 x 

f X3 d x 

( a' + X2) % 

f 

dx x(3a 2 - 2x2) 
8. 5-< = - 3.l + C. 

(a2 - X2) 72 3a4 (a2 _ X2) 72 

9 . f (X2 + a2) %dx = Ys x (2 X2 + 5 a2) V X2 + a2 

+ % a< In (x + V X2 + a2
) + C . 

10 . f X2 V X2 + a 2 dx = Ys x (2 X2 + a2 ) y X2 + a" 

11. f X2 d x 
V 2 ax - X2 

S UGES T ION . 

- Ys a' In (x + Y X 2 + a2
) + C. 

( x+ 3 a ) V2 ax - X2 

2 

+ ;~arccos( I --;) + C. 

f X2 dx 

V 2 ax - x 2 

= fx %(2 a - X)-;1dX. Apl i car (A) 

dos veces. 

f y3 dy 
12. 

V 4 Y - y2 

1 
- 3 (y2 + 5 y + 3D) V 4 Y - y2 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

1 8 . 

+ 20 a rc cos ( 1 - t) + C. 

..,.....::-=:-=---C;:-:--;, - + ______ + _ a rc t g - + C. f ds S 3 S 3 S 

( a2 + s2)3-4a2(a2 + s2)2 8a 4 (a 2 +s2 ) 8as a 

f y2 dy l. / 9 2 Y 
-;~='=== = - 8 y v 9 - 4 y2 + 16 arc sen T + C. y 9 - 4 y2 

f /3d/ 1 
----;;=:==== = 24 (2 t 2 

- 1) Y 1 + 4 ( 2 + C. 
y 1 + 4/ 2 

f ./ 1 . / 2 3y 
y 2y 4- 9 y 2 dY=3E; y (9y2 _ 2) y 4- 9y2 + f7 arcsen T + C, 
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3 E O CALCULO INTEGRAL

Calcular el valor de cada una de las siguientes integrales:
La fórmula (F) a

m + n = O.S x2dx S x8dx S S7 ds19. (a~-x2)2' 22. V 4 - x6 .
25. (a+bs4)%'

S dx f·\/a"~X2dx. f ~.20. x2(I+x2)72'
23. 2G.

V 5 - 23

SVoz-x2 d x f % f dx21. x4 •
2!. (l-x; - dx. 27. (1 +4X2)2'

S dt f (9 '12 + 4)'~ d q .28. 29.
t3 VI - 4 [2

La fórmula (G)
n + 1 = O.

La fórmula (H)
m + 1 = O.

Para deducir estas
de in tegración por pai

175. Fórmulas de reducción para las diferenciales trigonométricas.
En el artículo anterior hicimos depender la integral dada de otra inte-
g;ral de la misma forma. Este método se llama de reducción sucesiva.

Ahora vamos a aplicar el mismo método a las diferenciales trigono-
rnétricas , deduciendo las siguientes fórmulas de reducción e ilustrando
51.1 empleo:

(1)

Sea u =

entonces

du = - (n-

S senm+l X COS"-1 x
(E) seu'" x cos" x dx = --------

m+n

+ n - 1 fsenm x COS"-1 x dx,
m+n

Sustituyendo en e
(2) f sen'" x I

S senm-l x COS"+1 x
(F) sen'" x cos"X dx = - -------

m+n

+ m - 1 fsenm-2 x cos" x dx.
m+n

De la misma mar

u = f

(G) fsen'" x cos" x dx =
obtenemos

n+1

m+ n + 2S+ sen?' x cosn+2 X dx.
n + 1

(3) fsenmx

f senU/+1 x COS,,+I x
(H) sen " x cos" x dx = -------

m+l

m+n+2S+ senm+2 x cos" x dx.m+l

Pero f sen"'+2x cc

Aquí debe observar el estudiante que:

La fórmula (E) disminuye 2 unidades a n . (E) falla cuando
m + n = O.

http://carlos2524.jimdo.com/



FORMULAS D E REDUCCION - 3 E l 

L a fórmula (F) disminuye 2 unidades a m, (F) f alla cumu!c 
m + n = o, 

La fórmula (G) aumenta 2 unidades a n, (G) falla CUaI,¡j( 

n+1 = O 

La fórmula (H) aumenta 2 unidades a m , (H) falla cuar.. (Ú 
ro + 1 = O, 

Para deducir estas fórmulas aplicaremos, como antes, la fúrmlll~ 
de in tegración por pa rtes, a saber, 

(1) 

Sea 

entonces 

f u dv = uv - f v du, (A), Art. , ]:3( 

u = cos/- 1 X y dv = senlflx cos x dx ; 

senm+l x 
du = - (n - 1) cosn- 2 

X sen x dx, y v = m + 1 ' 

Sustituyendo en (1) , obtenemos 

f senm+l x cos"- 1 x 
(2) sen'" x cos71 x dx = + m + 1 

n-1 f + ---1 sen rll+2 x cos71 - 2 x dx , 
111-

De la misma man era, si hacemos 

obtenemos 

(3 ) 

u = sen"'-l x, y dv = cos" x sen x dx, 

f sen '" x cos" x dx = 
sen", - l x COS,,+ I x 

n+1 

m - 1 f o .+" d· + n + 1 scn""- · x cos" . x x , 

P ero .f senm + 2 x COS,,-2 x dx = f sen'" x (1-cos2 .1,) cos" · c x !Ix 

= f sen '" x cos" - 2 ;¡; d.r 

.f sen·'" x cos" :r d:l' , 
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382 CALCULO INTEGRAL FOR

Sustituyendo este resultado en (2), sumando los términos seme-

jantes y despejando la integral S sen'" x cos" x dx, obtenemos (E).

Haciendo una sustitución análoga en (3), obtenemos (F).
Despejando de la fórmula (E) la integral de la derecha, yaumen-

tando 2 unidades a n, obtenemos (e).
De la misma manera obtenemos (H) de la fórmula (F).
Las fórmulas (E) y (F) fallan cuando m + n = O, la fórmula (e)

cuando n + 1 = O Y la fórmula (H) cuando m + 1 = O. Pero en
estos casos podemos integrar por métodos que ya se han explicado
antes.

Es fácil ver que cuando m y n son números enteros, la integral

Ahora sustituyendo el r
eión en (4), se obtiene la s

EJEMPLO 2. Demostra

ft
g22 x dx = l

eos 2 x 4

Demostración. tg2 2 x
(Os 2 x

Hagamos 2 x = u. En

(7) fsen22 x C(

Aplíquese (G) a la nu
plazando x por u.S sen'" x COs" x dx

(8) fsen2 u cos-3 u I

puede, por medio de una de las fórmulas de reducción arriba dadas,
hacerse depender de una de las siguientes integrales:

S dx, S sen x dx, S cos x dx, S sen x cos z dx ,

S~ = Scsc x dx S~ = fscc x dxsen x 'cos x '

Aplíquese (F) a la nuev

(9) fsen2 u cos-1 u I

S dx
cos z sen z ' Sustituyendo (9) en (8)

tenemos la solución.

StgXdX, SctgXdX,

todas las cuales hemos aprendido a integrar. Verificar las siguientes

lo fsen~ x cos? x dx '

2. J' 3xd 3tg - x = - tg
3 2

3. fctg4 O dO = _ ct~

4. fsec3 L dt = +sec

5, fcsc3 xdx =-+

6, fCSC50dO=-~

7. fsen2 <t>cos? <t>d<t>

EJEMPLO l. Demostrar que

f
? se n x cos" x se n x cos" x l (sen-xcos4xdx=- 6 + +- senxcosx+x)+C.

24 16

Demostración. Ap l ican do en primer lugar la fórmula (F), obtenemos

f sen x cos" x l j' .(4) sen2 x cos ' x d x = - 6 + 6' co s' x d x .

[Aquí m = 2, n = 4.]

Aplicando la fórmula (E) a la integral del segundo miembro de (4), resulta

(5) fcos' x dx = sen x 4c053 x + ~ fcosZ x d x .

[Aquí m=O, n=4.]

La aplicación de la fórmula (E) al segundo miembro de (5) da

(6) j' 2 d sen x cos x + x
cos x x = 2 2'
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Ahora sus tituye ndo el resultado (6) en (5), Y el re sultado de esta sustitu
ción en (4), se obtiene la sol ución buscada. 

EJEMPLO 2 . Demostrar que 

f
tg22 x dx = 1. sec2x tg 2x-~ ln(sec 2x +tg2x) +C . 
cos 2 x 4 4 

Demostración. tg 2 2 x sen 2 2x _ sen 2 2x 
cos 2 x = cos 2 2 x . cos 2 x - co s3 2 x' 

Hagamos 2 x = u. I I 
Ento nces x = TU, dx = T du, y 

(7) fse n 2 2 x cos- 3 2 x dx = + fsen 2 u cos - 3 u duo 

Aplíquese (G) a la nueva integral en (7), con m = 2, n = - 3, reem 
p la za ndo x por u. 

(8) f 2 3 sen 3 u cos- 2 U 1 f? 1 sen u cos - u du = - + - sen - u cos- u duo 
-2 -2 

Aplíqu ese (F) a la nueva integral en (8), con m = 2, n = - 1. 

(9) fsen 2 u cos- 1 u du = - sen [J + fcos- 1 U du = - sen [J 

+ 1 n (sec [J + tg [J) • 

Sustituyend o (9) en (8) y (8) en (7), reducien do y reemplazando [J po r 2 x, 

tenemos la sol uci ó n. 

PROBLEMAS 

Verifi car la s siguientes inte gracion es: 

1. fsen.; x cos 2 x dx = se n x cos x[-6
1 

sen 4 x - 1. se n " x - ~J +..:2:. + C. 
24 16 16 

2. tg 3 ..:2:.dx=_ tg 2 ..:2:. +3Incos ..:2:.+C . J' 3 
3 2 3 3 

3. fct g4 e de = - ct g
3

3 e + ctg e + e + c. 

4. fsec 3 L dI = +sec I 19 t + ~ In (sec t + tg t)+C . 

5. fcsc 3 X dx = - ~ csc x ctg x -+ ~ In (csc x - ct g x) -+ C. 
2 2 

6. fcsc5ede= _ csce4ctg()(csc2e + %)-+i ln (cSce -ctge) -+C . 

7. f se n 2 </> cos 2 </> d</> = i sen</> cos </> (2 sen 2 </> - 1) + i </> -+ C. 
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384 CALCULO INTEGRAL FORMU

f ctg2 2 () d() _ I I
8. sen 2 (J - - "4 ctg 2 () ese 2 () - -¡ In (ese 2 O - etg 2 11) + C.

EJEMPLO l. Demostrar, t

f d x eos x 2 cos x
9. sen4x=-3sen3x-3senx+C,

f dx
x2(2+X)

J' eos () se n O 5 e
10. eos60dO= 48 [8cos'O+IOcos2()+15l+l()+C,

Solución. Empléase 14, c
Sin la tabla este ejemplo se 1

EJEMPLO 2. Verificar, u:

fu2 31t
11. se n ' O ae = 16'

, u

(' tt 35 rt
14. )0 se nf ep dep = 128' f dx

x (9 + 4)

12. (''' 31t
)0 co s ' X d x = S' 15. {2" eos' x dx _ ~ _ 3 rr

)rr sen 2 x - 4 8 .
4

Solución. Errip léase 22, c
Sin la tabla este ejemplo se r

13. J~Zse n " 2 O se = 53;'

EJEMPLO 3. Verificar, U1

f dx

xy4+3
Calcular las siguientes integrales:

16. .fsen62 q se. 18. fsen
o

~ dx. 12
ficasi) x 20. o tg"-¡dO.

J O J ae Jrr17. cse3 2" ae. 19. se n ' () co s? O'
21. sen4xdx.

o
~ rr

Solución. Empléase 31. c
Sin la tabla, este ejemplo se

se muestra en el Artículo 168.

EJEMPLO 4. Verificar, us

22. f'2
o sen"Oeos30dO. 23. foZ (1 + se n O) 4 dO.

f x dx ,/T.
V 3 x2 + 4 x - 7 = --

176. Empleo de una tabla de integrales. Los métodos de in te-
gración que se han desarrollado en los Capítulos XII) XVI Y XVII
tienen por objeto reducir una integral dada a una o unas de las inte-
grales inmediatas dadas en el Articulo 128. Con este fin se han ideado
varios artificios, tales como:

Solución. Empléase 113,
Sin la tabla el ejemplo se

ejemplo 2 en la página 249.

EJEMPLO 5. Verificar, U1

feZxeos2xdx'

inteqracián. por partes (Art. 136) ;
integración por fracciones parciales (Art. 167) ;
inteyración por sustitución de una nueva variable (Art. 168 a 172) ;
empleo de las fórmulas de reducción (Art. 174 Y 175) .

Solución. Empléase 154,
Sin la tabla el ejemplo se 1

ejemplo 6 del Artículo 136.

Pero cuando se dispone de una tabla de integrales algo extensa, el
primer paso en todo problema de integración es buscar en la tabla IIIHl

fórmula por la cual se pueda resolver el problema sin el empleo de
ninguno de estos artificios. Una tabla de este tipo se da en el Capt-
t.ulo XXVII. Veamos ahora algunos ejemplos) que enseñan cómo
debe US31'.se.

En muchos casos no es t
la in tegral dada con una qUI

buscamos en la tabla una f
y de tal naturaleza que és
sencillo cambio de variable
mente en el Capít.ulo XII y
ahora tratados.
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EJEMPLO l. Demostrar, usando la tabla de integrales, 

f dx = __ 1 +l..ln(2+x)+C. 
X2 (.2. + x) 2 x 4 x 

Solución. Empléase 14. con a = 2. b = l Y u = x. 
Sin la tabla este ejemplo se resolvería como en e! caso II de! Artículo 167. 

EJEMPLO 2. Verificar. usando la tabla de integrales . 

fx(9~\x") =~ ln(9;:x2 )+ C, 

Solución. Empléase 22. con a = 3. b = 2 Y u = x. 
Sin la tabla este ejemplo se resuelve como en el caso Ilr del Artículo 167. 

EJEMPLO 3. Verificar. usando la rabia de integrales. 

f dx l V~- 2 
="2 In + C. 

xv4+3x V4 +3 x + 2 

Solución. Empléase 31. con a = 4. b = 3 Y u = x. 
Sin la tabla. este ejemplo se resuelve por la sustitución 4 + 3 x = Z2. como 

se muestra en e! Artículo 168. 

EJEMPLO 4. Verificar. u sando la tabla de integrale s. 

f xdx 

V 3 x , + 4 x - 7 = 

V 3 x, + 4 x -7 

3 

2 
-~ln(6x + 4 

3 V3 
+ 2 V3 V 3 X2 + 4 x - 7) + C. 

Solución. Empléase 113. con a = - 7. b = 4. e = 3 Y u = x. 
Sin la tabla el ejemplo se resolvería completando el cuadrado como en el 

ejemplo 2 en la pági na 249. 

EJEMPLO 5. Verificar. usando la tabla de integrales. 

f
ZX 7 d e3x(2sen2x+3cos2x) e cos _ x x = + C. 

13 

Solución. Empléase 154. con a = 3. n = 2. u = x. 
Sin la tabla e! ejemplo se resolvería por integración por partes. Véase el 

ejemplo 6 del Articulo 136. 

En muchos casos no es tan fácil como en estos ejemplos identificar 
la integral dada con una que se encuentra en la tabla. En tales casos 
buscamos en la tabla una fórmula que se asemeje a la integral dada, 
y de tal naturaleza que ésta pueda transformarse en aquélla por un 
sencillo cambio de variable. Este método se ha empleado constante
mente en el Capít.ulo XII y en todos los problemas de integración hasta 
ahora tratados. 
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EJEI'vIPLO 6. Verificar, usando la tabla de integrales, 

f dx I 2 x 
-~::=;==:; = - In + C. 
x V 4 X2 + 9 3 · 3 +V 4 X2 + y 

Solución. La fórmula 47 es semejante. Hagamos u = 2 x. Entonc es 
x = Y2 u, dx = Y2 du, y sustituyendo los valores en la integral dada obte
n emos 

f dx f Y2 du f du 
x V 4 X2 + 9 = Y2 u V u 2 + 9 = u V u 2 + 9 . 

De esto, aplicando 47 con a = 3, y sustituyendo u = 2 x, a = 3, resulta 

f dx. J ( 3 + V 4 X2 + 9 ) 
= - T In + C. 

x V 4 X2 + 9 2 x 

Sin tablas procederíamos como en el ejemplo 2 del Artícu lo 135. 

EJEMPLO 7. Verificar, usando la tabla de integrales, 

f V 9 x - 4 x" _ 2-. (9 x - 4 X2) % 
x 3 dX--27 x3 +C. 

Solución. La fórmula 84 es semejante. Ha ga mos u = 2 x. Entonces 
x = Y2 u, dx = Y2 du. Sustituyendo, obtenemos 

f .V._9"-'x"---"-'4....::X:...-2 f V % u - U 2 d u f V % u - U 2 - d x = -2- = 4 --=--'-=-=---=-- d u . 
x 3 Ys u 3 u" 

Aquí tenemos 84 con a = %. Por tanto, aplicamos 84, s ustit uimos u = 2 x 
y obtenemos así el resultado buscado. 

Si no puede aplicarse ninguna fórmula de la tabla como en estos 
dos casos, queda la posibilidad de que el empleo de uno o unos de 
los artificios mencionados nos lleve a nuevas integrales que se puedan 
resolver por la tabla. Para el empleo de estos artificios no pueden 
darse otras instrucciones generales que las reglas que ya se han des
arrollado. 

El estudiante debe fijarse en la disposición de la tabla. Verá que las 
integrales inmediatas del Artículo 128 aparecen en los lugares que les 
corresponden. Las fórmulas de reducción del Articulo 174 se dan, con 
algunas modificaciones, en las fórmulas 96- 104 . También las fórmu
las de reducción del Artículo 175, con otras para varios casos, están 
numeradas, 157-174. La familiaridad con la tabla y la práctica de 
su empleo traerán consigo mayor habi lidad en la técnica de la inte
gración. 
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PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 

1. f x 3 V X2 + 5 dx = h (3 X2 - 10) (X Z + 5) % + C. 

2. f(l _~tt2) 72 =VI-4t2 +C. 

f 

X2 dx x 2 
3. V =-V9x2 -4+ 2- 7 In(3x+ V9x2 -4)+C. 

9X2 - 4 18 

f dIJ I - /- ) 
4. =~ /-arctg (v 3 tg IJ +C. 

2 - cos 2 IJ v 3 

f 

x5 dx 
5. (1 _ x4)% 

X2 I 
2 y' I _ x. - '2 arc sen XZ + C. 

6. j'(aZ -x2 )%dX =- (x2+2a2)V~_~arcsen:?:+C. 
X2 2 x 2 a 

7. f/sen2Tdt=¿et(2 - sent -cost )+C. 

8. = 2 In I + cos IJ) - 2 cos IJ + C. f sen 2IJ dIJ ( 
1+ cos IJ 

9. f dx = arc tg (x + 1) + C. 
2 + 2 x + X2 

10. 
f

x 3 sen X2 dx = 1. sen x2 - J... x 2 cos XZ + C. 
2 2 

11. S dx = 2arc senv x- ] +C. 
V ex - 1) (2 - x) 

SV 9 t Z + 4 dt . /9? 4 2 1 (2 + y' 9 t
2 

+ 4 ) 12. = v t- + - n + C. 
t / 

S du __ ( aZ + 2 u 2 ) V a 2 - u 2 

13. _ __ - 4 3 + C. 
u'Va2-u" 3au 

S dx I ( V~ - 2 ) y'~ 
14. = 16 In - + C. 

X2 V 4 - x V 4 - x + 2 4 x 

Calcular cada una de las siguientes integrales; 

15 . f X5 dx 
• 5 + 4 x Z ' 

17. f dx 
X2 + 4 x + 2' 

f 

ctg/dt 
18. a+bsent' 
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19. S 1l + 2 Y d y. 
\j 1 -2 y 

20 . SV4 X
2

:-25dX . 
x -

21. 

22. . 'S dy 

23 . 

24. 

y. Vy-=-J 

3 + X2 ~
-

S 
-x d x . 
2 + X2 

S dO 
5 + 3 sen 2 O' 

S dO 
25. 3 +5sen20' 

26. S d x 

x" "j x 6 +a (J ' 

27. 
S 

xdx 

y X2 + 2 x + 4 ' 

28. 
S 

x dx 

v' 4 + 2 x - x 2 

29. S d x 
( 1 + eX ) 2 • 

31. SY~dX. 

32. S el cos 2 I d I. 

S ctg O dO 
33. 4 + sen " (J' 

C alcular el valor de cada una de las sig ui ente s in teg rales definida s : 

( 3 x dx 
34. J o ( 1 + x) 2 = 0. 636 . 

3 5. 

36. 

37. 

38. 

39 . 

i % dx 4 
= 2} ' 

I X2 y 25 - 9X2 

So 2 - ---=.::..-d x 2, 

(4 x 2 + 9)% =45' 

52 d I 
1(5 - ( 2) = 0. 277 . 

( 2 3L Jo (4 X2 + 9) 72 d x = 11 2.9. 

f u r;;=-;; d u = ita, 
- Q\j~ 

40 . --:-:===- = 1.338, i
2 x· d x 

J Y 9 - 2 X 2 

S2 Y9 - 2 X2 dX 
41. 1 X2 = 1.129. 

S2 Y 9 - X2X2dX = 
42. 1.467. 

43 . So 1 12e-¡ d I = 0. 1605 . 

5'2 dy 
44. 

1 y 3 y 4 y . + 5 
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PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Verificar los res ultados siguientes: 

re2 dx 
(a) JI x(l +ln x) In 3; 

(e 2 dx 2 
(b) JI x (l + In x) ~ = 3' 

2. Una parábola pasa por el origen y por el punto ( l . 2) . El e je de la pará
bola es para lelo al eje de las y. Hallar la ec u ac ión de la parábo la . s i el area de 
la superficie comprendida entre ella y el eje de las x es máxima o minima. 

Sol. La parábola y = 6 x - 4 X2 da un minimo. 

3. Bosquejar la curva y ...;-; = In x. Hallar el volumen del sólido de revo
lución engendrado al hac er gira r alrededor del eje de las x la s uperfici e limit ada 
por la curva. el eje de las x y dos ordenadas . una!J correspondiente al punto 
máximo y la otra al punto de inflexi ó n. Sol. ~9G~ I:r. 

4. Un cono circular recto macizo está constit uid o de modo que la den s idad 
en un punto cualquiera P es 10 (5 - r) toneladas por metro cúbico. siendo r la 
distancia en metros entre el punto P y el eje del cono. Hallar el peso de l co no 
si su altura y el radio de la base miden 3 metros. Sol. 3 15 Jt toneladas. 

NOTA. El peso de un cuerpo de densidad uniforme es el producto dc s u vo
lum en por su densidad. 

5. El radio exterior de una esfela hucc a es 10 cm: su radio interior es 6 cm. 
La densidad en un punto varia en razón in ve rsa d e la distancia del punto al cen
tro de la esfera; en la superficie exterior la d en sidad es 8 g por cm" . Hallar 
e1 peso de la esfera. Sol. 1(l240:rg. 

6. Si n es un número entero par. demostrar que 

". 

( Z-senn x d x = ( 2cos" x dx = (n - 1 ) (n
7

- 3) 
)0 )0 n(n - _) ... (2) 

(1) ;-c 

2 

7. Si n es un núm ero entero im par. hallar el valor de 
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CAPITULO XVIII 

CENTROS DE GRAVEDAD. PRESION DE LIQUIDOS. TRABAJO. 
VALOR MEDIO 

177. Momento de superficie; centro de gravedad. El centro de gra
vedad de una superficie plana se define del modo siguiente: 

Un trozo de cartón rígido, plano y horizontal, permanecerá en 
equilibrio si se sostiene en un punto determinado. Este punto de 
apoyo es el centro de gravedad de la superficie plana del cartón. 

Para algunas superficies que se estudian en la Geometría elemental, 
las posiciones de los centros de gravedad son evidentes. Para un 
rectángulo o un círculo, el centro de gravedad coincide con el centro 
geométrico de la figura. En general, si una figura plana tiene un 

y 
centro de s i m e tría, ese punto es 
el centro de gravedad. Además, si 
una figura plana tiene un eje de sime
tría, el centro de gravedad estará en 
ese eje. 

Las si g u i e n t e s consideraciones 
conducen a la determinación del cen
tro de gravedad mediante el Cálculo 

r¡j--;:---L..L1.-----h8;--~x integral. La justificación del argu
mento a partir de los principios fun

Fig. 158 damentales de la mecánica queda fuera 
del propósito de este libro. 

Consideremos la superficie AMPNB de la figura 158. Dividámosla 
en n rectángulos, cada uno con base LlX. La figura muestra uno de 
estos rectángulos. Sea dA su área, y e (h , k) su centro de gravedad. 
Entonces, 

(1 ) dA = y dx, h = x, k = Yz y . 

El momento de la superficie de este rectángulo elemental con res
pecto a OX (u OY) es el producto de su área por la distancia de su 
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centro de gravedad a OX (u OY). Si estos momentos son respecti
vamente dM" y dMy , entonces 

(A) dM" = k dA, dMy = h dA. 

El momento de la superficie de la figura AMPNB se obtiene apli
cando el teorema fundamental (Art. 156) a la suma de los momentos 
de las superficies de los rectángulos fundamentales. De este modo 
obtenemos 

(B) M" = f k dA, My = f h dA. 

Por último, si (x, y) es el centro de gravedad de la figura AMPNB 
y A es su área, las relaciones entre los momentos de superficie (B) y 
x y y se dan por 

(e) Ax = My, Ay = Mx. 

A fin de calcular (x, y), hallaremos los momentos Mx y MI/' 
Según (1) Y (B) estos son) para la figura 158 , 

(2) 151
) Mx = 2 y2 dx, 

" 
Mv= ibXYdX, 

en donde debe sustituirse el valor de y en función de x deducido de 
la ecuación de la curva M P N . 

Si el área A se conoce, entonces, de (e) tenemos 

(3 ) 
_ M y x= -

A 
M" y=A' 

Si A no se conoce, puede obtenerse por integración tal como 
vimos en el Artículo 145. 

EJEMPLO l. Hallar el centro de gravedad de la superficie comprendida bajo 
una arcada de la sinusoide (fig. 159) 

(4) Y = sen x. 

Solución. Construyendo un rect án g ulo 
elemental, tenemos 

(5) dA = y d x = se n x J x, 

dM x = kdA = Yz y 2 dx = Y2sen 2 xdx, 

dM y = h dA = xy dx == x sen x dx. 

Los l ímítes son x = 0, x = rr. Por tanto, 

y 

I lrr 
2 

Fig. 159 

" X 
3 

(6) A=f\cnxJx=2, Mx=J0.f" sc n 2 x d x =);,í:rr, MJI= f"xsenxdx=:t . 
O o O 

Luego, seg ún (3), x = Y2 rr , y = j¡í rr. 

Se hubiera podid preHr el \'alor de x, puesto que la recta x = Yz j{ es un 
eje de simetría. 
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E JEMPLO 2. En la figura 160, la curva OPA es un arco de la parábola 
y2 = 2 px. Hallar el centro de gravedad de la superficie OPAB . 

Solución. 

y 

Tracemos un rectángulo elementa l, como se indica en la figura; 
sea (h, k) su centro de gravedad. Entonces 

BI---------LJA Ca.bJ 

~O~----a------~---+X 

Fig. 160 

dA = x dy. h = Y2 x. k = y. 

Emplea ndo (A). 

dMx = kdA xy dy. 

dMy = hdA Yz X2 dy. 

D e la ecuación y2 = 2 px hall amos x en 
funci ón de y. Integrando entre los límites 
y = O. y = b. se obtiene 

b 3 
A =-. 

6 p 
b 5 

M y = --. 
40 p2 

3 b 2 3 Lu ego x = y -4 b. P ero x = a. y = b satisfacen la ecuación 
20 p' 

y2 = 2 px. Luego b 2 = 2 pa. y x = :Ko a. Por tanto. el centro de g ra vedad 
es O;' oa. % b). 

PROBLEMAS 

Hallar el centro de gravedad de cada una de las superficies limitadas por las 
siguientes curvas. 

1. y2 = 2 px. x = h. 

2. Y = x 3 , X = 2. y = O. 

3. Y = x 3 • y = 4 x . (Primer cuad rante .) 

4 . x = 4 y - y2. Y = x. 

5. y2 = 4 x, 2 x - y = 4. 

6. Y = X2. y = 2 x + 3. 

7. y=x2 -2x-3. y=6 x-x2 -3. 

8. y = x 3
• y = 8. x = O. 

9. y=6x - x 2. y=x. 

10. Y = 4 x - X2. y = 2 x - 3. 

11. Y = x 3 - 3 x. y = x. (Primer cuadrante.) 

Sol. (% h . O.) . 

(%. 1~). 

(1 %. %). 

(%. 1) . 

(1. 110 . 

(2. 1) . 

12. y 2 =a2 - ax. x = O. y = O. ( Primer cuadrante . ) 

13. 
X2 lC= 1. y = O. x = 2 a. (P rim er cuadran te.) a2 - b 2 

14 . Hallar el centro de gravedad de la su perf icie limit ada por los ejes de 

coo rdenadas y la parábola, "¡--; + Yy = y-;. Sol. x = y = Yo a. 
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15. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por el la z o de la 
curva y 2 = 4 X2 - x 3 

Sol. x =~, y = O. 

16. 
X2 y2_ 

Hallar el centro de gravedad de la parte de la elipse di + b
2 

- que 

está en el primer cuadrante. 

Sol. 4 a 
x=-, 

3 Jt 

4 b 
y=-. 

3 Jt 

17. Hallar el ( ~ ntro de gravedad de la superficie limitada por la parábola 
y2 = 2 px y la recta y = mx . 

Sol. 

18. Hallar el centro de gravedad de la superficie incluída por las parábolas 
y2 = ax y X2 = by. 

Sol. 
9l/U 9 2L l/ x = _ a7 3 b 7 3 , Y = _ al 3 b 1 3 • 
20 20 

19. Hallar e! centro de gravedad de la superficie limitada por la cisoide 
y2 (2 a - x) = x 3 y su asíntota x = 2 a. 

Sol. 5 
x = 3 a, y= O. 

20. Hallar el centro de gravedad de la superfic ie limitada por la curva 
x2y = 4 a2 (2 a - y) (la bruja) y el eje de las x. 

Sol. o - I x = , y = 1: a. 

21. Hallar la distancia del centro de! círculo al centro de gravedad de un 
sector circular de radio r y ángulo 2 e. 

Sol. 2 r sen e 
3 e 

22, Hallar la distancia del centro del círc ulo al centro de 'gravedad de un 
segmento circular cuya cuerda subtiende un ángulo central 2 e. 

Sol. 2rsen 3 e 
3 (e - sen e cos e) 

23. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la cardioide 
Q = a (1 + cos e) . 

Sol. - 5 - o x = - a, y = . 
6 

24. Hallar el centro de gravedad de la sup erficie limitada por una hoja de la 
cu rv a Q = a cos 2 e. 

Sol. D · . dI' 128 a vl lstanCl a e origen = . 
105 Jt 

. 25. Hallar el centro de gra vedad de la superficie limitada por una hoja de la 
curva Q = a cos 3 e. 

Sol. D · . dI ' 81 a \./3 lstanCla e ongen = 
80 Jt 
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178. Centro de gravedad de un sólido de revolución. El centro de
gravedad mecánico de un sólido homogéneo coincide con el centro
de gravedad geométrico de ese cuerpo. Si el sólido posee un plano de
simetría, el centro de gravedad estará en ese plano.

Para obtener una definición analítica del centro de gravedad de un
sólido de revolución, basta modificar sólo en pequeños detalles. lo
dicho en el artículo anterior.

Sea OX (fig. 161) el eje geométrico del sólido. El centro de grave-
dad estará en este eje. Sea dY un elemento de volumen; es decir, un
cilindro de revolución de altura ~x y radio y. Entonces dV = rey2 ~x.
El momento de este cilindro con respecto al plano que pasa por OY
perpendicular a OX es

(1 ) dMy = x dV = rexy2 S»,

El momento del sólido se halla en seguida por el teorema funda-
mental, y x se da por

e (2) Vx = Ml1 = S rexy2 dx.

y

" 1'11..,
1111111

:¡l !!rj
lill

llll IIH o XII~

"- ".

xo

Fig, 161 Fig. 162

EJEMPLO. Hallar el centro de gravedad de un cono macizo de revolución
(figura 162).

Solución. La ecuación de la generatriz OB es

y _ AB _ e _ ex
;---OA -J;' o se a , "= t:

Luego

Puesto que \f = Y:í rrr2 h , x = % h.

CENTROS DE GR

Hallar el centro de graveda

1. Hemisferio (fig. 163

2. Pa rabo lo ide de re vch

y

Fig. 163

El área limitada por OX }
de OX. Hallar el centro de g:

3. x2_y2=a2, x=:

4. 2 x u = a2, x = Y2 a

5. ay = x2, x = a.

6. y2 = 4 x . x = 1. .x

7. x2 + y2 = 4, x = O,

8. y=asenx, x=Yí

La superficie limitada por
dedor de OY. Hallar el centr.
gendra:

9. y2 = 4 ax, y = b.

10. x2 - y2 = 1. y = O,

11. ay2 = x3, y = a.
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PROBLEMAS

Hallar el centro de gravedad para cada uno de los siguientes sólidos:

1. Hemisferio (fig. 163).

Sol. 3
x = '8 r ,

2. Paraboloide de re vol ución (fig. 164).

Sol. x = + h.

y y

Fig. 163 Fig. 164

El área limitada por OX y cada una de las curvas siguientes gira alrededor
de OX. Hallar el centro de gravedad del sólido de revolución que se engendra:

3. x2 - y2 = a2, x = 2 a.

4. 2 x u = aZ, x = Y2 a, x = 2 a.

5. ay = x2, x = a. Sol. x = % a.

6. y2 = 4 x , x = 1. x = 4 .

7. x2 + y2 = 4, x = 0, x = 1.

8. y = a sen x , x = Yz rt.

La superficie limitada por OY y cada una ue las curvas siguientes gira alre-
dedor de OY. Hallar el centro de gravedad del sólido de revolución que se en-
gendra:

9. y2 = 4 ax, y = b. Sol. y % b.

10. x2 - y2 = 1. = 0, = 1. - X6.y y y =
11. ay2 = x3, y = a.
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12 . El radio de la base superior de un tronco de cono de re volu ción es de 
3 cm; el de la base inferior es de 6 cm , y la a ltura mide 8 cm. Determínese el 
cen tro de gravedad. 

1 3 . Hallar el ce n tro de g ra vedad del só lido que se forma cuando la superf icie 
del primer cu adrante limitada por la s rectas y = 0, x = a y la parábola y2 = 4 ax 
gira alrededor del eje de las y. Sol. y = % a. 

14. Hallar el ce n tro de gravedad del sólido que se forma al ha ce r gi rar alre 

dedor del ej e de las x la parte de la elip se X2 + r = I. que está en el primer 
a 2 b 2 

cuad ran te. Sol. x = Ys a. 

15. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma cuando la supe r ficie 
de l primer cuad ra nte limitada por las rectas y = 0, x = 2 a y la hipérbola 
_x2 _ _ y2 

= 1 gira a l rededor del eje de las x. 
a 2 b 2 

16. Hallar el centro de gravedad del sólido que se forma al hacer girar la 
su perficie limi tada por las rectas x = 0, x = a, y = ° y la hipérbola 

X2 _ y2 + 1 = 0, a lreded or del eje de las x. 
a 2 b 2 

17. Hallar el centro de gravedad d el sólido que se form a al hacer girar la 

supe rfici e limitada por las rectas y = O, x = ..:: y la curva ti = sen 2 x, alrede-- 4 ~ 

dar del eje de la s x . 

18. Hallar ei centro de graved ad del só lid o q ue se for m a cuando J.:¡ superficie 
limitada por las rectas x = 0, x = Q, Y = ° y la cu r va y = ee gira alrededor 
del eje de las x. 

19. La su perficie limi tada por un a parábo la, su eje y su lado recto gi ra 
alrededor del lado recto. Hallar el centro de gravedad del só lid o que se en ge ndra. 

Sol. Distancia del foco = %2 del lado recto. 

179. Presión de líquidos. Pasemos ahora al estudio de la presión 
de líquidos, para aprender a calcular la presión de un líquido sobre una 
pared vertical . * 

* N. DEL T . En este capitulo emplearemos el t érmino presión con do s 
significados. E n es te Artículo 179, cuando hablamo s de la presión sobre una su 
perf icie entendemos la fuerza total ejercida sobre esta superf icie por el liquido que 
pesa sobre ella, de su erte que la presión es una función del área de la superficie; 
así. si la presión sobre 1 m 2 es 1200 Kg, entonces la presión sobre 2 m 2 es 2400 Kg. 
E n el Artículo 180 vamos a emplear la palabra presión en el sentido de intensi
d ad, d e manera que el sí mbolo p (presión) representará una cantidad indep en 
diente de l a sup erfi ci e sobre la que la presión se ejerce; así, por ejemplo en el 
caso de un gas co ntenido en un cilindro, diremos que la presión del gdS es 
la misma sobre la pared del cilindro qu e sobre s u base. 
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Supongamos que ABDC (fig. 165) representa una parte de la 
superficie vertical de una pared de un aljibe. Se desea determinar 
la presión total del líquido sobre esta superficie. Sea W el peso del 
volumen unitario de líquido. Tracemos los ejes como se indica en la 
figura, estando el eje de las y en la superficie del líquido. Dividamos 
AB en n subintervalos. y construyamos rectángulos horizontales den
tro de la superficie. El área de un rectángulo (como EP ) es y ~x. 
Si este rectángulo fuese horizontal a 
la pro fu n d ida d x, la presión del 
líquido sobre él sería 

Wxy ~x. 

f
L a presión de un líquido sObre 1 
una superficie hori z ontal dada 
es igual al peso de una columna 

l
dellíqUidO cuya base es esa su
perficie y cuya altura es igual a 
la distancia entre esa SUperfiCieJ 
y la superficie del líquido . * 

Puesto que la presión de un líquido 
es la misma en todas direcciones, se Fig. 165 
sigue que Wxy ~x es, aproximada-
mente, la presión sobre el rectángulo EP en su posición vertical. PO! 
tanto, la suma 

n 

L WXiYi ~Xi 
i = 1 

representa, aproximadamente , la presión sobre todos los rectángulos, 
Evidentemente, la presión sobre la superficie ABDC es el límite de la 
suma. Luego, según el teorema fundamental, 

/l 

lím L WXiYi~Xi = SWXY dx. 
71-;' ", . 

2 = 1 

Por tanto, la presión de un líquido sobre una superficie vertical 
sumergida limitada por una curva, el eje de las x y las dos recta:; 
hori zontales x = a y x = b se da por la fórmula 

(D) 
lb . 

Presión del líquido = W Ja yx dx, 

* N. DEL R. En Hidrostát ic a se dist in gue la preslOn total de la presión 
especifica. o sea. el coci ente entre la f uerza y el á rea sobre la que está aplicad; 
eSla f uerza. 
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en donde el valor de y ha de sustituirse en términos de x, deducido 
de la ecuación de la curva dada. 

Puesto que el gramo es el peso de 1 cm3 de agua, el peso de 1 m 3 

es 1000 Kg . 

EJEMPLO l. Una cañería circular de 2 m de diámetro (fig. 166) está medio 
llena de agua. Hallar la presión sobre la compuerta que cierra la cañería. 

Solución. La ecuación del círculo es X2 + y2 = 1. 

Por tanto. y = v'~ , 
W = 1000. 

y los límites son x = O Y x = l. Sustituyendo en (D). encontrarnos que la 
presión a la derecha del eje de las x es 

Presión 1000fol v' 1 - x2 . x dx = [ - 10
3
00 (1 - X2) % ] ~ = 333.33. 

Luego. presión total = 2 X 333.33 = 666.7 Kg. 

La parte esencial de nuestro razonamiento es que la presión (= dP) 
sobre una tira horizontal elemental es igual (aproximadamente) al 

y 

N ivel del agúQ 

r 
/2 1 

y \ / 8<6.4) 

7 ( x.y ) 

\ / 
~X O A :(4.0) 

j. 8 '1 X 

Fig. 166 Fig. 167 

producto del área de la tira (= dA) por su profundidad (= h) Y el 
peso (= W) del volumen unidad del líquido. Es decir, 

(E) dP = Wh dA. 

Teniendo presente esto, podemos elegir los ejes de coordenadas en 
cualquiera posición que nos convenga. 

EJEMPLO 2. La figura 167 muestra una compuerta . en forma de trapecio. 
de una presa. Hallar la presión sobre la compuerta cua ndo la superficie del 
agua está 4 m arriba del borde su perior de la compuerta. 
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Solución. E ligiendo los ejes OX y OY como se muestran. y trazando una 
tira horizontal elemental. tenemos. empleando (E). 

dA=2xdy. h=8-y. dP = W(8-y)2xdy. 

La ecuación de AB es y = 2 x - 8. Despejando x de esta ecuación y sustitu
yendo. se obtiene 

dP = W(8 - y) (y + 8)dy = W(64 - y2)dy. 

Integrando con los límites y = O y y = 4. obtenemos 

J 4 704 
P = W O (64 - y2)dy = TW = 234667 Kg. 

PROBLEMAS 

E n los siguientes problemas el eje de las y se dirige verticalmente hacia arriba. 
y el eje de las x está al nivel de la superficie de un líquido. Representando por 
W el peso de la unidad cúbica del líquido. calcular la presión sobre las superfi
cies que se forman uniendo con líneas rectas cada serie de puntos. en el 
orden dado. 

1. (O. O). (3. O). (O. -6). (O. O). Sol. 18 W. 

2. (O. O). (3. -6) . (O. -6). (O. O). 36 W. 

3. (O. O). (2. -2). (O. - 4). (-2. - 2). (O. O). 16 W . 

4. Calcular la presión sobre la mitad inferior de una elipse cuyos semiejes 
son 2 unidades y 3 unidades. a) cuando el eje mayor está en la superficie del 
líquido; b) cuando el eje menor está en la superficie. 

Sol. a) 8 W; b) 12 W. 

5. Cada uno de los extremos de un tanque horizontal es una elipse cuyo eje 
horizontal es de 4 m y el eje vertical de 2 m. Calcular la presión sobre un 
extremo cuando el tanque está medio lleno de petróleo que pesa 800 Kg por m 3 • 

Sol. 1067 Kg. 

6. Un extremo vertical de un tanque es un segmento de parábola con el vér
tice hacia abajo; la distancia en la parte superior es de 3 m. la profundidad 
de 6 m. Calcular la presión sobre este extremo cuando el tanque esta lleno de un 
líquido que pesa 1100 Kg por m 3 • Sol. 31680 Kg. 

7. El extremo vertica l de una artesa es un trián
gulo rectángulo isósceles cuyos catetos miden 3 m cada 
uno. Calcular la presión del líquido sobre la extremi
dad cuando la artesa está llena de agua. 

Sol. 3 182 Kg. 
90° 

8. La extremidad vertical de una artesa es un Fig. 168 
triángulo isósceles; el lado de arriba es de 2 m y la pro-
fundidad de 2 m. Calq¡lar la presión del líquido sobre la extremidad cuando la 
artesa está llena de agua. So l . 1333 Kg. 

SUGESTION. Si la ordenada de un vértice superior es m. la del otro 
será m - 2 . 
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9. Un tanque cilíndrico, horizontal. de 3 m de diámetro, está medio
lleno de petróleo cuyo peso es 800 Kg por m". Calcular la presión sobre un
extremo. Sol. 1800 Kg.

10. Calcular la presión sobre una extremidad si el tanque del problema 9
está lleno.

11. Una compuerta rectangular en una presa vertical tiene 3 m de ancho y
2 m de alto. Hallar; a) la presión cuando el nivel del agua está 3 m arriba
del borde superior de la compuerta; b) cuánto más debe subir el agua para que
la presión encontrada en (a) se doble. Sol. a) 24000 Kg.; b) 4 m.

12. Demostrar que la presión sobre una superficie vertical es el producto de
la unidad cúbica del líquido, por el área de la superficie y por la profundidad
del centro de gravedad del área.

13. Un tanque cilíndrico vertical de 10 m de dia me t ro y 16 m de altura está
lleno de agua. Hallar la presión sobre la superficie encorvada.

So/. 4021 l4 toneladas.

180. Trabajo. En mecanica , el trabajo realizado por una fuerza
constante F que causa un desplazamiento d es el producto Fd. Cuan-
do F es variable, esta definición conduce a una integral. Aquí vamos
a considerar dos ejemplos.

Trabajo de bombeo. Consideremos ahora el problema de averiguar
el trabajo que se realiza al vaciar un aljibe cuya forma es la de un

sólido de revolución con eje vertical.
Es cómodo suponer que el eje de las x
de la curva que gira sea vertical, y
que el eje de las y esté en el plano de

---"'l'--+-----}--,..--..,y la parte superior del aljibe.
Considérese un aljibe tal como se

muestra en la figura 169; deseamos
calcular el trabajo que se realiza al
vaciarlo, si la superficie del líquido
pasa de la profundidad a hasta la
profundidad b.

Para ello, dividamos AB en n sub-
intervalos, por estos puntos de divi-
sión hagamos pasar planos perpen-

Fig.169 diculares al eje de revolución, y
construyamos cilindros de revolución,

tal como se hizo en el Artículo 160. El volumen de uno cualquiera de
de tales cilindros será rr..!/ ~x y su peso W rr.y2 ~x, siendo W = el
peso de la unidad cúbica de líquido. El trabajo que se realiza al subir
un peso es igual al producto del peso por la altura vertical; por

" :;:m-,1',
.¡

¡¡Iil1¡'
•• 111111
11'

t I.I~

CENTROS DE GRAV

consiguiente, el trabajo de SI

será W ny2x ~x. El trabajo'
cilindros es la suma

n

i=

El trabajo realizado al val
mente, el límite de esta su
damental,

"
lím I Wn

n-¿en i=1

Luego el trabajo realizado
de revolución, de manera ql
profundidad a hasta la profu

(F) Trabajr

en donde el valor de y ha de
la ecuación de la curva que g

EJEMPLO 1. Calcular el tra
un algi be hemisférico de 10 m

Solución. La ecuación del cí

x2 + y2 = 100.

Luego, y2 = 100 - x2,

W = 1000,

y los limites son x = O Y x = J(

Sustituyendo en (F), obten'

Trabajo = 10001'( f 10 (lOO-x'
O

= 2500 UOO1'( Kg m.

El principio esencial en e
zonamiento es que el elerne
levantar un elemento dV de

siendo W = el peso del voh
sente esto, podemos elegir'
que nos convenga.
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consiguiente, el trabajo de subir ese cilindro de líquido a la altura x 
será W ny2x ~x . El trabajo realizado al subir hasta arriba todos estos 
cilindros es la suma 

n 

L W ny/ Xi~Xi . 
"i= 1 

El trabajo realizado al vaciar la parte AB del aljibe es, evidente
mente, el límite de esta suma. Por tanto, según el teorema fun
damental, 

n 

Hm L Hin Yi2 X i ~Xi = f Wny2 x dx. 
n -'-¿ "' i = 1 

Luego el trabajo realizado al vaciar un aljibe en forma de un sólido 
de revolución, de manera que la superficie del líquido pase desde la 
profundidad a hasta la profundidad b, viene dado por la fórmula 

(F) Trabajo = Wn i b 
y2x dx, 

en donde el valor de y ha de sustituirse en términos de x obtenido de 
la ecuación de la curva que gira. 

EJEMPLO l. Calcular el trabajo que se realiza bombeando el agua que llena 
un algibe h emisférico de 10 m de hondo. 

Solución . La ec ua ción del círculo es 

X2 + y2 = 100. 

Luego , y2 = 100 - x 2 , 

W = 1000, 

y lo s limites so n x = O y x = 10. 

Sustituyendo en (F), obtenemos 

Trabajo = 1000 1t f l O (100-x 2 )x dx 
O 

= 2500000 1t Kgm. 

El principio esencial en este ra-
Fig. 170 

zonamiento es que el elemento de trabajo (= dT) que se realiza al 
levantar un elemento dV de volumen a una altura h es 

dT = Wh dV, 

siendo W = el peso del volumen unidad del líquido . Teniendo pre
sente esto, podemos elegir los ejes de coordenadas de cualquier modo 
que nos convenga . 
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402 CALCULO INTEGRAL

EJEMPLO 2. Una cisterna cónica tiene 20 m de diámetro superior y 15 m
de profundidad. Si la superficie del agua está 5 m más abajo que la parte de
arriba, hallar el trabajo que se hace bombeando hasta arriba el agua de la
cisterna.

AC/O,/5 )
Solución. Tómense los ejes OX y OY

como en la figura 171. Entonces

dV = l'tx2 d q,

h = 15 - y,

dT = W (15 - y) l'tX2 d q .

r
La ecuación de la recta OA es x= % y.

Sustituyendo,
------~--------~~x

dT = l'tW(15 - y)% y2 dy

= :% l'tW (15 y2 - y3) dy.Fig. 171

Los límites son y = O y y = 10, puesto que el agua tiene 10 ID de hondo.
Integrando,

f io
T = % l'tW O (15 y2 - y3) dy = 3490660 Kg m.

Trabajo de un gas al dilatarse. Si un gas en un cilindro al dila-
tarse empuja la cabeza de un émbolo de manera que el volumen del
gas pase de Vo m" hasta V¡ m", el trabajo exterior que se realiza es,
en kilográmetros,

(G) IVl

Trabajo = p dv,
Va

en donde p = presión en kilogramos por metro cuadrado.

Demostración. Supongamos que el volumen aumente de va v+dv.

Sea e = área de la sección transversal del cilindro .

Entonces dv = la distancia que se mueve el émbolo.
e

Puesto que pc = fuerza que causa la dilatación dv, tenemos:

Elemento del trabajo realizado = pc- dv = p dv.
c

De esta igualdad se obtiene (G) aplicando el teorema fundamental.
Para aplicar (G)) debe conocerse la relación entre p y v durante

la dila tación. Esta relación tiene la forma

(1) pvn = una constante.

siendo el exponente n una constante.

CENTROS DE (

La dilatación isoiern
constante. Entonces n
men es

(2)

Si se construye la gr.
con los volúmenes como
área debajo de esta c
según (G). En la dilat
bola equilátera .

1. Una cisterna cilínd
dad está llena de agua. Cal
la cisterna.

2. Si la cisterna del pr
el agua al borde.

3 • Una cisterna cónica
fundidad está llena de agu
que el borde.

4. Un tanque hemisfér
800 Kg por metro cúbico.
tanque.

5. Un tanque he m isf
pesa 800 Kg por m". El
que el borde del tanque, mi
el motor realiza un traba
tardará en vaciar el tanque.

6. Averiguar el trabaje
elipsoidal lleno de agua. L
2,5 m de profundidad.

7. Un aljibe cónico '1
didad está lleno de un líqu
subir el líquido al borde di

8. Un tanque para agu
coronado de un cilindro de
trabajo que se hace al v aci a
debajo del borde.
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La dilatación isoterma ocurre cuando la temperatura permanece 
constante. Entonces n = 1, Y la relación entre la presión y el volu
men es 

(2) pv = povo = p¡l'¡. 

Si se construye la gráfica de (1) ( diagrama de presión y volumen) , 
con los volúmenes como abscisas y las presiones como ordenadas, el 
área debajo de esta curva da, numéricamente, el trabajo hecho 
según (G). En la dilatación isoterma la gráfica de (2) es una hipér
bola equilát.era. 

PROBLEMAS 

1. Una cisterna cilíndrica vertical de 5 m de diámetro y 8 m de profundi
dad está llena de agua. Calcular el trabajo al bombear el ag ua hasta el borde de 
la cisterna. So/. 500000 1t Kgm. 

2. Si la cisterna del problema 1 está medio llena . calcular el trabajo de subir 
el agua a l borde. 

3. Una cisterna cOnlca que tiene 6 m de diámetro superior y 6 m de pro
fundidad está llena de agua . Calcular el trabajo de subir el agua 5 m m ás alto 
que el borde. So l. 1170001t Kg m. 

4. Un tanque hemisférico de 3 m de diámetro está lleno de p e tróleo que pesa 
800 K g por metro cúbico. Ca lcul ar el trabajo de subir el petróleo al borde del 
ta nqu e. 

So/. 81001t Kgm. 
8 

5. Un tanq ue hemisférico de 6 m de diámerro está lleno de petróleo que 
pesa 800 K g por m 3 • El petróleo se bombea, hasta un ni vel 3 m más alto 
que el borde del tanque, mediante un motor de medio caballo de v apor (es decir, 
el motor realiza un trabajo de 2250 Kgm por minuto ) . ¿Cuánto tiempo se 
tardará en vaciar el tanque ? 

6. Averiguar el trabajo qu e se hace al vaciar con una bomba un aljibe semi 
elipsoidal lleno de agua. La pa rte supe rior es un círculo de 2 m de diámetro y 

2,5 m de prof undidad. Sol. 6000;¡ Kgm. 

7. Un aljibe cónico que tiene 2 m de diámetro superior y 3 m de profu n
didad está ll eno de un líquido que pesa 1 280 Kg por m 3 . Calcular el trabajo de 
subir el li qu ido al borde del aljibe. Sol. 9601t K g m. 

8. Un tanque para ag ua tiene la forma de un hemisferio de 8 m de diámetro 
coronado de un cilindro del mismo diámet¡o y de 3 m de altura. Averiguar el 
trabajo que se hace al vac iarlo con una bomba cuando es tá lleno hasta 1,5 m etros 
debajo del borde. 
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9. Un cubo de peso M debe subirse desde el fondo de un pozo de h m de
profundidad. El peso de la cuerda que se emplea en elevarle es m Kg por
metro. Hallar el trabajo que se realiza.

10. Seis metros cúbicos de aire a la presión de 1 Kg por e m? se comprimen a
la presión de 5 Kg por cm ". Determínese el volumen final. y el trabajo rea l i-
zadosiseaplicalaleyisoterma. es decir. p o==C, Sol. 1.2m3; 96566 Kg m .

11. Determínese el volumen final y el trabajo que se ha hecho en el proble-
ma 10 si se aplica la le y a di ab át ica, es decir. p o" = C, suponiendo n = 1.4.

Sol. 1.9 m ": 87673 Kgm.

12. Una masa de aire a la p re si o n de I Kg por cm2 se comprime de 8 m3
a 2 rn ". Determínese la presión final yel trabajo realizado. si la leyes p o = C.

Sol. 4Kgporcm2; 110900 Kgm.

13. Resuélvase el problema 12 SI la leyes p o" = C. suponiendo n = 1.4.
So/. 6,964Kg por cm2; 148220 Kg m ,

14. Una masa de gas con volumen inicial de medio metro cúbico y presión
de 4 Kg por cm2 se dilata hasta que la presión es 2 Kg por crn". Determínese
el volumen final. y el trabajo hecho por el gas si la leyes p o = C.

Sol. 1m3; 13 863 Kg m ,

15. Resuélvase el problema 14 si la leyes p o" = C. suponiendo n = 1.2.
So I . O. 89 m 3 ; 10 911 K g m .

I'~I¡'¡
'I~;:~j

'; !!~i~::!r "¡I,. I~i:1I
UI

11_11"1",

16. Una masa de aire con volumen inicial de 5.5 m3 y presión de l kilogra-
mo por crn? se comprime a 1.2 rn ". Determínese la presión final. yel trabajo
que se ha hecho si la leyes p o = C.

17. Resuélvase el problema 16 si la leyes p o" = C. suponiendo n = 1.4,

18. Un gas se dilata de una presión inicial de 5.5 Kg por cm2 y volumen
de 70 litros al volumen de 250 litros. Hallar el trabajo que se ha hecho si la ley
es p o" = C. suponiendo n = 1.0646.

19. Resuélvase el problema 18 si n = 1.131.

20. Si una varilla recta. homogénea y de espesor uniforme tiene de longi-
tud I y masa M. determínese la atracción que ejerce sobre un punto material P
de masa m situado a la distancia a de una extremidad de la varilla. en la direc-
ción de ésta.

Solución. Supóngase la varilla divídida en porciones iguales suficiente-
mente pequeñas (elementos) de longitud dx.

M
I

M dx =
I

masa de una porción de la varilla de longitud unidad;

luego masa de cualquier elemento.

CENTROS DE GF

La ley de Newton respec

Fuerza de at t

m1------.
P a

por tanto. la fuerza de atraer
varilla es

que es. por consiguiente. un
to que la atracción total e n t n
l ími te de la suma de todos 1,

Fuerza de atracción = So
21. Determínese la atraco

dicular de la varilla en su pui

22. U na v asrja q uc tien
agua. Si h es su altura y r
vaciarse por un orificio de ár

Sol ución. Despreciando
salida por un orificio es la qt
una altura igual a la profund
si x representa la profundid.

Si designamos por so el
en el tiempo d t , y por dx e
de la superficie. el volumen.
dad de tiempo es

aV?'
midiéndose como un cilindre

con altura ti (= ~). i

(1)

Designando
es x , tenemos.

por S el áre
por Geornet:

S
:r r2
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La ley de Newton respecto a la atrac ción entre dos masas cualesquiera dice: 

Fuerza d e atracc ión = prod ucto de las masas 
(distanc ia entre el las) 2' 

;------0--- t~~~~~~:~~~~ 1 ____ _____ ] 

F ig. 172 

por tanto, la f uerza d e atracción entre e! punto material P y un elem ento de la 
va rill a es 

M m dx 
I 

(x + a ) 2 ' 

que es, po r co nsiguiente, un ele m ento de la fu erza de atracción buscada. Pues
to que la atracción total en tre e! pun to ma teria l sit uado en P y la va rill a es el 
limi te d e la s uma d e todos los oles e!emen tos en tre x = O Y x = 1, ten emo s: 

So 
l li m dx 

Fuerzade atracción= 1 =Mm (l dx 
O (x + a) 2 1 Jo (x + a) 2 

+ Mm 
a (a + 1) 

21. Determínese la atracción en e l problema anterior si P es t á en la perpen
dicular de la va rilla en s u p un to m edio, a la distancia a de és ta . 

2mM 
Sol. 

a V 4 a 2 + 12 • 

22. Una vas IJ a que tiene la for m a d~ un cono circ ul a r recto está llena de 
agua. S i h es s u altura y r el radio de la base , ¿cuánto tiempo n eces i tará para 
vaciar se por un orificio d e área a en el vé rti ce? 

Solución. Desprec ia ndo todas las re sistencias, se sa b e que la ve lo cidad de 
salida por un orificio es la que un cuerpo adquiere cuando cae librem ente desde 
una altura igual a la profundidad del agu a . Por tanto, 
si x represe nta la profundidad del agua , tendremos 

u = V 2 gx . 

Si d esig namos por dQ el vol u me n del agua que sale 
en el tiempo dt, y po r dx el descenso cor respo n dien te 
d e la superficie , el volumen de! agua qu e sale en la u ni
dad de ti empo es 

midi éndo se como un cilindro recto con base de área a y 

con altura u (= ~) . Por tanto, en e! tiempo di 

(1) dQ=a V2gxdl . 

Fig. 173 

D es ignando por S e l área de la su pe r ficie d el agua cua nd o la prof un didad 
es x , tenemos, por Geometria, 

S X2 

:r rz = h 2 ' 
o sea . S - --¡;z. 
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Pero el volumen del agua que sa le en el tiempo di puede igualmente conside 
rarse como el volumen de un cilindro AB con base de área S y con altura dx; 
por tanto, 

(2) 

Igualando (1) y (2), Y despejando di, 

Por tanto, 

181. Valor medio de una función. La media aritmética (o valor 
medio) de n números yl, y2, ... , yn es 

(1 ) y = l.- (Yl + Y2 + ... + y,,) . 
n 

De manera análoga se establece la fórmula: 

. '\ r ¡, <p (x) dx 
Valor medIo de <P (x) ~ :::J-c oa::-. ___ _ 

de x = a a x = b f = b - a 
(H) 

La figura 174 muestra la gráfica de 

(2) y = <P (x) . 

Una manera de establecer el valor medio (y) de las ordenadas del 

y 

o 

Fig. 174 

arco PQ, es la siguiente: dividamos A B 
en n partes iguales, cada una igual a ~x, 
y sean yl, y2, . . . , Yn las ordenadas en 
los n puntos de división. Entonces (1) 
dará un va lor aprox imado del valor medio 
buscado. Si ahora multiplicamos por ~x 
el numerador y el denominador del segundo 
miembro de (1), entonces, puesto que 
n ~x = b - a, obtenemos: 

í3) - ( . I t) yl ~x + y2 ~x + ... + Yll ~x \ y aproxlmac amen 'e = b _ a 

y como el numerador en (3), es, aproximadamente, el área 
APRQB, resulta que si definimos el valor medio de y [o sea, de <p(x) J, 
como el límite del segundo miembro de (3) cuando n ---7 CIJ, obte
nemos (H). 
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En la figura, el valor medio de 4> (x) es igual a eR si el área del 
rectángulo ABML = área APRQB. 

Si tomamos y como función (la variable dependiente), entonces (H) 
se convierte en 

(1) 

EJEMPLO. 

( 4) 

_ iby dx 

y= 
b-a 

Dado el círculo (fig. 175) 

hallar el valor medio de las ordenadas en el primer cuadrante: 

a) cuando y se expresa como una función de la abscisa x ; 

b) cuando y se expresa 
como un a función del ángu 
lo O (el ángulo MOP). 

Sol ución. a) Puesto que 

y = V r 2 - x t , el numerador 
en (1) es 

Sor V r 2 - X2 dx = Y-í nr 2 • 

Entonces, 

y = Y-í rrr = 0.785 r. 

b) Puestoquey=rsenO, 
y que los límites son 

O = O = a, O = Yz n = b. 

el numerador en (1) es 

'o y, ". r Jo senOdO=r. 

y 

o 

Fig. i75 

y como b - a = Yz n. tenemos y = ~ = 0.637 r. 
n 

x 

Así tenemos va lores de y absolutamente diferentes . según la variable inde
pendiente con respecto a la que se toma el valor medio. 

Como en el ejemplo anterior se muestra, el valor medio de una fun
ción dada y dependerá de la variable que se haya elegido corno variable 
independiente . Por esta razón escribimos (I) en la forma 

i b 

ydx 
(5 ) y:r = b-a 
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para indicar, explícitamente, la variable con respecto a la que se 
calcula el valor medio. 

Así. en el eje mplo anterior tenemos 'Ix = 0 . 785 r y '19 = 0 .63 7 r. 

PROBLEMAS 

1. Hallar el va lor medio de y = X2 de x = O a x = 10 . Sol. 33 0. 

2. Hall ar el valor m edio de las ordenadas d e '1 2 = 4 x de (O. O) a (4. 4). 
tomadas uniformemente a lo la rgo del eje de las x. Sol . 2%. 

3. Hall a r el va lor medi o de las abscisa s de y2 = 4 x de (O. O) a (4. 4) 
cuando se d istr ibuye n uniform eme nte a lo larg o del eje de las y. Sol. 1 0. 

4. Hall ar el valor medio de se n x entre x = O y x = n. S al. 2/ n. 

5. Hallar el valor medio de sen 2 x entre x = O y x = n. (Es te valor m e
dio se emplea frecuentemente en la teoría de las corrientes alternas.) Sol. Yz . 

6 . Si en el vacio un punto materi al se arrojase hacia abajo co n ve locidad 
inicial de Uo m por segundo, la ve locidad después de t segundos v iene dada por 
la fórmula 

(1) u = Uo+gt. 

La velo cidad desp ués de caer s m v iene dad a por la fórm ul a 

(2) u = V uu2 + 2 gs. (Tómese g = 9,8.) 

Hallar el va lor medío de u , 

a) durante los primeros 5 segundos parti endo del reposo; 

b) durante los primeros 5 segundos. 
10 ,5 m por seg undo ; 

Sol. 24.5 m por segundo. 

partiendo con ve lo cidad ini cial de 
Sol. 35 m por segu nd o. 

e) durante lo s primeros 2 Y2 segundos . part iendo del reposo; 
S ol. 12.25 m po r seg u ndo. 

d) dur ante los primeros 30 m etros , partiendo del rep oso; 
Sol. 13,46 m por seg undo. 

e) durante lo s pri :nero s 30 m . part ie ndo con velocidad inicial de 18.5 m por 
seg undo . Sol. 32 , 17 m por segundo. 

7. En el movimiento armónico simple, s (= distancia) = a cos nt . Hallar 
el va lor medio de la velocidad durante un cuarto de período: a) con respecto 
al tiempo; b) con respecto a la distancia. 

8. D emostrar q ue en el movimiento armónico s im ple la ene rgía cí netlca 
media, con respecto al ti empo, para un múltiplo cualquie ra cf o un cuarto de 
pe rí odo, es la mitad de la en ergía cin ética máxima . 
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9. En una línea rec ta de lo ngitud a se toma un p unto al azar. D emos
t rar : a) que el área media del rectángulo cuyos lados son los dos segmentos 
es ~ a2 ; b) que el valor medio de la suma de los cuadrados construídos sobre 
los dos segmentos es % a2 • 

10. Si un p un to se mue ve con aceleració n co n stan te. el va lor medio . con 
respecto al ti empo. del cuadrado :le la ve lo cidad es Y:í (uo 2 + UUU [ + U[2) sien 
do Uo la veloc idad inicial y u [ la final. 

11. Demostrar que el alcance hori zo nt a l medi o de un a partíc ul a material 
lanzada con ve locidad dada con un ángulo d e elevació n arbitrario. es 0.6366 del 
máximo alcance ho r izo ntal. 

SUGESTION. Tómese ex = O en la fórmula del prob lema 35 de la página 137 . 

Las fórmu las 

(6 ) X s = 
fXds 
fas 

y . = 

fYdS 
fds 

en donde (x , y) es un punto cualquiera sobre una curva cuyo ele
mento de arco es ds, definen el centro de gravedad del arco. Estas 
fórmulas dan, respectivamente, los valores medios de las abscisas y 
ordenadas de puntos sobre la curva cuando éstos están uniformemente 
distribuídos a lo largo de ella. (Compárese con lo dicho en el Ar
tículo 177 . ) 

12 . Demostrar que el á rea de la sup erf icie cur va que se en ge ndra h ac iendo 
g irar un arco de una curva plana alrededor de una recta de su p lan o. qu e no 
corta el arco. es igual al producto de la lon gi tud del arco por la circunferencia 
q,ue describe su centro de g ra veda d (6) . (Teorema de Papp us. Com párese con 
lo di cho en el A rtí culo 250.) 

SUGEST ION. E m pl€ese (L) del A r tíc ul o 164. 

13. Hallar el centro de g rav ed ad del arco de la parábola 1/2 = 4 x compre n-
~ id o entre los puntos (O. O) y (4. 4). Sol. x = 1. 64 . Y = 2. 29. 

14. Hallar el centro de g ra ved ad del arco de la circ un fere n cia Q = a com 
Plrendido entre - O Y + O. 

Sol. Ji - a se n O 
--0- ' 

15. Hall ar el centro de grave dad de la curva Q = a (l + cos O). llamada 
cardioide. Sol. x = % a. Y = O. 

16. Por el teo rema de Pappus hallar el ce n t ro de grave dad del arco de la 
circul1 fere ncia X2 + 1/2 = (2 situado en el primer cuadrante. 

Sol. - 2 ( 
x = u =-. 

J l[ 
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17. Hallar . por el teorema de Pappus . el área de la su perficie del toro que 
se eng endra haciendo g irar el círculo (x - b) 2 + y2 = a2 (b > a) alrededor 
del ej e de la s y. 

18. Un rectángu lo g ira alrededor de un eje que está en su plano yes per 
pendicular a una dia go nal en uno de sus extremos. Hallar el área de la superfi 
cie que se en ge ndra . 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Una superficie está limi tada por las lín eas y=x 2 • x + y= 6. y=O y x = 3. 
Hallar su centro de gravedad. 

Sol. 
76 

x = ,37' 
281 

y = 185' 

2. La abscisa del centro de graveda d de la superfici e limitada por la curva 
2 y = X2 y cierta l í nea que pasa por e1 ori ge n es l. Hallar la ordenada del ce n
tro de g ra vedad. Sol. %. 

3. Hallar el centro de grave dad d e la sup erficie limi tada por la curva 
y = xn (n > O). el ej e d e las x y x = 1. Discútase el lu ga r geom étrico del 
centro de gra ve dad cuando n varí a. 

Sol. 
n + 1 

x =n+ 2' 
n +l 

y = 2(2~ 

4. Hall ar la ec ua ció n del lu ga r geomé trico del centro de grav edad de la 
superficie limitada po r el eje de las x y la parábola y = ex - X 2 cu ando e va ría. 

Sol. 5 y = 2 X 2. 

5. Se dan la parábola X 2 = 2 py Y un a rec ta ob licu a cualquiera y = mx + b 
q ue corta la pa rábola en los puntos A y B. Por C. punto m edio de AB. 
t rá cese una p aralela al eje d e la parábola . y sea D el punto de intersección. 
D emostrar que: a) la tan ge nte a la parábola en D es paralela a la rec ta AB; 
b) el centro de gravedad del recinto ACBD está en l a recta CD . 

6. Sea P un p un to de la parábo la y = X 2. y se a C el ce ntro de g rave dad 
d el recinto lim itado por la parábola . el eje de las x y la ordenada por P. 
Ha ll ar la posición de P de man era qu e el ángulo OPC sea máximo. 

Sol. Ordenada = X4' 

7. Una cisterna tien e la for ma de un só lido enge ndr ado haci en do g irar 
alrededor de su ej e ve rtical un segmento d e pa rábo la terminad o por una cu erda 
pe rp endicular al ej e a distan cia de 3 m del vé rtice; la cu erda.tiene 3 m de largo . 
La ci ste rna está llena de ag ua. Hal la r el trabajo que se neces i ta para bombear 
hasta ar rib a de la cisterna la mi tad d el vo lum en de ag ua. 

Sol. 3375 (V2 - 1) ~ = 2 l96Kg m. 

8. Una cisterna hemisféric a. de radio r. est á llena de ag ua. que se ha de 
bo mbea r. La bomba está ac cionada por dos h ombres su ces ivam ente. y cada uno 
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de ellos hace la mitad del trabajo. ¿ Cuá l será la profundidad d del agua cuando 
el primer h om bre ha terminado el trabajo qu e le corresponde? 

So!. !!.... = I - /-2---"';-=2 = 0,459. 
r \j 2 

9. Un tanque que tiene la forma d e un cono circular in ve rtido está ll eno 
de agua. Dos h ombres deben bombear el agua hasta arriba del tanque. haciendo 
cada uno la mitad del trabajo. Llamando z a la razón de la profundidad del 
agua qu e queda en e l tanque cuando el primer hombr e ha terminado su trabajo, 
a la p rofundidad in i c i a l , demost rar que z se d etermina por la ecuación 
6 Z4 - 8 z3 + I = O. Calcular el va lor de z con dos dec imal es . Sol. 0,61. 

10. U n pozo tiene 30 m de prof und idad . Un cubo que pesa 1,5 Kg ti en e 
un volumen d e 60 litros (= 0,06 m 3 ) . E l cubo se ll ena de agua en el fondo del 
pozo, y se leva n ta hasta arriba con ve locidad constante d e 2 m por seg und o. 
Despreciand o el peso de la cuerda , hallar el trabajo que se hace en lev antar 
el cubo, si se sabe que el agua se sa le del cubo a la razón consta nte de 0,3 litros 
por segundo. So/. 888,75 Kgm. 

11. La porción de plano OAB se divide en elem entos 
(f ig . 176 ) por rectas trazadas d esde O. Demo stra r 

tales com" OPQ 

q ue el área A del recinto y los momentos d e área 
Mx y M.o vien en dados por las fórmulas: 

A = Yzf(X Y' - y )dx , 

Mx ·Yz f y (xy' - y) dx , 

Mv = ~f X (xy' - y) dx. 

(El centro de gravedad de un triángu lo está sobre 

y 

x 

Fig, 176 

cualqu ier mediana a dos tercios de la distancia del vértice al lado opuesto.) 

12. Hallar el cent ro de gravedad del sector hiperbólico limitado por la 
hipérbola equi látera x = a sec (J, y = a tg (J Y los radios que unen el origen co n 
los puntos (a, O) y (x, y). 

2 tg (J 
So/. x=Taln(sec(J+tg(J)' 

2 sec (J - 1 
!I = T

a 
In (sec (J + tg (J) 
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CAPITULO XIX 

SERIES 

182. Definiciones. Una sucesión es un conjunto de términos for
mados según una ley o regla determinada. 

Por ejemplo, 1, 4, 9, 16, 25 

y 

son sucesiones . 
Una serie es la suma indicad~ de los términos de una sucesión. 

A::;í, de las sucesiones anteriores obtenemos las series 

1 + 4 + 9 + 16 + 25 

y 

Cllando el número de términos es limitado, se dice que la sucesión 
o serie es finita . Cuando el número de términos es ilimitado, la suce
sión o serie se llama una sucesión infinita o una serie infinita . 

El término general o término enésimo es una expresión que indica 
la ley de formación de los términos. 

EJEMPLO 1. En la primera sucesión anterior, el término general o término 
enés imo es n 2 • El primer térm ino se obtiene haciendo n = L el décimo término 
haciendo n = lO , etc. 

EJEMPLO 2. En l a segunda sucesión, el término enésimo, con excepción 

de n = 1, es ( - x) n - 1 

n-l 

Si la sucesión es infinita, se indica por puntos suspensivos, como 

1, 4, 9. . .. , n2
, 
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F(1cioriales. Una expresión que se presenta frecuentemente en el 
estudIo dp- las series es el producto de números enteros sucesivos 
comenzando por 1. Así, 1 X 2 X 3 X 4 X 5 es una expresión de esta 
clase, que se llama factorial 5. Las notaciones 12 ó 5! son las más 
usuales. En general, una expresión de la forma 

I~ = 1 X 2 X 3 X ... X (n - 1) X n 

se llama factorial n . Se entiende que n es un número entero y posi
t ivo. La expresión I~ no tiene significado si n no es un número entero 
y positivo . 

183. La serie geométrica. Para la serie geométrica de n tér
minos, 

(1 ) Son = a + ar + ar2 + ... + arn- 1 , 

se demuestra en Algebra elemental que 

(2) a (1 - r n) . Sn = a (rn - 1 ) 
Sil = 1 ' o tambIén, , 

- r r -1 

empleándose la primera forma si 1 r 1 < 1 Y la segunda si 1 r 1> 1 . 
Si 11·1 < 1, entonces rn disminuye en valor numérico cuando n 

aumenta, y 
lím (rn ) = O. 

n""'¿oo 

Luego vemos por la fórmula (2) que (Art. 16 ) 

(3 ) lím Sn = 1~. 
n""'¿ oo - r 

Por tanto , si 1 r 1 < 1 la suma Sn de una serie geométrica t iende 
hacia un lími te cuando el número de términos aumenta indefinida
mente. E n este caso se dice que la serie es convergente. 

Si Irl > 1, en tonces rn se hará infinito cuando n aumen ta indefini 
damente (Art. 18). Por tanto, de la segunda fórmula de (2), la 
suma S", se ha rá infinita. E n este caso se dice que la serie es diver
gente. 

Un caso especial se presenta si r = - l. E ntonces la seri e es 

(4 ) a-a+a-a+a-a 

Si n es par, la suma es cero. Si n es impar, la suma es a . 
Cuando n aument.a indefinid amen te la suma no aumenta indefin ida
mente y no tiende hacia un límite. Una serie de esta clase se llama 
oscilante. 
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EJEMPLO. Consideremos la serie geométrica en la que

a=1, r=Vz,

(5) s; = I +~+~+ ... +_1_.2 4 21/.-1

Según (2),
I -~

S" = ~ =2 __ 1_.
I - Yz 211.-1

Entonces

(6) Iím Sn = 2, lo que está de acuerdo con (3) cuando a = 1, r = Yz.n---7c.o

o 1 11- 1+ l-f- 2! I I I I IS, S, S S.3

Fig. 177

Es interesante estudiar la serie (5) desde un punto de vista geométrico.
Para ello, tornemos sobre una recta, como se indica en la figura 177, valores
sucesivos de S",

n 2 etc.3 4,

S" e tc .

Cada punto así determinado biseca el segmento entre el punto anterior y el
punto 2. De esta consideración, la igualdad (6) resulta evidente.

PROBLEMAS

En cada una de las series siguientes: a) descubrir la ley de formación;
b) escribir tres términos más; e) hallar el término enésimo o general.

Sol. Término enésimo = 21/..

2. (- 1) n-I

n

3. n-2
n+l

4. x2 x3 x,
x+--+-+--_+ ...

1 1. 2 i . 2 . 3 1.:: .

5. -yI~ + ~ + x -yI-:;' + x2 + ...
2 2·4 2.4.6 2.4.6.8 2" 1.::'

2X

(- a) 1/.+1

?, n + 1

Escribir los cuatro p rirne rc
general es el que se da.

212-1
7. -yI-;;'

8. n +2
2 n - ¡"

9. n
312-1'

X71-1

10. -yI-;;'

11. ( _ 1) n-I x2n- I .

I~
(x - a)n-I

12. 1.::

13.
(y + n) 21/.-1.

2" 1.::

184. Series convergen

S« = 1..

la variable S" es una fur
número de términos (= r;
dos cosas siguientes:

CASO l. Que S« tiem

(1)

En este caso Be dice que 1:
al valor u, o que tiene el

CASO II. Que S; no
dice que la serie infinita el

Ejemplos de series divr

1+
1-

Como ya hemos dicho
es un número u (llamad
A una serie divergente no

http://carlos2524.jimdo.com/



que

ando a = 1. r = 7f.

i1- 11.. ir 2

5, 5, 54

o de vista geométrico.
n la figura 177, valores

erc.

e te.

el punto anterior y el
evidente.

la ley de formación;
ési mo o general.

enésimo = 2/1..

(- 1) 11-1
n

n-2
n+1

(- a) 11.+1

2 n + l

SERIES

Escribir los cuatro primeros términos de cada serie cuyo término enesimo o
general es el que se da.

2n-1 2 4 87. V--;;' Sol. 1 + VI + V3 + v'4 + ...

8, n +2 456
2 n-l' 3+3+5+7+ ....

9. n 234
3"-1' 1 +3+9+27 + ....

x71-1 X x2 x3

10. V--;;' ! + VI + V3 + v'4 + ...

(_ !)n-Ix2n-1 x3 x5 x711. 12n-1 x - /2. + 12 - 12 +

(x - a)n-I "+1
12. I~ 14. 2-2-

v' n + 2
(y + n ) 2"-1. 3"-1 en

13.
2n I~ 15. 2"1~

184. Series convergentes y divergentes. En la serie

Sn = Ui + U2 + U3 + .. , + Un ,

la variable S" es una función de n. Ahora bien, si hacemos que el
número de términos (= n) tienda a infinito, puede ocurrir una de las
dos cosas siguientes:

CASO l. Que S; tienda hacia un límite, digamos u; es decir, que

(1) lím Sr¡ = u.n---7w

En este caso se dice que la serie infinita es conuerqenie y que converge
al valor u, o que tiene el valor u.

CASO II. Que S; no tienda hacia ningún límite. En este caso se
dice que la serie infinita es divergente.

Ejemplos de series divergentes son

1+2+3+4+5+
1-1+1-1+ ....

Como ya hemos dicho, en una serie convergente el valor de la serie
es un número u (llamado a veces la suma) que se define por (1).
A una serie divergente no se le asigna ningún valor.

415
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En las aplicaciones de las series infinitas, las series convergentes 
son las de mayor importancia. Es preciso, por tanto, tener medios 
para poder saber si una serie dada es convergente o divergente. 

185. Teoremas generales. Antes de desarrollar métodos especiales 
para probar las series, llamaremos la atención sobre los siguientes 
teoremas. Se prescinde de su demostración. 

Teorema 1. Si Sn es una variable que siempre aumenta cuando n 
aumenta, pero sin llegar nunca a ser mayor que algún número fijo defi
nido A, entonces, cuando n tiende a infinito, Sn ten.drá un límite u no 
mayal' que A. 

La figura 178 ilustra la proposición. Los puntos determinados por 
los valores SI, S2, S3, etc. , se acercan al punto u, que no está más 
allá de A . Así, 

$ , 
I 

lím Sn = U. 
n-:»oo 

$, $ , 
I I II 

Fig. 178 

A 
I 

EJEMPLO. Demostrar que la se ne infinita 

( 1 ) 

es convergen te. 

Solución. Prescindiendo del primer túmi!1o, podemos ese ribir 

(2) Sn = 1 + _ 1_ + __ 1_ + . .. + - ..,.--,c---
1.2 1.2. 3 1 2.3 ... n 

Consideremos ahora la \' ariablc SIL definida por la igualdad 

(3 ) 
1 1 1 

1+ - +-+ .. . +-, 
2 2.2 2" - 1 

formada reemplazando por 2 todos los factores; excepto el factor 1, d e los 
denominadores de (2). Evidentemente , Sn < Sn . Además, en (3) tenemos una 
serie geo m étri ca con r = Yz y Sil < 2 por grande que sea n (v éase el Artícu 
lo 183 ). Por tanto, Sil, definid a por la igualdad (2), es una variable que 
siempre aume nU cuando n au ment a, pero que permanece menor que 2. Luego, 
SI! tiende hacia un limite, cuando n tiende a infinito. y ese l imite es menor 
qu e 2. Por consigui ente. la serie infinita (1) es con\'Crg ente. y su valor es 

menor que 3. 
Veremos más adelante que el valor de (1) es la co nst a nte e = 2.71828 .. . . 

base de lus logaritmos natuL1les (Art . 6 1) . 
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Teorema n. Si Sil es una. vaTiable que siempTe disminuye cuando n 
aumenta, pero sin llegaT nunca a seT menor que algún númeTo fijo defi
nido B, entonces, cuando n tiende a infinito, Sil tendeTá hacia un 
limite u no menOT que B. 

Consideremos aho ra una serie convergente 

Sn = UI + U2 + U3 + .. . + Un 

en la que lím Sn = u. 
n-7 '" 

Representemos gráficamente en una recta orientada los puntos 
determinados por los valores SI, S2, S3, etc. Entonces, cuando n 
aumenta, estos puntos se acercarán al punto determinado por u 
(teniendo todos los términos de Srt el mismo signo) o se agruparán 
alrededor de este punto. Así es evidente que 

(A) lím U n = O. 
71-7'" 

Es decir, en una serie convergente el término general t iende a cero. 
Reciprocamente, si el término general de una serie no tiende a cero 

cuando n tiende a infini to, la serie es divergente. 
Pero (A) no es condición' , suficiente' , para la convergencia de la 

serie; es decir , si el término enésimo t iende a cero, no por eso pode
mos afirmar que la serie es convergente . En efecto, consideremos la 
serie a rmónica 

En este caso, 

1 1 1+ - +-+ 2 3 
+1-. 

n 

lím Un = lím 1- = O ; 
7>-7'" 11-700 n 

lo que nos dice que se cumple la condición (A). Sin embargo, demos
traremos en el Artículo 186 que la 'serie es divergente. 

Ahora vamos a deducir criterios especiales de convergencia que por 
lo común se aplican más fácilmente que los teoremas anteriores. 

186. Criterios de comparación. En muchos casos es fácil deter
mina r si una serie dada es o no convergente, comparándola, término 
a término, con otra se rie cuyo carácter se conoce. 

Criterio de convergencia. Sea 

(1) UI + U 2 + Ua + 
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una serie de términos positivos que deseamos saber si es o no convergente . 
Si se puede encontrar una serie de términos positivos que sepamos de 
antemano que es convergente, a saber, 

(2) ... , 

cuyos términos no sean nunca menores que los términos correspondientes 
de la serie dada (1), entonces la serie (1) es convergente y su valor no 
excede al de la serie (2). 

Demostración. Sea 

sn = Ul + U2 + U3 + + un, 

y 

y supongamos que Um Sn = A. 
n-7"" 

Entonces, puesto que 

S" < A Y Sn < Sn , 

también es Sn < A. Por tanto, según el teorema 1 del Artículo 185, 
s,. tiende hacia un límite y la serie (1) es convergente, y su valor no 
es mayor que A, como se quería demostrar. 

EJEMPLO l. Averiguar si la serie 

(3 ) 

es convergente. 

Solución. 

(4) 

1 1 1 1 
1 + - +-+-+-+ .... 22 3" 4 4 55 

Comparándola con la serie geométrica 

que se sabe es convergente, se observa que los términos de (4) nunca son meno
res que los términ os correspondientes de (3). Por tanto, la serie (3) es tam
bién convergente. 

Por un razonamiento análogo al que hemos aplicado a (1) y (2) 
podemos demostrar el 

Criterio de divergencia. Sea 

e5 ) Ul + U2 + U3 + 
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una serie de términos positivos que deseamos saber si es o no convergente . 
Si estos términos no son nunca menores que los términos correspondientes 
de una serie de términos positivos tal como 

(6 ) ... , 

de la cual se sabe de antemano que es divergente, entonces (5) es una 
serie divergente. 

EJEMPLO 2. D emostrar que la serie armónica 

(7) 

es divergente. 

Solución. Escribase (7) como se indica a continuación. y compárese la 5erie 
con la escrita debajo de ella. Los paréntesis se introducen para ayudar a la 
comparación. 

(8) I [1 1] [1 I 1" 1] [1 i] 1+-+ -+- + -+-+-+- + -+ ... +- + .. .. 2 3 4 5 6 7 8 9 16 

(9) 

Observamos que los t érminos de (8) nunca son menores que los términos 
correspondientes de (9). 

Pero observamos también que (9) es divergente. puesto que la suma de los 
términos en cada paréntesis es Yz. de suerte que S" aumentará indefinidamente 
cuando n se hace infinito. 

Luego (8) es divergente. 

EJEMPLO 3. Averiguar la convergencia o divergencia de la se rie 

Solución. Esta ser ie es divergente. puesto que sus t érminos son mayores 
que los términos correspondientes de la serie armónica (7) que es divergente. 

Vamos ahora a estudiar la serie 

(10) 

llamada a veces' 'serie p" , pues es út.il para aplicar el criterio de 
comparación. 

Teorema. La" serie p" es convergente cuando p > 1; es diver
gente para otros valores de p . 
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Demostración. Escríbase (10) como se indica a continuación, y 
compárese con la serie que se escribe debajo de ella . Los signos de 
paréntesis se emplean para ayudar a la comparación. 

(11 ) 1 + [ 2
1

1' + 3
1

1' ] + [ 411) + ;1' + ;1' + 711) ] 

+ [8
1

1' + ... + 1~ 1' ] + .. . , 

(12) 1 + [2
1p + ;1' J + [ 4111 + 4

1
1' + 4

1
1' + 41p] 

+ [811' + .. . + 8\) J + 

Si p> 1, los términos de (12) nunca son menores que los términos 
correspondientes de (11). Pero en (12) las sumas de dentro de los 
paréntesis son 

1 1 2 1 1 1 1 1 4 22 1 
2 1) + 21' = 2 P = 21'- 1; 4)) + 4 1' + 4 1' + 41' = 4 P = 2"p = 22<H! ; 

y así sucesivamente. Por tanto, a fin de averiguar la convergencia 
o divergencia de (12 ) , podemos considerar la serie 

Cuando p > 1, la serie (13 ) es una serie geométrica de razón 
menor que la unidad; luego , es convergente. Luego (iO) también es 
convergente. Cuando p = 1, la se rie (10) es la serie armónica y 
es divergente. Cuando p < 1, los términos de la serie (10), con 
excepción del primero, son mayores que los términos correspondientes 
de la serie armónica, luego en este caso (10 ) es también divergente . 
El teorema queda, por consiguiente, demost.rado. 

E J EMPLO 4. D emos trar que la se rie 

2 4 6 + 2n 
(1 4) ~+~+4.5. 6 ···+ (n+ l )(n + 2 ) (n+3 ) + 

es con ve rgente. 
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E () 2n 1 1 . 1 
Solución. n 14 , tl" < -, o sea, - tln < -; es d eCIr. que - tln es 

n 3 2 n 2 2 
menor qu e el término genera l de la "serie p" cuando p = 2. Por tanto, la 
serie en la que cada uno de sus té rminos es la mi tad del términ o correspondiente 
en (14) es co n ve rgente; luego (14) tambi én es convergente. 

PROBLEMAS 

Averiguar la convergencia o divergen cia de cada una de la s siguientes series; 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

¡ 1 ¡ 1 
-¡- + . / - + . / - + .... /- + Sol. Con verge nte. 

V 23 V 33 V n 3 

3 3 + 3 + + .... ~+~3 T:"4 ... n(n + 1) 

4 + 8 + 12 + 4 n + .... 
~ -n 4 - 5 .. . (n + 1) (n + 2) 

_ 3_ + _5_ + _7_ 
2.3.4 3.4.5 4.5 · 6 

2 n + 1 
+ .. . ( n + 1) (n + 2) (n + 3) + .... 

1 1 I I 
5+10+15+'" 5 n + ... 

I I ¡ I 
4+5+6+'" n+3 + 

~ + L + l. + ... _ 1 _ + ... 
4 10 28 3" + 1 

1 I 1 1 
) + V) + -0'3 + ... {lT + 

1 1 I 1 
4+7 +1 2+'" n2 +3+'" 

1 1 1 1 
2+8 + 26+ '" v:=-¡ + ... 

__ 1_ + _ _ 2_ + _ _ 3_ 
2. 2.3 2 .3·4 2 . 45 

+ ... 2(n+I~(n+2) + .... 

Diver ge nte. 

Converscnte. 

Convergente. 

Di ve rgente. 

Con verge nte. 

Div ergente. 

Di v ergente. 

Con vergen te. 

Di vergen te. 

Con verge nte. 

Con verge nte. 

D ivergcn te. 
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14. Convergente.

15. 17. l l l-+-+-+ ...log 2 log 3 log 4

16. 18. l l l l- +-+-+-+ ....2 6 10 14

187. Criterio de D'Alembert. En la serie geométrica infinita

a + ar + ar" + ... + ar" + ar":" 1 + ... ,
la razón de los términos consecutivos arn y arn+l es r . Sabemos que
esta serie es convergente cuando Ir 1< 1, Y divergente para otros
valores. Ahora vamos a explicar un criterio que usa la razón de un
término al precedente y que puede aplicarse a cualquiera serie.

Teorema. Sea

(1) ui +U2 +U3 + ... + Un + Un+l +...
una serie infinita de términos positivos. Consideremos dos términos gene-
rales consecutivos Un y Un+l, Y formemos la razón de un término cual-
quiera al anterior, o razón de D' Alembert:

Razón de D'Alembert = Un+l •
Un

Hallemos ahora el límite de esta razón de D' Alembert cuando n
tiende a infinito. Sea este limite

Un+lº = límn--7'" Un

Entonces:

I. Cuando Q < 1, la serie es convergente.

ll. Cuando Q> 1, la serie es divergente.

III . Cuando º = 1, el criterio falla.

Demostración. I . Cuando Q < 1. Según la definición de límite
(Art. 14)' podemos elegir n tan grande, digamos n = m, que cuan-

do n:> m la razón U
n
+l diferirá tan poco de º como queramos, y,

Un
en consecuencia, será menor que una fracción propia r. Luego

Um+l < Um1'; Urn+2 < Um-t-l r < Umr2; U"'+3 < Um 1'3 ;

y así sucesivamente. POI

mino de la serie (1) es
serie geométrica

(2) Um1'

Pero, puesto que r <

serie (1) también lo es (
II . Cuando º > 1 I

demostrarse que la serie (
III . Cuando Q = 1,

es decir, que el criterio fa

La razón de D' Alemberi

U,,+l= (

u"

y )' (un+1) lí1m -- = II
,,--700 un n-:

Luego Q = 1, cualqui
tículo 186 hemos demost
gente, y cuando p ~ 1 l

Así queda comprobad«
convergentes como para
aplicarse otros criterios, :
considerarlos.

Para la convergencia 1

rior sea menor que la uni.
exige que el limite de la 1

en la serie armónica la ra:
que 1 ; pero el límite es

La exclusión de un ¡
afectará al valor del límit

188. Series alternad¡
minas son alternativamen

Teorema. Si
UI
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y así sucesivamente. Por tanto, después del término U m , cada tér
mino de la serie (1) es menor que el término correspondiente de la 
serie geométrica 

(2) 

Pero, puesto que r < 1, la serie (2) es convergente; luego la 
serie (1) también lo es (Art. 186). 

II. Cuando (1 > 1 (o (1 = 00). Razonando como en I, puede 
demostrarse que la serie ll) es ahora divergente. 

III. Cuando (1 = 1, la serie puede ser convergente o divergente; 
es decir, que el criterio falla. En efecto, consideremos la "serie p' , , 

1 1 
+ n P + ( n + 1) P . 

La razón de D 'Alembert es 

Un+l ( n )P 
~ = n+1 = 

y lím (un+1
) = lím (l __ l_)P = (1)P = 1(=(1). 

1l--7 00 Un n--7oo n + 1 

Luego (1 = 1, cualquiera que sea el valor de p. Pero en el Ar
tículo 186 hemos demostrado que cuando p > 1 la serie es conver
gente, y cuando p < 1 la serie es divergente. 

Así queda comprobado que (1 puede ser igual al, tanto para series 
convergentes como para las divergentes. Cuando esto ocurre pueden 
aplicarse otros criterios, pero el plan de nuestro libro no nos permite 
considerarlos. 

Para la convergencia no basta que la razón de un término al ante
rior sea menor que la unidad para todos Jos valores de n. Este criterio 
exige que el límite de la razón sea menor que la unidad. Por ejemplo, 
en la serie armónica la razón de un término al anterior es siempre menor 
que 1 ; pero el límite es 1. 

La exclusión de un grupo de términos al principio de una serie 
afectará al valor del límite pero no a su existencia. 

188. Series alternadas. Se da este nombre a las series cuyos tér
minos son alternativamente positivos y negativos. 

Teorema. Si 

u! - U2 + Ua - U4 + ... 
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es una serie alternada, en la que cada término es numéricamente menor 
que el que le precede, y si 

lím Un = O, 
n ---¿ ~J) 

entonces la serie es convergente . 

Demostración. Cuando n es par, Sn puede escribirse en las dos 
formas 

(1) Sn = (u¡ - U2) + (U3 - ud + ... + (U ll - 1 - u lI ), 

(2) 8 n = u¡ - (u~ - U3) - . . . - (U n -2 - U n- l) - U n. 

Cada expresión entre paréntesis es positiva. Por tanto, cuando n 
aumenta tomando valores pares, (1) muestra que Sn aumenta, y (2) 
muestra que Sil es siempre menor que U1 ; por tanto, según el teore
ma 1 del Artículo 185, S" tiende hacia un límite l. Pero Sn+l también 
tiende haria es te límite l, puesto que 811+1 = S" + U n + l Y lím U n + ¡ = O. 
Luego, cuando n aumenta tomando todos los valores enteros, Sn --'7 1 
y la serie es convergente. 

EJEMPLO . Averiguar si la serie alternada 

es con ve rgente. 

Soluci ón. 

Además . Un 

1 1 1 1- - -+---+ ... 
234 

Cada término es num éricamente menor que el que le precede. 
I 
n 

luego lím Un = O. Luego la serie es convergente . 
n --'7 00 

Una consecuencia importante de la demostración anterior es la 
siguient.e proposición: 

Si en una serie alternada convergente se suprimen los términos que 
siguen a uno determinado, el error que se comete no excede, numéricamente, 
al valor del primero de los términos que se desechan. 

(Así. por ejemplo. la suma de die z términos de la serie del ejemplo anterior 
es 0.646, y el valor de la serie difiere menos de un onzavo de este v alor .) 

En esta proposición se supone que la serie se ha continuado sufi
cientement.e para que los términos disminuyan numéricamente . 

189. Convergencia absoluta. Se dice que una serie es absoluta
mente o incondicionalmente convergente cuando es convergente la serie 
formada por los valores absolutos de sus términos. Las otras senes 
alternadas convergent.es se llaman condicionalmente convergentes . 
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Por ejemplo, la serie 

es absolutamente convergente, puesto que la serie (3) del Artículo 186 es 
convergente. La serie alternada 

es condicionalmente convergente, puesto que la serie formada por los 
valores ahsolutos de sus términos es la serie armónica que es diver
gente . 

Una serie con algunos signos positivos y algunos negativos es conver
gente si la serie que se deduce de ella tomando todos los términos con 
signo positivo es convergente. 

Se omite la demostración de este teorema. 

190. Resumen. Suponiendo que el criterio de la razón de 
D 'A lembert (Art. 187) es válido sin poner a los signos de los térmi
nos ninguna restricción, podemos resulllir nuestros resultados en las 
siguientes 

Instrucciones generales para averiguar la convergencia o divergencia 
de la serie 

U¡ + U2 + U3 + U4 + . . . + Un + Un.+ 1 + .... 

Si es una serie alternada cuyos términos decrecen en valor numé
rico, y si 

lím Un = O, 
n--7r;fj 

entonces la serie es convergente. 
Si no se satisfacen las condiciones anteriores, determinamos la forma 

de Un y Un+ 1 , formamos la razón de D' Aleml¡ert y calculamos 

hm -- = Q. , (un+l) 
n --7 '" Un 

1 . Cuando I Q I < 1, la serie es ahsolutamente convergente. 

1 1 . Cuando I Q I > 1 , la serie es divergente. 

http://carlos2524.jimdo.com/



426 CALCULO INTEGRAL 

III. Cuando I º I = 1, el criterio falla, y comparamos la serie dada 
con alguna otra que sabemos que es convergente, como, por eiemplo, 

a + ar + ar2 + ar3 + ... ; (r< 1) ( serie geométrica) 

111 
1 + 2 p + 3 p + 4 p + ...; (p > 1) (serie p) 

o con alguna que se sabe que es divergente, como 

1+~+l.-+~+ 
2 3 4 

111 
1+ 2p + 3p + 4 P + 

EJEMPLO l. Estudiar la serie 

(p < 1) 

1+_1 +_1 + _1 +_1 + .... 
U 1.3: 12 I~ 

Solución. Aquí 

y la serie es convergente. 

l 
Un = ---, 

I~ 
1 

Un + 1 = I~ ' 

Un + 1 

Un 

_ I~ 1 
-~ =-;:;' 

Q = lím _1_ = O, 
n ---,) "'" n 

( serie armónica) 

(serie p) 

EJEMPLO 2. Averiguar la convergencia o di ve rge ncia de la serie 

Solución . Aquí 

I~ In + 1 
Un = iOn.' Un r l =~. 

Q = lím n + 1 = 00, 

n ---,) 00 10 
y la ser ie es divergente. 

EJEMPLO 3. Estudiar la serie 

1 1 1 
12+:¡-:--;¡+n+ 
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Solución. Aquí Un = ..,..".-_-:.1--,-,....,,--
(2n-I)2n' 

Un+l 
(2 n + 1) (2 n + 2) 

Un+l 

Un 

(2 n - 1) 2 n 
(2 n + 1) (2 n + 2) 

4 n 2 - 2 n 
4 n 2 + 6 n + 2 

Q = lím 4 n
2 

- 2 n = I. 
n--7004n2+6n+2 

según la regla dada en el Artículo 18 . Luego el criterio de D' Alembert falla. 
Pero si comparamos la serie dada con la .. serie p" cuando p = 2. a s"ber 

vemos que la serie es convergente . puesto que sus t érminos son menores que los 
términos correspondientes de esta serie p. y hemos demostrado que ésta es 
convergente. 

PROBLEMAS 

Estudiar cada una de las siguientes series . respecto a su convergencia o diver
gencia. 

1. 

2. 

! + 2 (i Y+ 3 (! Y+ 4 (i r + . .. 

3 456 
2+2"2+2"3+2 4 +'" . 

Sol. 

3 32 33 34 

3. 2+2.22 +'3:23+4.2' + ' " 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

~+~+~+... In + .... 
3 3 . 5 3. 5 . 7 3 . 5 . 7 ... (2 n + 1) 

~+~+~+ .. . 1 .3.5 . .. (2n-l) + .. . . 
1 1 .4 1.4.7 1.4.7 ... (3n - 2) 

J...-+l~+~+1.2. 3 . 4 + ... 
1 1·3 1.35 1. 3.5.7 

1 357 
- +-+- + -+ ... 
3 J2 J3 3 4 

212 22 12 231~ 
1+ -+-+-+ .. 

5 la 17 

Converge nte. 

Con vergente. 

Divergente. 

Convergente. 

Con ve rgente. 

Con verge nte. 

Con ve rge n te. 

Divergente. 
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12. 

191. Series de potencias. Una serie cUyo.s término.s so.n mo.no.mio.s 
de potencias enteras, positivas y ascendentes de una variable, diga
mos x, de la fo.rma 

(1) 

en do.nde lo.s co.eficientes ao, al, a2, .. . so.n independientes de x, se 
llama una serie de potencias en x. Tales series so.n de la mayor impor
tancia en el Análisis matemático. . 

Una serie de potencias de x puede converger para to.dos lo.s va lo
res de x, o. para ningún valo.r co.n excepción de x = O, o puede co.n
vergel' para alguno.s valores de x distinto.s de cero. y ser divergente 
para o.tro.s valo.res . 

Vamos a examinar la serie (1) sólo para el caso. de ser lo.s co.eficien
tes talps que 

1, (an+l) I Ull -- = .J , 
jl --7 x. a. H 

::;iendo L un nÚlllero determinado. Para ver el mo.tivo. de esto, apli 
quemos el criterio. de D' Alembert (Art. 187) a la serie (1), o.mi
tiendo. el primer término.. Ento.nces tenemo.s 

U Il 

au+1 xn+l an "'-1 
=--x. 

all x" an 
UIl+ l -- -

Luego., para cualquier valo.r fijo. de x, 

1, (0,,+1 ) U = 1111 -- X 
n --7 T.> al! 

l ' (a n+1) = x IIn --
11 --7 ',", an 

= xL. 

Tenemo.s do.s Cl3.so.s: 

l. Si L = O, la serie (1) será co.nvergente para todos lo.s valo.res 
de x, puesto. que Q = O. 

II. Si L no. es cero., la serie será co.nvergente cuando. xL (= º) 
es numéricamente meno.r que 1 , es decir, para valo.res de x en el in-
tervalo 
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variable, diga-

dientes de x, se
la mayor impor-

todos los va 10-
, o puede con-
ser divergen te

ser los cceficien-

de esto, apli-
erie (1), omi-

xL.

odos los valores

ando xL (= º)
de x en el in--

SERIES

que se llama intervalo de convergencia o carnpo de convergencia, y será
divergente para valores de x fuera de este intervalo.

Los extremos del intervalo deben examinarse separadamente. Para
toda serie dada debe formarse la razón de D 'Alembert y determinarse
el intervalo de convergencia aplicando lo dicho en el Artículo 187.

EJEMPLO l. Hallar el intervalo de convergencia de la serie

(2)

Solución. Aquí la razón de D' Alembert es Un+1 = _ n2
x. Según

Un (n+l)"

el Artículo 18, lím n
2

= l. Luego Q = - x , y la serie converge cuan-n---;,,,,(n+l)2
do x es numéricamente menor que I. y diverge cuando x es numéricamente
mayor que l.

Ahora examinemos los extremos del intervalo. Sustituyendo en (2) x = 1,
obtenemos

que es una serie alternada convergente. Sustituyendo en (2) x
nemos

- 1, obte-

que es convergente por comparación con la serie p (p > 1).
La serie del ejemplo dado tiene [- 1, 11 como in re r va l o de convergencia.

Esto puede escribirse - I <: x <: 1, o puede indicarse g r á f ic arn en re como se
indica en la figura I7q:

e Ix' -1 O x

Fig. 179

EJEMPLO 2. Determinar el intervalo de convergencia para la serie

Solución. Prescindiendo del primer rér mi n o , la razón de O' Alcmbert es

12 n
lln+l _ -- x2

~-T2n+2 ~"---c-..:...Ic-::---~ x2.

(2 T1 + 1) 12 T1 + 2)

Además. lim I = O. Luego la serie converge para todos
11 ---;'''~ (2 n + 1) (2 n + 2)

los valores de x.

429
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PROBLEMAS

Represen taci ones
gráficas de los intervalos de. ..

c onoet qenci a

¿ Para qué valores de la variable son conver-
gentes las siguientes series?

9 I S lo 1+ x + x2 + x3 +
-] O +1

Sol. -1<x<1.

9 I x2 x3 x,2. x--+---+-1 O +1 234
So/. -1 < x <1.

9 I El 3. x + x, + x9 + x16 + ____
-1 O +1

Sol. -1<x<L

S x2 x3
4. x + ,/"2 + v!3+'" . Sol. -1 <x<L

-i O +1

-co I +co x2 x3

• • 5. 1 + x + 1.3: + 12 + --.
O

Sol. Todos los valores de x .

-co I +co 02 O' 06

• • 6 . 1 - 1.3: + I~- I~+ ....
O

So/. Todos los valores de O.

-co I -joco q,3 q,5 q, 7

• • 7. q, - 12. + 12 - \.z. + ....
O

I
Sol. Todos los valores de q,.

I x+J.. x~ 1.3 x5 1.3.S x7
-1 O +1 8. ·Y+U·T+2.4.6·7 + ....2

Fig. 180 Sol. -1 <x<L

,.1 millul
'11 ¡,;~WI

9. x + 2 x2 + 3x3 + 4 x, + ... Sol. -1<x<L

x2 x3
-x+----+ ...

22 32
10.

- 2 < x <2.11.

Todos los valores.12.

* Los extremos del intervalo que no están incluidos en el intervalo de con'
vergencia se han marcado con círculos.

13. I+ x2 1 . 3x,
2.22+~+

14. ax a2x2 a3x3

2+-S-+IO+'"
2 315. I+~+~+~+

a 2 a2 3a3

16. 22 x 32x2 42x:

+ 1.3: + 12 +lT

17. 1 2 x 3x2

T+~+22. J3+2

18. x + 4 x2 + 9x3 + 16x4

19. x 2 x2 3x'-+--+--I . 2 2· 2- 3 22• 3
I 2 320. 2+;+~+~+"

21. IOx 100x2 10OOx:
-1 +T+i2

22. x 12 x2 12 x'
I - 10 + -----¡-oo - I00(

23. x3 x5 x7
x+-+-+-+ ..

357

24.

192. La serie binómica.

(1) 1+ + m (m - 1
mx 1.2

+m(m-1)(m-

en donde m es una constant,
Si m es un número ent

m + 1 términos, puesto qu
contiene xm tienen en el m
En este caso (1) es el result
potencia emésima. Si m no
una serie infinita.
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variable son con ver'

Sol. - 1 < x < l.

Sol. - 1 < x < 1.

Sol. - 1 < x < 1.

Sol. -1 < x < 1.

odos los valores de x .

odos los v alo re s de O.

odos los valores de <p.

.!..:.l.2 x 7 + ... .
2.4.6' 7

Sol. - 1:::::::x < l.

Sol. - l < x < 1.

-1 <x<l.

-2<x<2.

Todos los valores.

n el intervalo de con'

SERIES

13 1+ x2 1. 3 x4 + 1 . 3 . 5 x6 +
. ~+2.4.24 2.4.6.20 ... Sol. - 2 < x < ~.

14. ax + a2x2 + a3x3 + ... + al/x" + ...
2 5 la n2 + l

(a > O) -i..<x::;L
a - -- a

15. X x2 x3
+-+-+- + ...

a 2 a2 3 a3
- a < x < a.(a > O)

22 X 32 x2 42 X 316. 1+ I~ + F + I~ + ...

17. 1 2 x 3 x2 4 x3

T + 2.32 + 22 • 33 + 23 • 34 + ...

18. x + 4 x2 + 9 x3 + 16x4 + ...

? 2 3 3 4 419. ~+~+ __ x_+ x + ....
1 . 2 2· 2. 3 22• 3 . 4 23• 4 . 5

20. 1 X x2 x3
-+-+-+-+ ...
2 3 4 5

la x 100 x2 1 000 x321. -¡ +~+~+ ....

22. x I~ x2 12x3

¡ - 10 + -----¡-¡j(f - l 000 + ...

Todos los valores.

- 6 < x < 6.

x3 x5 x '
23. x+T+5+T+

24 . x2 x4 x6

- 22 + 4" - 62 +

192. La serie binómica. Esta importante serie es

(1) 1+ +
m(m-l) 2+m(m-1)(m-2) 3+

mx 1.2 x 1.2.3 x

+ m(m-l)(m-2) ... (m-n+1)xll+

I~
en donde m es una constante.

Si m es un número entero positivo, (1) es una serie finita de
m + 1 términos, puesto que todos los términos que siguen al que
contiene xm tienen en el numerador el factor m - m, y se anulan.
En este caso (1) es el- resultado que se obtiene de elevar 1 + x a la
potencia emésima. Si m no es un número entero positivo, la serie es
una serie infinita.
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Ahora bien, analicemos (1 ) con respecto a su convergencia. Te
nemos 

_ m(rn - 1) (m - 2) ... (m - n + 2) n - l. 

U II 
- 1 . 2 · 3 ... (n - 1) x, 

y 
_ m(m - 1)(m - 2) .. . (m -n +2)(m-n+1) 71 

Ull+1 - l. 2.3 ... (n _ 1) n x 

Luego U1l+1 = m-n + 1 x = (m + 1 _ 1) x. 
Un n n 

Entonces, puesto que lím (m + 1 - 1) = - 1, vemos que 
1/.-) '" n 

º = - x, y la serie es convergente si x es menor que 1, en valor 
absolu to y divergente cuando x es numéricamente mayor que l. 

La serie de Maclaurin (Art. 194) contiene la siguiente propo
sici6n: 

Suponiendo que m no es número entero positivo y que 1 xl < 1, el 
valor de la serie binómica es exactamente el valor de (1 + x) m. Es 
decir que 

(2) ( + )111 _ + + rn(m - 1) 2 + 1 x - 1 mx 1.2 x .. (1 x 1< 1) 

Si 'In es un núm ero entero positivo, la se rie es finita y es igual 3.1 
valor del primer mielllbro para todos los valores de x. 

La igualdad (2) expresa un caso especia.l del teorema del binomio. 
Podernos j,arn bién escri bir 

(a+b)m =am (l +xY', 
/1 

si x = -. 
a 

Esto nos dice que el primer miembro de (3) puede también expre'
sarse como serie de potencias. 

A continuación se dan ejemplos de cálculo aproximado de ciertas 
expresiones merl.iante la serie binórnica. 

EJEMPLO. Hallar un valo r aproximado de V 630. emp leando la se rie bi
nómica. 

Solución. E l cuad rado perfecto más próx im o a 630 es 625 . Por ta n to, 
escr i bi ma s 

./_ ./- ( I )Y, 
V 630 = V 625 + 5 = 25 I + 125 . 

Ahora ap li que mo s (2) con m = Y2. El resultado es 

. 1 1 1 5 
(1 + x) V, = 1 + - x - _ X2 + _ x 3 - - x· + ... 

2 8 16 128 
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En este ejemp lo , x = .1_ = 0,008. Luego, 
125 

(4) 

(1 + 1~5 t = I + 0,004 - 0,000008 + 0 ,000000032 + .... 

25 (1 + _1_) X = 25 + 0,1 - 0,0002 + 0,0000008 = 25,099801 
125 

(hasta la cifra más aproximad a a la sexta cifra decimal) . 

433 

La serie (4) es una serie alternada, y el error en la solución es m enor que 
0,0000008 . 

193. Otro tipo de serie de potencias. Frecuentemente empleare
mos series de la forma 

(1) bo + bl (X - a) + b2(x - a)2 + + bn (x - a)" + ... 
en las cuales a y los coeficientes bo, b1 , ... , b" , . .. son constantes. 
Tal serie se llama una serie de potencias en (x - a) . 

Apliquemos a (1) el criterio de D' Alembert, como en el Artícu
lo 191. Entonces, si 

1, bn+l .i11 1m -- = , 
n-7 T> bit 

tendremos, para un valor fijo cualquiera de x , 

1, Un+l ( )M º = 1m -- = x - a . 
n -7 '" u" 

Tenemos dos casos: 

1 . Si M = O, la serie (1) es convergente para todos los valo
res de x. 

Ir. Si M no es cero, la serie (1) será convergente en el in
tervalo 

Una serie dc potencias de x convergen te es útii en el cálculo numé
rico para valores ele x próximos a cero. La serie (1) , si es conver
gente, es út il para valores de x cercanos al valor fijo a, dado de 
antemano . 

EJ EMPLO . Estudiar la se ri e ' infinita 

I _ (x _ 1) + (x - 1) 2 _ (x - 1) 3 + 
2 3 ... 

co n respecto a su convergencia. 

http://carlos2524.jimdo.com/



434 CALCULO INTEGRAL

Solución. Despreciando el primer término, tenemos

También,

Un+l n
~=- n+1

lím (_n ) = I.
n----7"" n + I

(x - 1)

Luego I Q I = [x - 11, y la serie será convergente para valores de x compren-
didos entre O y 2. El extremo x = 2 del intervalo puede incluirse.

PROBLEMAS

1. Empleando la serie binómica, demostrar que

1__ = 1 - x + x2 - x3 +1 +x , ..

Verificar la solución por división directa.

Empleando la serie binómica, hallar valores aproximados de los siguientes
números:

..•..
2. v98. 5. {/15. I

~.8. -- 11.
V 990 25

3. V120.
1 I ~128.6. 412' 9. -- 12.

V"T5 125

V" 630.
1 I

~~.4. 7. v412'
10. 13.

V30 16

¿Para qué valores de la variable son convergentes las siguientes series?

14. (x + 1) _ (x 1Jl: + (x ~ 1) 3 _ (x ~ 1) 4 + ...
Sol. - 2 < x <: O.

15. (X_I)+(X~~)2+(X-I)3 (X-I)4V3 + V4 + '" . O <: x < 2.

2 (2 x + 1) + 3 (2 x + 1) 2 4 (2 x + 1) 313. + 12 + ... . Todos los valores.16.

17. I + (x _ 2) + (x - 2) 2 + (x - 2) 3 + (x - 2) 4 +
22 32 42 ...

18. 1 - 2 (2 x -3) + 3 (2 x - 3) 2 - 4 (2 x - 3) 3 + ...
x-3 (X-3)2 (X-3)3 (X-3)4

19. -1-.-3- + 2.32 + 3.33 + 4.34 + ...

CAP

DESARROLLO DE FUNCH

194. Serie de Maclaurin.
de poder representar una funcir
otro modo, de desarrollar la fu

Evidentemente, una serie
función de x para todos los va
cia. Así podemos escribir

(1) f (z ) = ao + alX +
Entonces, si una función SI

¿ cuál debe ser la forma de los (
contestar a esta pregunta, pro

Hagamos x = O en (1). SI

(2) j

y ya se ha determinado ao,
Ahora supongamos que la serie
y que admite derivadas sucesiv

f'(x) = al + 2 a2X

1" (x) = 2 a2 + 6 a

f'l/(x) = 6 a3 + ..
etcétera.

Haciendo x = O, se obtien

(4 ) f'(O) = al, f"(O)
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emos

- 1)

ara valores de x compren-
ede incl uirse ,

ximados de los siguien tes

11. ~. 25

12. ~128.
125

13. ~K
s siguientes series?

Sol. -2<x<'O.

o <. x < 2.

Todos los valores.

+ ." .

CAPITULO XX

DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS

194. Serie de Maclaurin. En este capítulo se estudiará la manera
de poder representar una función por una serie de potencias; dicho de
otro modo, de desarrollar la función en serie de potencias.

Evidentemente, una serie convergente de potencias de x es una
función de x para todos los valores dentro del intervalo de convergen-
cia. Así podemos escribir

Entonces, si una función se representa por una serie de potencias,
¿cuál debe ser la forma de los coeficientes ao, al, ... , a«, etc.? Para
contestar a esta pregunta, procederemos como sigue:

Hagamos x = O en (1). Se obtiene:

(2) f(O) = ao,

y ya se ha determinado ao, el primer coeficiente de la serie (1).
Ahora supongamos que la serie (1) puede derivarse término a término,
y que admite derivadas sucesivas. Entonces tendremos

f'(x) = al + 2 a2X + 3 a3x2 + ... + nanXn-1 +
f"(x) = 2 a2 + 6 a3X + ... + n(n - 1)a"xn-2 + .

f"'(x) = 6 a3 + ... + n(n - l)(n - 2)anxn-3 + .
etcétera .

Haciendo x = O} se obtiene:

(4) f'(O) =al, f"(O) =1~a2, f"'(O) =1-ª.a3, .. :

... , f<n) (O) = Inan
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Despejando de (4) los valores de al, a2, .. . , Un, etc., y sus
t ituyendo en (1) resulta: 

x X2 x" 
(A) f(x) = f(O) + f' (O) I..!:. + f"(O) I~ + ... + f (nJ (O) lE + ... 

Esta fórmula expresa a f(x) como una serie de potencias, y deci
mos que "la función f (x) ha sido desarrollada en una serie de poten
cias en x" . Esta es la serie (o fórmula) de Maclaurin. * 

Ahora es preciso discutir la fórmula (A). Con este fin recurramos 
a (G) del Artículo 124, y escribámosJa de nuevo, haciendo ahora 
a = O, b = x. El resultado es 

(5 ) 
2 

f (x) = feO) + f'(o) ~ + f " (O)~ 
11. I~ 

n - I 

+ ... +f(II-1) (O) I~ 1 +R, 

en donde (O < XI <x) 

E l término R se llama término complementario o residlw después de n 
términos. El miembro de la derecha de (5) concuerda con la serie 
de M acJaurin (A) ha sta n términos. Si representamos esta suma 
por Sil, entonces (5) es 

f(x) = Sn + R, o sea, f(x) - Sn = R. 

Supongamos ahora que para un valor fijo, x = Xo, el término comple
mentario U tiende a cero cuando n se hace infinito. Entonces Sn 
tenderá a f (xo) como límite (Art. 14). Es decir, que la serie de 
:MacJaurin (A) converge para x = xo, y su valor es f (xo) . Así tene
mos el siguiente resultado: 

Teorema. Para que la serie (A) sea convergente y represente a 
la función f (x), es necesa.rio y stLficienle que 

(6) Hm R = O. 
11 ---7"f: 

Ordinariamente es más fácil determinar el intervalo de convergencia 
como en el capítulo anterior que determinar aquel en el cual se verifica 
la condición (6). Pero en los casos sencillos los dos son idénticos . 

* Publi ca da por primera vez en el Trea tri se of Fl uxions (Ed inburgh, 1742) 
de Colin Maclaurin (1098 - 1740), cuyo nombre lleva. Realmente la serie es 
debida a S¡ irling ( I C,c)2 - 1770) . 
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Para representar una función f (x) por la serie de potencias (A) es 
necesario, evidentemente, que la función y sus derivadas de todos 
órdenes sean finitas. Pero esto no es suficiente. 

Ejemplos de funciones que no se pueden desarrollar en serie por la 
fórmula de Maclaurin son 

In x y ctg x, 

puesto que las dos se hacen infinitas cuando x es cero. 
El lector no debe dejar de notar la importancia de un desarrollo tal 

como (A). En todos los cálculos prácticos se buscan resultados que 
sean exactos hasta cierto número de cifras decimales, y puesto que el 
procedimiento en cuestión reemplaza una función, tal vez difícil de 
calcular, por un polinomio ordinario con coeficientes constantes, es muy 
útil para ~implificar tales cálculos. Por supuesto, debemos emplear 
un número de términos suficientes para dar el grado deseado de 
exactitud . 

En el caso de una serie al ternada (Art. ] 88), el error que se 
comete deteniéndose en cualquier término, es numéricamen te menor 
que este término. 

EJEMPLO l . Desarrollar cos x en serie infinita de potencia s, y determinar 
para qu é va lores d e x es con ve rgente. 

Solución. Hallando las d erivadas sucesivas y haciendo dzspu és x = O, ob
tenemos : 

f(x)=cosx, 

f'(x) = -senx, 

f /1 (x) = - cos x, 

f /l'(x) = sen x, 

f'V (X) = cos x, 

f V(x) = -senx, 

f VI (x) = - cos x, 

etcétera, 

Sustituyendo en (A), resulta: 

(7) 

f (O) = 1, 

f'(O)=O, 

f /l (O) = - 1. 

f /1/ (O) = 0, 

f 1\' (O) = 1, 

fv(O)=O, 

f VI (O) = - 1, 

etcétera. 

Comparando con el problema 6 d el Articulo 191, ve mos qu e la serie co n ve rge 
para todos los valores de x. 

De la misma manera para sen x, 

(8) 

que tambi én es convergente para todos los va lor es de x (p roble ma 7 del A r
ticulo 191 ). 
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En (7) y (8) no es difícil demostrar que el término complementario R tiende 
a cero al crecer n infinitamente, cuando x tiene un valor fijo cualquiera. Con
sideremos, por ejemplo, la serie (7). Podemos escribir la enésima derivada en 
la forma 

( . nJt) 
f(") (x) = cos x + '2 . 

Luego, R = cos ( XI + n;,) G . 
Ahora bien, cos (XI + ~Jt) nun ca excede a I en valor absoluto. Además , el 

segundo factor de R es el término enésimo de la serie 

X2 x 3 xn X+-
1 

+-+ ... +-+ ... 
! 12 I~ 

que es convcrge nte para todos los valores de x. Lucgo tiende a cero cuando r. 

se hace infinito (véase (A) del Artíc ul o 185). Por tanto, se puede aplicar la 
fórmula (6). 

Según hemos visto, 
X" 

lím I!I: O, 
?i ---¿ oc 

y 

(O < Xl < X) 

Luego lím R 
n ---¿ 00 

O si f (n) (XI) permanece finita cuando n tiende a 

infinito. 

EJEMPLO 2. Empleando la serie (8) que hemos obtenido en el ejemplo 
anter:or, calcular sen I con :uatro cifras decimales exactas. 

Solución. Aquí x = I radián; es decir, que el ángulo se expresa en medida 
circular. Sustituyendo x = I en (8) del ejemplo anterior, resulta: 

sen I = 

Sumando separadamente los t érminos positivos y negativos, 

= 1.00000 . .. 
I 12 = 0,16667 

I 12 = 0,00020 
1 

12. = 0,00833 

1,00833 . .. 0,16687 

Por tanto, sen 1= 1,00833 - 0,16687 = 0,84 146 , .. 
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que podría suponerse exacto hasta la quinta cifra decimal (puesto que el error 
l 

de no tomar más términos ha de ser menos de I~' es decir, meno s d e 0,000003) 

al despreciar los errores cometidos al no tener en cuenta la sexta cifra decimal. * 
E videntemente, el valor de sen l puede calcularse con cualquier grado de 

exactitud deseado, con sólo tomar un número suficiente de términos. 

PROBLEMAS 

Verificar por la serie de Maclaurin los siguientes desarrollos de funciones, y 
determinar para qué valores de la variable son convergentes . 

1. e" 

Sol. Todos los valores. 

2. sen x = x 
( - 1) 11-1 X 2J1 - 1 

- + 
12 n - l 

Sol. Todos los valores. 

3. 
X2 x 3 X. ( - I)JI-Ix/l. 

In(l+x) = x--Y+3' - 4+" '+ n + .... 
Sol. - l < x < J. 

4. In(l - x) - x x" 
n 

Sol. - I < x < J. 

5. are sen x x + l .~~ + I . 3 . x
5 + ... 

2 . 3 2 . 4. 

+ 1 .3 . . . (2n - 3)x 211
-

1 + .. . 
2 . 4 . . . (2n-2)(2n-l) 

Sol. < x < 1. 

6. 
x' x 5 ( -I )/I.~I x 2't- 1 

are tg x =x- - + - - .. . + + .... 
3 5 2n - 1 

Sol. - l < x -< 1. 

•. N. DEL T. Es usual despreciar tales errores, suponiendo que los errores 
po r exceso y los er rores por defecto se compensaran mutuamente . Pero és te no 
es siempre el caso . En nuestros ej emplo, los errores cometidos al despreciar la 

l I I l. . 
sexta cifra decimal de -1- de-I-' de-I- y de no tomar -1- todos disminuyen 

3 ' 5 7 9 - - - -
el valor de sen 1. de suerte que no se compensan sino se acumulan, y todos jun_ 
tos hacen un error de más de 0,00001; un va lor más exacto se ria 0,84147098 . 
Púo como se deseaba el res ultado con cuatro cifras d ec imales exactas, el "alor 

o b teni do es ca rrecto. 
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7. 

8. 

CALCULO INTEGRAL 

se n 

X X2 x 3 
In Ca + x) = In a +- - - + - -

a 2 a2 3 a3 

+ (- 1) " X"-
I + 

Cn - 1) a" . 1 

Verificar l os sig uientes desa rrollos. 

9. tgx=x+~+2x5+l7~+ ... 
3 15 315 

10. sec 
X2 5 x , 61 x 6 

x = 1 + 2' + -i4 + 720 + .. . . 

11. sen 

12. 
( 

1t ) 8 x 3 
t g 4 + x = 1 + 2 x + 2 X2 + - 3- + ... 

13 . arc t g ~ = ~_x+X3 _ X5+ 
x 2 3 5 

14. 
1 X2 X. x 6 

-2 ( eX + e-r ) = 1 +-1 + -1 +-1 + .. .. ? 4 El - - -

15. 

16. In cos x = _ x2 _ X· _ x 6 
...• 

2 12 45 

- a<x<a. 

Hallar tres términos de l d esarrollo en potencias d e x de cada un a de las fun
cion es siguientes : 

17. cos(x-:). 
18 . se n Cx + 1) . 

19. e,cn x . 

20. l Ce'-e- X ). 
2 
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Calcular los valores de las siguientes f unciones, su stitu ye ndo directamente en 
las series equivalentes de potencias. tomando términos suficientes para hacer 
que los resultados concuerden con los qu e se dan aquí. 

21. e = 2,7182 .... 

Solución. En la se rie del p roblema 1, se a x = 1 ; entonces 

Pr imer término 1,00000 

Segundo térmi no 1,00000 

T ercer término = 0,50000 

Cuarto término = 0, 16667 ... 

Q uinto término = 0 ,04167 ... 

Sexto término = 0,00833 .. . 

Sép timo término = 0,00139 .. . 

Octavo término = 0,00020 . . . , 

Sumando , e = 2,71826 . . . 

etc . 

(d i v idi end o el tercer término por 3) 

(d ivid iendo el cuarto término por 4) 

(d ividiendo el quinto término p o r 5) 

(dividiendo el sexto término por 6) 

( di v idi endo el séptimo término por 7) 

22 . 1 arc tg 5' = 0,1973 . .. ; empléese la serie del problema 6 . 

23. cos 1 = 0,5403 ... ; emp léese la serie (7) del ejemplo l. 

24. cos 100 = 0,984S ... ; empléese la misma serie. 

25. se n 0 , l = 0,0998 ... ; empl éese la se ri e del problema 2. 

26. a rc se n 1 = 1,5708 .. . ; empl éese la serie del probl ema 5. 

27. sen'¡' = 0,7071 . .. ; emp lée se la serie del problema 2. 

28. se n 0,5 = 0 ,4794 . .. ; empléese la misma serie. 

29. e2 

30. 
v - 1 1 1 

e = 1 + T + 2 2 1 2 + 2 3 1 3 + ... = l, 6487. 
- -

195. Operaciones con series infinitas. Muchas de las operaciones 
del Algebra y del Cálculo se pueden efectuar con series convergentes, 
tal como con polinomios. Las sigui en tes proposiciones se da.n sin 
demostra.ción. 
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Sean 

y 

series convergentes de potencias. De éstas obtenemos nuevas series 
convergentes de potencias operando con ellas como sigue: 

1. Sumando (o restando) término a término. 

(ao ± bo) + (al ± b¡)x + .. . + (an ± bn)xn + 

2 . Multiplicando y agrupando términos. 

ao bo + (ao bl + al bo)x + (ao b2 + al bl + a2 bo )X2 + 
EJEMPLO l. Cálculo d e logaritmos. De las series (problemas 3 y 4 del 

Artículo 194) 
In ( 1 + x) = x - ?~ X2 + 7~ x 3 - }~ x 4 + ... , 

In (1 - x) = - x - % X2 - 73 x 3 - 7~ x 4 - "" 

obtenemos, restando los términos correspondientes y empleando la fórmula (2) 
del Artículo 1, la nueva serie 

(1) 1 l+x_2( + 11 3+1/5 +11 7 + ) n -- - x 1 3 X 15 X 77 X • •• • 
I-x 

Esta serie converge cuando Ix r < l. 
A fin de trans for mar (1) a una forma mejor para el cálculo, sea N un núme

ro posi ri vo, y hagamos: 

(2) x = __ 1_, de donde , I + x = N + 1, 
2N+I I- x N 

siendo Ixl < I para todos los va lores de N. Sustituyendo en (I), obtenemos 
la fórmula 

[ 
I I I 

(3) In (N + 1) = In N + 2 2 N + I + 3" (2 N + 1) 3 

11] 
+ 5" (2 N + 1) 5 + ... . 

Esta serie converge para todos los valo res positi vos de N , y se adapta bien 
al cál culo numérico. Por ejemp lo , se a N = 1. Entonces 

In (N + 1) = In 2, 

Sustituyendo en (3), el res ultado es In 2 = 0,69315 ... 
Haciendo N = 2 en (3). obtenemos 
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No es necesar io calcular de esta manera sino los logar itmos de los números 
primos; desp ués se hallan los logaritmos de lo s números compuestos empl ea nd o 
la s fórmulas (2) del A rtícul o l. Así, 

In 8 = In 2 3 = 3 In 2 = 2,07944 .. . 

In 6 = In 3 + In 2 = 1,79176 ... . 

Todos es tos so n lo ga ritmos neperianos o naturales; es d eci r , la base es 
e = 2.71828 .... S i queremos hallar logaritmos co m u n es o de Briggs, que so n 
los de base lO , no es menester más que cambia r la base por medio de la fórmula 

lag n_In n 
- In lO' 

Así, lo 2=~=0,693 1 5=030JO . . .. 
g In 10 2,30258 ' 

E n el cá lcul o rea l de una tabla de logaritmos, no se calculan por se ri es sin o 
un os pocos de los v·alores que ahí apa rece n ; todos lo s otros se h all an emp leando 
teo rema s de la teoría de los lo ga ritmo s y var io s artificios ing enio sos id ea dos co n 
el fin de eco nomizar trabajo. 

EJEMPLO 2. Desarrollar en serie de potencias eX sen x . 

Solución, De la s series 

sen x = x Problema 2. Art. 194 

X2 x 3 x 4 x 5 e:r: =l+x+ _+ _ +_+_+ ... Problema 1, Art. 194 
2 6 24 120 

obtenemos, por multiplicación , 

e" se n x = x + x2 + x3 
- ~ + términos en x6 , etc. 

3 30 

3. Por división. Un caso especial se muestra en el ejemplo 
siguiente. 

EJ EMPLO 3. D e la se ri e qu e da el va lor de cos x (v éase (7), Art. 194) 

(4) 

deducir el des arrollo en ser ie de sec x. 

Solución. Por la fórmula sec x = _ 1_ vemos qu e tenemo s que ejec ut a r 
cos x 

la di v is ió n de 1 por la ser ie (4). Para ello se procede como sigue . 
Escríbase (4) en la forma cos x = 1 - z, siendo 

(5 ) 
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Entonces

(6)
sec x = __1_ = 1+ z + z ? + Z1 + ....

1 - z

si \z\ < 1 (problema 1 del Artículo 193).
De (5) tenemos la serie

Z2 = x'\ _ ~ + términos de grado superior.
4 2.•

Z3 = x
6 +8 .. ,

Sustituyendo en (6). el resultado es

see x = 1 +~ x2 + 2- x· + ~ x6 +
2 24 720

PROBLEMAS

. ,, ,. , Dados In 2 = 0.69315 y In 3 = 1.09861. calcular los siguientes logaritmof

naturales aplicando el método del ejemplo l.

1. In 5 = 1.60944.

2. In 7 = 1.94591.

3. In 1I = 2.39790.

4. In \3 = 2.56495.

Demostrar los siguientes desarrollos en serie.

! I
1 .

1 5. e-l. cos t = I - t + ~ 13 - ~ 14 + ....
3 6

_ex_ = I + 2 x + !_ x2 + ~ x3 + 6~ x' +
I-x 23M6.

7.

8.
sen Yí. O = ~ O _.L J..... 02 + 2.. 03 + .?... O· + .,.
[-Yí.O 2 '4 48 96

V~ = I - 61 x4 + .., .
cos x

9.

10. x _+2+53+14+e tg x - x x 6' x 2: x .. , .

12.

_ x + x2 - .:::..x3 + ~ x' + ...
3 2

1 13 5e-z se n 2 1 = 2 1 - 12 - 12 13 + 8' 1
4 + .,.

11. e-x sec x =

13.
. /_ 1 11? 29 11

(1 + x ) eos V x = 1 +- x - - x- + - x
3

- -- x
4 +2 24 720 8064

DI

14. (i +2x) ares

15. V [- x are tg.

16. V l - tg x = l

17. V sec x = 1+

18. In(l +x) =x
l + se n x

1 l19. =1'vI~

20. vi 4 + sen </> =

Obtener los desarroll
los términos que no con!

21. e '

22. e" e

23. se!
cos

196. Derivación \
convergente de poten.

(1) ao + a

puede derivarse térm
del intervalo de convr
gente.

Por ejemplo, de 1:

sen

obtenemos, por deriv

cos

Ambas series con'
problemas 6 y 7 del J
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ado supe ri o r .

siguientes logaritmo~

2.39790.

2.56495.

_1_1 x"+ ...
S 064
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14. (l + 2 x ) arc sen x = x + 2 x2 +~x3 + ~X4 +
6 3

15. vi I - x are tg x = x - ~ x2 - ~ x3 + 2.- x, + ....
2 24 48

16. vi I - tg x = I - ~ x - ~ x2 - ~ x3 - ~ x, + ...
2 s 48 384

17. vi sec x = I + + x2 + :'6 x, + '" .

In (1 + x) = x _ 2.. x2 + !..!. x3 _ 23 x, + ...
I + sen x 2 6 12

18.

19. l I I lI 151
--- = 2' + i6 x + 256 x2 + 6144 x3 + ...y 5 - eX

y 4 + sen <p = 2 + ~ cp - ~ cp2 - ~ cp3 + ....
4 64 l 536

20.

Obtener los desarrollos en serie de las siguientes funciones. limitados hasta
los términos que no contienen potencias de x superiores a x'.

z
21. e-5' se n x , 24. vi 3 + e-x.

22. I y- In (l + x)eX cos 2 x. 25.
YI+x

23. sen x
cos 2 x' 26. vi 5 - cos x.

196. Derivación e integración de series de potencias. Una serie
convergente de potencias

(1) ao + al x + a2 x2 + a3 x3 + ." + al! z" + ...
puede derivarse término a término para cualquiera valor de x dentro
del intervalo de convergencia, y la serie resultante es también conver-
gente.

Por ejemplo, de la serie

obtenemos, por derivación, la nueva serie

x2 x4 x6

cos X = 1 - -12 + '5 - -16 +
- 1--

Ambas series convergen para todos los valores de x (véanse los
problemas 6 y 7 del Artículo 191) .
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446 CALCULO INTEGRAL

Por otra parte, la serie (1) puede integrarse término a término si
los limites están dentro del intervalo de convergencia, y la serie
resultante será convergente.

EJEMPLO 1. Hallar, por integración, el desarrollo en serie de In (1 + x).

Solución. Puesto que s. In (1 + x) = __ 1_, tenemos
dx 1+ x

(2) In (1 +x) =fx~,
O 1 + x

I _ 1 _ x + x2 - x3 + x, -
I+x-Ahora bien,

011

cuando Ixl < I (Ar t , 192). Sustituyendo en (2), e integrando término a tér-
mino el segundo miembro, obtenemos e lr esul tado

In (1 + x) = x -.l x2 + .l x3 _ 1 • +2 3 '4 x ....
01,
01,

, "• o, También esta serie converge cuando Ixl < I (véase el problema 2 del Ar-
tículo 191) .

11,

, o,
EJEMPLO 2. Hallar, por integración, el desarrollo en serie de potencias,

de arc sen x .

Solución. Puesto que .!!-. arc sen x
dx

obtenemos

! I!
i ii a re sen x =Jo

x
dxVI - x2

(x2 < 1)(3 )

, 00

;'2, y reem-Por la serie binómica [(2) del Artículo 192], haciendo m

pl a z an d o x por - x2, tenemos

I 1 . 3 I . 3 . 5
V 1 _ x" = I + 2' x2 + 2.4 x· +~ x

6 +
Esta serie converge cuando Ixl < l. Sustituyendo en (3) e integrando término
a término, obtenemos;

I x3 1.3 x5 l. 3 . 5 x7
are sen x = x + - - + - -- + --- - +232.452.4.b7

Esta se r i e converge igualmente cuando Ixl < I (véase el problema 8 del Ar-

tículo 191) .
Mediante esta serie se calcula fácilmente el valor de re. En efecto, puesto que

la serie cor.ve rge para valores de x entre -' I y + 1, podemos hacer x = ~'Í ,
lo que da

o sea, Jt = 3.1415 ....

DES

Evidentemente. hubiér
tículo 194 en lugar de ést
hay otras series, obtenida
rápidamente el valor de 1t

EJEMPLO 3. Emplea

Solución. Haciendo

sen z

Luego sen x2

y
1

fo se n x2 dx

1. Por integración,

2. Por integración.

3. Hallar el desarroll.

4. Hallar el desarroll.

Empleando series. ha!'

5. Soy, cos x dx
S

O 1+ x .

SoY:!
6. ~dx

O 1 - x

Soy,
7. O eX In (1 + x) d

8.
Soy, e-x2 dx .

O V 1- x2

9. SoX InO +x)dx
O cos x
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integrando término 5. iY, cos x dx Sol. 0,3914. 10. f 1e-:t2 d x .
l+x O

iY,
f)/g

sen x dx 11. O In (1 + V-:;:)dx.
6. --¡=-x 0,185.

f1exsenV-:;:dx.roblema 8 del Ar- 12.
i~

o
7. O eX In(1 + x t d x , 0,0628.

1efecto, puesto que 13. fo V 4 - x3dx.
mas hacer x = )~ ,

iY, e-x2 dx .8. 0,4815. fl -
O VI - x2 14. O e- x cos V x dx.

9.iX ln(l+x)dx
0,0295. I

cos x 15. fo V2-senxdx.

ino a término si
cia , y la serie

erie de In (1 + x ) .

ndo término a té r -

oblema 2 del A r-

serie de potencias,

mas

(x2 < 1)

y;. y rce m-

DESARROLLO DE FUNCIONES

Evidentemente, hubiéramos podido emplear la serie del problema El del Ar-
tículo 194 en lugar de ésta. Estas dos series convergen algo lentamente; pero
hay otras series, obtenidas por otros métodos, con las cuales se puede calcular
rápidamente el valor de Jt con muchas cifras decimales.

EJEMPLO 3. Empleando series, hallar un valor aproximado de

1fo se n x2 d x .

Solución. Haciendo z = x2, tendremos:

Problema 2, Art. 194

Luego sen x2

y s: sen x2 dx =f 1 (X2 - ~ + x
lO

) dx aproximadamente,
O I~ 12 '

[
x3 X7 XII]1= - - - + - = 0,3333 - 0,0238 + 0,0008

3 42 1320 O

= 0,3103.

PROBLEMAS

1. Por integración, hallar el desarrollo en serie de arc tg x .

2. Por integración, hallar el desarrollo en serie de In (1 - x).

3. Hallar el desarrollo en serie de sec2 x derivando la serie para tg x .

4. Hallar el desarrollo en serie de In cos x integrando la serie para tg x .

Empleando series, hallar un valor aproximado de las siguientes integrales:

447
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448 CALCULO INTEGRAL

197. Deducción de fórmulas aproximadas de la serie de Maclau-
rin. Empleando unos cuantos términos de la serie de potencias que
representa una función, obtenemos para la función una fórmula
aproximada que posee algún grado de exactitud. Tales fórmulas apro-
ximadas se emplean mucho en la Matemática aplicada.

Por ejemplo , de la serie binómica (2) del Artículo 192, podemos
escribir inmediatamente las siguientes fórmulas aproximadas:

j? aproximación 2a aproximación

(1 + x)m = 1 + mx = 1 + mx + Y2 m (m - 1 )X2 ;

(1 : x) m = 1 - mx = 1 - mx + Y2 m (m + 1 )X2 .
111

En éstas, [z ] es pequeño y m es positivo.

Asimismo, de la serie del seno,

11I1 (1) x3 x5

sen x = x - I-ª + I~ - ... ,
I il, se deduce:

senx=x,
x3

sen x = x - (3' etc.,

1"1

que son fórmulas aproximadas. Examinemos la primera .
En (1) tómense valores de x tales que los términos de la serie dis-

minuyan. Si se conserva sólo el primer término, el valor de la serie

1 b 1 t té . 1 3que resta es, en va or a so u o, menor que su primer errnmo (3 x

(Art. 188). Es decir,

sen x = x, siendo! error] < I ~ x3¡.

Se puede preguntar, ¿para qué valores de x será (2) válida hasta tres
decimales? Entonces

1
~ x 3/ < O 0005
6 "

es decir J Ixl < -V O,003 < O, 1443 rad.

De aquí se deduce que la fórmula (2) da tres cifras decimales exactas
para valores de x entre - O ,1443 y + 0,1443; o sea, en grados, para
valores entre - 8,2° y + 8,2° .

DESA

1. ¿ Q ué error se corne:

cuando: a) x = 30°; b)

Sol. a) Erro

2. ¿ Qué error se comer:

cuando: a) x = 30°; b)

Sol. a) Erre

3. ¿Quéerrorsecomete
a) x=O.I; b) x=0.5

4. ¿ Qué error se comete

cuando: a) x = 0.1; b)

Sol. a) Error

5. ¿Cuántos términos d

se para obtener sen 45° con 1

6. ¿ Cuántos términos d

se para obtener cos 60° con (

7. ¿ Cuántos términos (

tomarse para obtener lag 1.2

Verificar las siguientes fé

8. senx =X+X2.
l-x

10. e-o

1I. r,
12. fe

13. fIn
14. fal
15. feO
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PROBLEMAS 

1. ¿Qué error se comete al usar la fórmula aproximada sen x x 

cuando: e) x = 90° ? a) x =300; b) x = 60° ; 

Sol. a) Error < 0.00033 ; b) error < 0.01: e) error < 0.08 . 

2. ¿ Qué error se comete al aplicar la fórmula aproximada cos x = 1 

cuando: a) x = 30°; b) x = 60° ; e) x = 90°? 

Sol. a) Error < 0 . 0032; b) error < 0.05; e) error < 0.25. 

3. ¿Quéerrorse comete al u sar la fórmula aproximada e - X = 1 - x cuando; 
a ) x=O.1: b) x =0 .5? 

4. ¿ Qué erro r se comete al usar la fórmula aproximada arc tg x x 

cuando: a) x =O.I; b) x=0.5; e) x=l? 

Sol. a) Error < 0.000002; b) error < 0.006; e) error < 0.2. 

x 3 x 5 

5. ¿ Cuántos términos de la se rie sen x = x - 12 + 12 - ... deben tomar-

se para obtener sen 45° con cinco cifras decimales exactas? Sol. Cuatro. 

X2 x 4 

6. i Cuántos términos de la serie cos x = 1 -12 + I--± - ... deben toma r -

se para obtener cos 60" con cinco cifras decimales exactas? 

7. 
2 3 

¿Cuá n tos términos de la serie In (l + x) = x - ~ + ~ 
• 2 3 

tomarse para obtener log 1.2 con cinco de cimales exactas' 

Verificar las sigu ientes fórmulas aproximadas: 

8. sen x = x + X2. 

I-x 

10. e-e cos IJ 

9. 

1- IJ+~. 
3 

(OS X 

- X2 

X2 
1+-. 

2 

f X2 x 'l 
11. cosV;dx = C +x -4 + 72' 

12. f e-x2 dx x 3 x 5 
C + X - -+-. 

3 10 

13. fIn (1 - x) dx 
X2 x 3 

C - ---. 
2 6 

14. farc se n x dx C + x2 + x'! 
2 2-+ 

15 . feesenIJdIJ C+~+~. 
2 3 

deben 

Sol. Seis. 

http://carlos2524.jimdo.com/



450 CALCULO INTEGRAL

198. Serie de Taylor. Una serie de potencias de z convergente se
adapta bien al propósito de calcular el valor de la función que repre-
senta para valores pequeños de x (próximos a cero). Ahora deducire-
mos un desarrollo de potencias de x - a (véase el Artículo 193),
siendo a un número fijo. La serie que así se obtiene se adapta al
objeto de calcular la función que representa para valores de x cer-
canos a a.

Supóngase que

(1) f (x) = bo + bl(X - a)+ b2(x - a)2+ ... +bn(x - a)n+ ... ,

y que la serie representa la función. La forma necesaria de los coefi-
cientes b«, bi , etc., se obtiene como en el Artículo 194, es decir,
derivando sucesivamente (1) con respecto a z , suponiéndose que esto
es posible. Así tenemos

,..-
: 11U

¡j(

~, 11111
01111

r : :::1,

,

",,'
111'1

f'(x)=bl+2b2(x-a)+ ... +nbn(x-a)n-l+ ,

f"(x) = 2b2+ ... +n(n-1)bn(x-a)n-2+ ,

etcétera.
Sustituyendo x = a en estas ecuaciones y en (1) y despejando a

b«, b¡, b«, obtenemos

!I!!
i li~

b« = f (a), b, = f' (a) ,
f"(a)

b2.=~,
¡en) (a)

... , bl1=~,

Sustituyendo estos valores en (1), el resultado es la serie

(B) f(x) = f (a) + f'(a) (x ~ a) + f" (a) (x ~ a)2 +

+ f(l1) (a) (x~ a)" + ....

La serie se llama serie (o fórmula) de Taylor. *
Ahora examinemos la serie (B). Haciendo b = x en la fórmula (G)

del Artículo 124, se obtiene:

_ ) , (x - a)
f (x) - f (a + f (a) 11 + ...

+ f<n-l) (a) (x-a)n-l +R
1 n-1 '

(2)

" Publicada por el doctor Brook T'a y lo r (1685-1731) en sus Methodus
lncrementorum (Londres, 1715).

DESARRI

en donde, R = s=
El término R se Ilama iérm
términos.

Ahora bien, la serie del f

serie de Taylor (B) hasta
estos términos por S«, de (:

f (x) = 8n +
Si suponemos ahora qu

tiende a cero cuando n se h

(3 ) lj
n-

y (B) converge para x = xo

Teorema. La serie infin
valores de x, y solamente pa
a cero cuando el número de té

Si la serie es convergente
duo no tiende a cero al en
valores de x la serie no repi

Por lo común es más fál
de la serie que determinar el
cero; pero en los casos senci

Cuando los valores de un
conocidos, y son finitos pa
z = a, entonces (B) se em
para valores de x cercanos ;
de f (x) en la vecindad de x

EJEMPLO l. Desarrollar L

Sol ución. f (x) =

i' (x) =

f 11 (x) =

flll(X) =

erc.

Sustituyendo en (B), In)
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en donde, (a < Xl < X) 

El término R se llama término complementario o residuo después de n 
términos. 

Ahora bien, la serie del segundo miembro de (2) concuerda con la 
serie de Taylor (B) hasta n términos . Representando la suma de 
estos términos por Sn, de (2) se deduce: 

f (x) = Sn + R, o sea, f (x) - S" = R. 

Si suponemos ahora que para un valor fijo x = Xo el residuo R 
tiende a cero cuando n se hace infinito, en-tonce" 

(3 ) Um S" = f (xo) , 
"-0> 00 

y (B) converge para x = Xo y su limite es f (xo) . 

Teorema. La serie infinita (B) representa la función para aquellos 
valores de x, y solamente para aquellos, para los cuales el residuo tiende 
a cero cuando el número de términos aumenta infinitamente. 

Si la serie es convergente para valores de x para los cuales el resi
duo no tiende a cero al crecer n infinitamente, entonces para tales 
valores de x la serie no representa la función f (x) . 

Por lo común es más fácil determinar el intervalo de convergencia 
de la serie que determinar el intervalo para el que el residuo tiende a 
cero; pero en los casos sencillos los dos intervalos son idénticos. 

Cuando los valores de una función y de sus derivadas sucesivas son 
conocidos, y son finitos para algún valor fijo de la vari¡;,ble, como 
x = a, entonces (B) se emplea a fin de hallar el valor de la función 
para valores de x cercanos a a, y (B) se llama también el desarrollo 
de f (x) en la vecindad de x = a. 

EJEMPLO l . D esarrollar In x en potencias de (x - 1). 

Solución. f(x) = In x, 

f'(x) =~, 
X 

I 
f"(x) =- 2' 

x 

fll/(X) = 2, 
x 3 

etc. 

f(l)=ü, 

f'(I)=1. 

fll(1) = -1. 

f///(1) = 2, 

etc. 

Sustituyendo en (B), In x = x - I - Y2 (x - 1) 2 + }Hx - 1) 3 - .,. 
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Esta serie converge para valores de x entre O y 2, Y es el desarrollo de In x
en la vecindad de x = 1. Véase el ejemplo del Artículo 193.

EJEMPLO. Desarrollar sen
de Xo a x o + h.

EJEMPLO 2. Obtener cuatro términos del desarrollo de cos x en serie de

potencias de (x - ~).
Solución. Aquí f (x) = se

y dispongamos el trabajo como

Solución. Aquí f (x ) = cos x y Jta =-.
4

En to n ce s tenemos
f(x)=senx,

f' (x) = cos x ,

f" (x) = - se n

e'·.. :;
'" '.

f(x) = 'os x , fU~)=_1
4 v-Z'

i' (x) - sen x, t ! (~) = __ 1_
4 v'T

f" (x) - cos x, f" (:) = - ~T

t'" (x ) = sen x , FIII (~) =~_
4 V2'

etc. , e te •

etc. ,

Sustituyendo en (e), obte

sen (xo + h) = sen Xo +

,. ,~

Por tanto, la serie es

cos x = ~-Z - ~-Z (x - :) - J-z (x ~2-i-r + J-z (x - ~y
12 + ...,

Verificar los siguientes desa

1. eX = ea [ I + (x - a) +

que puede escribirse en la forma
2. sen x = se n a + (x - a:

cos x = 0,70711 [1 - (x - :) - + (x - ~ Y+ i (x - -¡y ..}
Para verificar este resultado, calculemos cos 50°. Entonces x - ~ = 5° e x p r e-

4

3. cos x = cos a - (x .- a)

sado en radian es, o sea,

x - -i- = 0,08727, (x - -¡y= 0,00762, (x - -¡y= 0,00066.
4. In (a+x) =Ina+'::'·

a

Con estos valores la serie anterior da cos 50° = 0,64278. Las tablas de cinco
decimales dan cos 50° = 0,64279.

5. cos (a + x) = cos a - x

199. Otra forma de la serie de Taylor. Si en (B) del Artícu-
lo 198 reemplazamos a por xo y ha c e m o s x - a = h, es decir,
x = a + h = Xo + h , el resultado es

. h h2

f{xo + h) = f{xo) + f' (xo) I..! + f" (xol I~ +

+ f(n) (xo) I~+ ...

6. tg (x+h) = tgx+h.

7. (x + h)" = x" + nx":"

(e) n (n .+-

En esta segunda forma el nuevo valor de f (x) cuando x cambia de
Xo a xo + h se desarrolla en una serie de potencias de h , que es el
incremento de z ,

8. Obtener cuatro térrni nt

de (x - ~)-
Sol.
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el desarrollo de In x EJEMPLO. Desarrollar se n x en una serie de potencias de h cuando x pasa
de Xo a Xo + h.

de ros x en serie de Solución. Aquí f(x) =senx y f(xo+h)
y dispongamos el trabajo como sigue.

se n (xo + h). Derivemos.

erremos
f(x) = sen x. f (xo) = se n xo.

i' (x) = co s x , i' (xo) = cos x o.

f/l (x) = - sen x , t" (xo) = - sen xo.

e te .. e tc ,
l
2'
l
2'

Sustituyendo en (e). obtenemos

seo (xo + h) = sen Xo + cos xo!!... - sen Xo h
2

o h
3

+l T - c s Xo 6 ...

PROBLEMAS

Verificar los siguientes desarrollos en se r ie por la fórmula de Taylor.

1.
[

(x-a)2 (x-a)3 ]
eX = ea 1 + (x - a) + I~ + 12 + ... .

2. se n x
(x - a) 2

se n a + (x - a) cos a - 1]: se n a -
(x - a) 312 cos a+ ...

3. cos x
(x-a)2 (x-a)3

cos a - (x .- a) se n a - I...?: cos a + 12 se n a + ....
exp re-

4. X x2 ..:\:3
In (a + x ) = In a + - - ~ + - + ...

a 2 a2 3 a3

Las tablas de CInco 5. cos (a + x)
x2 x-

cos a - x sen a - I~cos a + 12 sen a +

(B) del Artícu-
a = h , es decir,

6. tg (x + h) = tg x + h se e? x + h2 se e? x tg x + ...

7. n(n-l)
(x+h)n=xn+nxll-lh+ 1]: x"-2h2

n(n-l)(n-2)+ 12 X
Il
-
3 h3 + ....

ando x cambia de
s de h, que es el

8. Obtener cua tro términos del desarrollo en se rie de se n x en potencia,

de (x-~)-

~J+(x -~n (x - ~y (x - ~y
... ].Sol, sen x

1]: 12 +
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9. Obtener tres términos del desarrollo de tg x en serie de potencias 

de (x - :). 

10. Obtener cuatro términos del desarrollo de In x en serie de potencias 
de (x-2). 

11. Obtener cinco términos del desarrollo de eX en serie de potencias 
de (x - 1) . 

12. Obtener cuatro términos del desarrollo de sen (i + x) en serie de 

potencias de x. 

13. Obtener tres términos del desarrollo de ctg (.¡. + x) en se [le de 

potencias de x. 

200. Fórmulas aproximadas deducidas de la serie de Taylor. Se 
obtienen las fórmulas aproximadas empleando solamente algunos tér
minos de las series (B) o (e). 

Por ejemplo, si f (x) = sen x, tenemos (véase el problema 2 del 
Artículo 199) : 

(1) sen x = sen a + (x - a) cos a 

como primera aproximación . 
Tomando tres términos de la serie, resulta como segunda aproxi

mación: 

(2) 
(x - a)2 

sen x = sen a + (x - a) cos a - Il: sen a. 

De (l), transponiendo sen a y dividiendo por x - a, obtenemos 

(3 ) 
sen x - sen a 

x-a 
= cos a. 

Puesto que cos a es constante, esto quiere decir que (aproxi
madamente) : 

La variación del seno es proporcional a la variación del ángulo para 
valores del ángulo próximos a a. 

La fórmula (3) expresa el principio de interpolación por partes 
proporcionales. 

EJEMPLO 1. Dado a = 30° = 0,5236 radianes. calcular los senos de 31 ° Y 32° 
por la fórmula aproximada (1). 
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Para sen 31°. x - a = 1° = 0.01745 radianes. Por tanto. 

sen 31° = sen 30° + (0.01745) cos 30° 

= 0.5000 + 0.01745 X 0.8660 

= 0.5000 + 0.0151 = 0,515!. 

Análogamente, sen 32°= sen 30° + (0,03490) cos 30° = 0.5302. 

455 

Estos valores, dados por (l). tienen solamente tres cifras exactas . Si se 
desea mayor exactitud, podemos emplear (2). 

Entonces. sen 31° = sen 30° + (0,01745) cos 300 _ (0.01745) 2 sen 30° 
2 

= 0,50000 + 0,01511 - 0.00008 

= 0,51503. 

sen 32° = sen 30° + (0.03490) cos 300 _ (0.03490) 2 sen 300 
2 

= 0,50000 + 0.03022 - 0.00030 

= 0,52992. 

Estos resultados son exactos hasta la cuarta cifra decimal. 

De (e) obtenemos fórmulas aproximadas para el incremento de f(x) 
al pasar x de Xo a Xo + h. En efecto, trasponiendo el primer término 
del segundo miembro, encontramos 

h2 

(4) f(xo+h)-f(xo)=f'(xo)h+f"(xo) I~+ .... 

El segundo miembro expresa el incremento de f (x) en una serie de 
potencias del incremento de x ( = h) . 

De (4) deducimos, como primera aproximación, 

(5 ) f(Xo+h)-f(xo) =f'(xo)h. 

Esta fórmula se empleó en el Artículo 92. En efecto, el segundo 
miembro es el valor de la diferencial de f (x) par a los valores 
x = Xo y I1x = h. 

Como segunda aproximación tenemos 

(6 ) 
h2 

f (xo + h) - f (xo) = l' (xo) h + f 11 (:ro) "2' 

EJEMPLO 2. Calcular. aplicando la s fórmulas (5) y (6). un va lor apro
ximado del incremento de tg x cuando x cambia de 45° a 46°. 

Solución. Del problema 6 del Articulo 199. si x = xo. tenem os 

tg (xo + h) = tg Xo + scc 2 Xo h + se c2 Xo tg Xo h 2 + 
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En este ejemplo xo = 45°. tg Xo = l. sec 2 x o = 2 Y h 
dianes. Luego. 

por ( 5). tg 46° - tg 45° = 2 (0,01745) = 0.0349; 

l ° = 0 .01745 ra-

por (6). tg 46° - tg 45° = 0.0349 + 2 (0 . 0 1745) 2 = 0 . 0349 + 0.0006 = 0 . 0355 . 

De la seg und a ap roxim ació n obtenemos tg 46° = 1, 0355. valor exacto ha sta la 
cuart a cifra decimal. 

PROBLEMAS 

1. Verif icar la fór mula aprox ima da 

In (10 + x) = 2.303 + L 
10 

Calcular el valor de la función seg ún esta fórmula. y comparar el resultado 
con las t ab las: a) cuando x = - 0 . 5; b ) cuando x = - l . 

S 01. a) 

b ) 

2 . Verificar la fórmul a ap ro ximada 

Fórmula: 2.253 ; 
Fó rmul a: 2.203; 

sen(~ +x)=0.5+0.8660x. 

tablas : 2 . 251. 
t abl as : 2. 197. 

Emplear la fór mula para calcular se n 27° . se n 33° y sen 40° . y comparar los 
resultados con las tabla s. 

3. Verif ica r b fórm ula aprox imada 

tg (.¡. + x) = 1 + 2 x + 2 X2. 

Emplear la fór mula para ca lcular tg 46° Y tg 50° . y comparar los resultados 
con la s tabla s. 

y 

4. Verificar la fórmu la aproximada 

D ados 

cos x = cos a - (x - a) sen a. 

cos 30° = sen 60° = 0.8660, 

cos 45° = se n 45° = 0.7071. 

cos 60° = se n 30° = 0 . 5. 

e mpl ear la fórm ula para calcular cos 32° . cos 47° y cos 62° . y comparar los 
resultados con la s tablas. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Dada la integra l d efinida fo~ x 5 In (1 + x) dx; 

a) obtener mediante una se ri e su valor con cuatro d eci mal es exactas; 
Sol. 0.0009 . 
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b ) obtener su valor por cálculo directo y compararlo con el va lor aproxi
mado obtenido en (a); 

e) demostra r que si en el cá lculo se toman n términos de la serie, el er ror 
es menor que 

2/+ 7 (n + 1) ( n + 7) 

~ 
2, Dada ((x) = e 2 cosf: 

a) demos t rar que { IV (x) = - \4 ((x); 

b) desarrolla r ((x) en serie de Mac1aurin con seis términos; 

e) ¿cuál es el coeficiente de X12 en esta serie? Sol. 
1 

-641 12 ' 
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CAPITULO XXI 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS * 

201. Ecuaciones diferenciales; orden y grado. Una ecuación dife
rencial es una ecuación que contiene derivadas o diferenciales . En este 
libro hemos utilizado, frecuentemente, ecuaciones diferenciales. Los 
ejemplos del Artículo 139 muestran casos sencillos. Así, en el ejem
plo 1, de la epuación diferencial 

(1 ) dy = 2 x 
dx ' 

encontramos, integrando, 

(2) y = X2 + C. 

Asimismo, en el ejemplo 2 , la integración de la ecuación diferencial 

(3 ) 

nos llevó a la solución 

(4) 

dy _ x 
dx - - y 

Las ecuaciones (1) Y (3) son ejemplos de ecuaClOnes diferenciales 
ordinarias de primer orden, y (2) Y (4) son, respectivamente, las 
soluciones generales. 

Otro ejemplo de ecuación diferencial es 

(5 ) 

* En es te capítulo so lamente se tratarán algunos tipos de ecuaciones diferen
ciales; a saber. aquellos que el estudiante encontrará en las aplicaciones elemen
tales de la Mecánica y la Física. 
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Esta es una ecuación diferencial de segundo orden, así llamada por 
el orden de la derivada. 

El orden de una ecuación diferencial es el mismo que el de la deri
vada de mayor orden que en ella aparece. 

La derivada de mayor orden que aparece en una ecuación diferen
cial puede ser afectada de exponentes. El mayor exponente indica el 
grado de la ecuación diferencial. 

Así, la ecuación diferencial 

(6 ) 

en donde y' y y" son, respectivamente, la primera y la segunda 
derivada de y con respecto a x, es de segundo grado y de segundo 
orden. 

202. Soluciones de una ecuación diferencíal. Constantes de inte
gración. Una solución o integral de una ecuación diferencial es una 
relación entre las variables, que define a una de ellas como función de 
la otra, que satisface a la ecuación. Así, 

(1 ) y=asenx 

es un!! solución de la ecuación diferencial 

(2) 

En efecto, derivando (1), 

(3 ) d
2
y = dx2 - a sen x. 

Si ahora sustituímos (1) y (3) en (2), obtenemos 

- a sen x + a sen x = O , 

que nos dice que (2) queda satisfecha . Aquí a es una constante 
arbitraria. De la misma manera puede demostrarse que 

(4) y = b cos x 

es una solución de (2) para cualquier valor de b. La relación 

(5 ) y = Cl sen x + cz cos x 

es una solución todavía más general de (2). Efectivamente, si damos 
ciertos valores a Cl y C2 vemos que la solución (5) incluye las solu
ciones (1) y (4). 

http://carlos2524.jimdo.com/



460 CALCULO INTEGRAL

Las constantes arbitrarias ci y C2 que aparecen en (5) se llaman
constantes de integración. Una solución como (5), que contiene cons-
tantes arbitrarias en número igual al orden de la ecuación (en este
caso, dos) se llama la solución completa o general, o también, integral
general. * Las soluciones que se obtienen de ésta dando a las constantes
valores particulares se llaman soluciones particulares. En la práctica,
una solución particular se obtiene de la solución general por condiciones
dadas del problema, que la solución particular ha de satisfacer.

EJEMPLO. La solución general de la ecuación diferencial

(1) r/' + y = O

es. según hemos visto. y = CI cos X + C2 sen x .
Hallar una solución particular tal que

(2 ) y = 2. y' = - l. cuando x = O.

Solución. De la solución general

(3) y=clcosx+czsenx

derivando, obtenemos.

(4) y' = - C I se n x + C2 COS x .

Sustituyendo (2) en (3) y (4), encontramos CI = 2. C2 = - 1. Introdu-
ciendo estos valores en (3), tenemos la solución particular que se pidió,

y = 2 cos x - se n x .

Una ecuación diferencial se considera resuelta cuando se ha reducido
a una expresión en términos de integrales, pueda o no efectuarse la
integración.

203. Verificación' de las soluciones de ecuaciones diferenciales.
Antes de emprender el problema de resolver ecuaciones diferen-
ciales, mostraremos cómo se verifica una solución dada.

EJEMPLO l. Demostrar que

(1) y=clxcoslnx+c2xsenlnx+xlnx

es una sol uci ó n de la ecuación diferencial

(2) x2!!.:JL - x d y + 2 y = x In x .
d x? dx

* En los tratados sobre ecuaciones diferenciales se demuestra que la solución
general de una ecuación diferencial de orden n , tiene n constantes arbitrarias.

ECUACIONES

Solución. Deri vando (l

(3)

(4)

Sustituyendo en (2) los
que la ecuación se satisface, I

EJEMPLO 2. Demostrar

(5)

es una sol ución particular de

(6)

Sol ución. Derivando (5

yy' -

S usti tu yendo este valor di

que. según (5). es cierto.

Verificar las siguientes s
dientes.

E c uaci ones d ifer

lo d2y _ ~ d Y + 2 = (
d x? X d x x

2. d2V + 2.. dV = O.
d r? r dr

3. d2s _ !!.!.. _ 6 s = O.
d t? dt

4. d3x d2x dx-+2----
d t ' d t? dt

5. (dyt-4XydY+(
d x dx

d2 d6. x -y + 2 .JL - xy =
dx2 dx

7. d
2
s + 4 s = O.

d t?
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Solución. Deri vando (1), obtenemos 

(3 ) 

(4) 

dy = (C2 - CI) sen In x + (C2 + Cl) cos In x + In x + 1, 
dx 

d
2

r,¡ = _ (C2 + CI ) sen In x + (C2 _ CI) cos In x + ..!..... 
dX2 X X X 

461 

Sustituyendo en (2) los va lores dados por (1), (3) Y (4) , encontramos 
que la ecuación se satisface , pues se obtiene un a identidad. 

EJEMPLO 2, D em ostrar que 

(5) y2 - 4 x = O 

es una solución particular de la ecuación d ifere n cia l 

(6) xyl2 - I = O. 

Solución. Derivando (5), se obtiene 

yy' - 2 = O, de donde, y' = ~. 
y 

Sustituyendo este valor de y' en (6) y reduciendo, obtenemos 

4 x - y2 = O, 
que, según (5), es cierto . 

PROBLEMAS 

Veri fi car las sig uientes sol uciones de la s ecuaciones diferenciales correspon
d ientes. 

Ecuacio n es difere n ciales 

1. 

2 . d
2
V + .3:.. dV = O. 

d r2 r d r 

3 . d
2s _ ~ _ 6 s = O. 

dl 2 dI 

4. d 3x +2d
2
x _ dx _ 2x = O. 

de 3 dl 2 dI 

5 . (d y )3_ 4xy dy + g y2 = O. 
dx dx 

6. 

7. 

d 2 d x -y + 2 -.!l. - x y = O. 
d X2 dx 

d
2
s + 4 s = O. 

de 2 

Soluciones 

y = c ¡ + 2 x + C2X 2 • 

v = ~ + C2. 
r 

s = c ¡e- 2t + c2e3t • 

x = e¡et + e2e- t + c3e - 2t . 

r,¡ c(x - e)2. 

xy = 2 eX - 3 e- X. 

s = C l cos (2 t + C2) • 
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8. d
2
x _6 dx + 13 x = 39. 

dt 2 dt 
x = e3 teas 2 I + 3. 

9. yd
2

y _ (d y )2+ dy = O. 
dX2 dx dx 

-"'-
y = ae b - b. 

10. xy dZy + x (d y )2_ y dy = O. 
dX2 dx dx 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

du 1 + u 2 

du = I + u Z ' 

dZs + 4 s = 8 t. 
d¡2 

d
2y _ 2 dy _ 3 Y = e2.V • 

d X2 dx 

dZx 
d ¡ ~ + 9 x = 5 cos 2 t . 

c!:.x + 9 x = 3 eos 3 t. 
d¡2 

~; + xy = X3 y 3. 

c+u u = ---o 
1 - cu 

s = 2 sen 2 t + eos 2 t + 2 t . 

y = c¡e3 ", + c2e - E - Y:í e2x • 

x = eos 2 t + 2 cos 3 t + 3 sen 3 t. 

x = e¡eos3 t+C2sen3 t+Y2tsen3 t. 

204. Ecuaciones diferenciales de primer orden y de primer grado. 
Una ecuación de primer orden y de primer grado puede reducirse a la 
forma 

(A) Mdx + N dy = O, 

siendo M Y N funciones de x y y. De las ecuaciones diferenciales que 
pertenecen a esta clase , las más comunes pueden dividirse en cuatro 
: ipos . 

Tipo 1. Ecuaciones con variables separables. Cuando los térmioos 
de una ecuación diferencial pueden disponerse de manera que tome la 
forma 

(1 ) f (x ) dx + F (y) dy = O, 

siendo f (x) una función de x únicamente y F (y) una función de y 
únicamente, el procedimiento de resolución se llama de separación de 
las variables, y la solución se obtiene por integración directa . Así , 
integrando (1) obtenemos la solución general 

(2) f f (x) dx +f F (y) dy = c , 

en donde c es una constante arbitraria. 
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Frecuentemente muchas ecuaciones, que no se dan en la forma 
sencilla (1) , pueden reducirse a esa forma mediante la siguiente regla 
para separar las variables. 

PRIMER PASO. Quitar denominadores; si la ecuación contiene deri
vadas, se multiplican todos los términos por la diferencial de la variable 
independiente. 

SEGUNDO PASO. Se sacan las diferenciales como factor común. Si 
entonces la ecuación toma la forma 

XY dx + XI yl dy = O, 

en donde X y XI son funciones de x únicamente y y y yl son funcio
nes de y únicamente, puede reducirse a la forma (1) dividiendo todos 
los términos por XI Y . 

TERCER PASO. Se integra cada parte separadamente, como en (2) . 

EJEMPLO 1. Resolver la ecuación 

dy l + y2 
dx = (1 + X2) xy' 

Solución . 

Primer paso. (1 + x 2)xy dy = (1 + y2)dx. 

Segundo paso . (1 + y2) dx - x (1 + X2) y dy = O. 

A fin de separar las variables. dividiremos por x ( 1 + x 2) ( 1 + y2). lo 
que da 

Tercer paso. 

f dx - f~ - f----'i..!!JL = c. 
x I + X2 I + y2 

Art. 167 

In x - Y:í In (l + X2) - Y:í In (1 + y2) = e, 

In (1 + X2) (1 + y2 ) = 2 In x - 2 C. 

Este resu ltado puede escribirse en forma más abreviada si damos otra forma a 
la constante arbitraria. escribiendo In e en vez de -·2 C . Entonces la solución 
se convierte en 

In (1 + X2) ( 1 + y2) = In X2 + In c. 

In (1 + X2) (1 + y2) = In ex 2 • 

(I + X2) (l + y2) = ex 2. 
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EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 

Solución . 
Primer paso. 

Segundo paso . 

ax dy + 2 ay d x = xy dy. 

2 ay dx + x Ca - y) dy = O. 

A fin de separar las variables. dividiremos por xy. Resulta: 

2 a dx + Ca - y) dy = O. 
x ff 

Tercer paso . 2 a f d; + a f d: - f d y = C. 

2 a In x + a In y - y = C. 

a In x2y = e + y. 

In x2y = f.. + JL. 
a a 

Pasando de logaritmos a exponenciales. este resultado p~ede escribirse en la 
forma 

o sea. 
e .J.!... 

x2y = e (t .ea. 

e 
Representando la constan te ea por c. obtenemos n uest ra so lu ción en la 

forma 

Tipo n. Ecuaciones homogéneas. Se dice que la ecuación dife
rencial 

(A) Mdx+Ndy = O 

es homogénea cuando M y N son funciones homogéneas de x y y del 
mismo grado. * Tales ecuaciones diferenciales pueden resolverse ha
ciendo la sustitución 

(3 ) y = vx. 

Esto nos uará una ecuación diferencial en v y x en la que las varia
bles son separables; luego podremos seguir la regla que se dió para las 
ecuaciones del tipo l. 

Se dice que una fu nci ó n de x y y es homo géne a en las variables si el resul 
tado de reemplazar x y y por AX y "y (siendo " una consta nte arbitra ria) se 
reduce a la función prim iti va multiplicada por a lguna potencia de A. El expo 
mute de esta pote n cia de ), se llama el grado de la func ión primitiva. 
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En efecto, de (A) obtenemos 

(4) 
dy 

dx 
M 
N' 

Igualmen te, de (3) , 

(5 ) dy _ dv + 
dx - x dx v. 

Empleando la sustitución (3), el segundo miembro de (4) se convier
te en una función de v únicamente. Luego, empleando (5) Y (3) 
obtendremos de (4) 

(6 ) 
dv 

x dx + v = f (v) , 

en donde pueden separarse las variables x y v . 

EJEMPLO. Resolver la ecuación 

y2+x2dy = Xydy. 
dx dx 

Solución. y2 dx + ( x 2 - xy)dy = O. 

Aquí M = y2 Y N = X2 - xy. Ambas son homo gé neas y de segundo g rado 
en x y y. Además. ten emo s 

Hagamos la su st ituci ón y = ux. Se obtie ne: 

du u 2 
x -+ u = - --, 

dx 1 - u 

o sea, u dx + x (i - u) du = O. 

A fin de separar las variables. di vidiremos por ux. Esto da 

dx + (1 - u) du = O. 
x u 

In x + In u - u = C . 

In ux = e + u. 

ux = eC + v = ee • e", 

ux = ceV • 

Pero u =.!L. Lue go la solución ge neral es 
x 

1'... 
Y = ce X • 
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PROBLEMAS 

Hall a r la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen
c iales . 

1. (2 + y) dx - (3 - x) dy = O. Sol. (2 + y)(3 - x) = e. 

2. xydx -(I+ x2)dy=0. 

3. x(x+3)dy -y(2 x + 3)dx=0. y = ex (x + 3) . 

4. v' 1+ x 2 dy - v'~dx = O. 

Sol. are sen y = In e (x + v' I + X2 ) . 

5. dQ + Q tg O d9 = O. Q = ecos O. 

6. (1 - x) dy - y2 dx = O. y In e (1 - x) = \. 

7. (x +2 y )dx + (2x - 3 y)dy = O. X2 + 4 xy - 3 y2 = e. 

8. (3x+5y)dx+(4x+6y)dy=0. 

9.2(x+y)dx+ydy=0. 

(x + y) 2 (x + 2 y) = c. 

Sol. + In (2 x2 + 2 xy + y2) - are tg (x :- y) = e. 

10. (8 y+10 x) d x + (5 y+7 x) dy=O. (x + y) 2 (2 x + y) 3 = c. 

2 X2 + 2 xy + 3 y2 = C . 11. (2 x + y) dx + (x + 3 y) dy = O. 

12. v' l - 4 t 2 ds + 2 v'~ dt = O. 

Sol. s v' l - 4 t 2 + 2 1'¡-[--=-;2 = c. 

13. 2 z (3 z+l)dw+(1-2 w)dz = O. (2 w - 1) (1 + 3 z) = 3 cz. 

14. 

15. 

16. 

17. 

2xdz -2z dx= Vx 2 +4z2 dx. l +4cz - e2 x2 = O. 

( x + 4 y ) dx + 2 x dy = O. 

( 2 X2+ y2 ) dx + (2 x y+3 y2) dy=O' 2 x 3 + 3 xy2 + 3 y3 = c. 

d u I + u 2 

d u = 1+ u2 ' 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

u+c 
u =-- · 

1- cu 

(3 + 2 y) x dx + (x 2 - 2) dy = O. 

2( 1 + y)dx - (1 - x)dy = O. 

(1 + y)xdx- (1 +x)ydy =0. 

(ax + b)dy - y 2 dx = O. 

(3 x + y) dx + (x + y) dy = O. 

xy(y + 2)dx - (y + I)dy = O. 

(1 + x 2)dy - (1 - y2)dx = O. 

(x - 2 y ) dx - (2 x + y) dy = O.' 

http://carlos2524.jimdo.com/



ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 467 

26. (3 x + 2 y ) dx + x dy = O. 

27. 3(5x+3y)dx+ ( llx+5y )dy=0. 

28. (x 2 + y2)dx + (2 xy + y 2) dy = O. 

29. 2 y dx - (2 x - y) dy = O. 

En cada uno de los siguientes prob lemas. hallar la solución particula r que se 
determina por los valores dados de x y y. 

30. dx + 4 dy = O; x = 4. y = 2. Sol. x2 +4 y2 = 32. 
y x 

31. (X2+y2)dx = 2xydy: x = l. y=O . y2=X2 _ X. 

32. x dy - y dx = ...¡ X2 + y2 dx; x = ~ . y = O. 1 + 4 y - 4 x2 = O. 

33. (1 + y2) dy = y dx; x = 2. y = 2 . 

34. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (2. 1) . Y cuya 

pe n diente en un punto cualquiera es igua l a - (1 + JL) . 
x 

Sol. X2 + 2 xy = 8. 

35. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1. O) . Y cuya 

pendiente en un punto cualquiera es igual a !J - l 
X2 + x · 

Sol. y (1 + x) = 1 - x. 

Tipo 111. Ecuaciones lineales. La ecuación diferencial lineal de 
primer orden en y es de la forma 

(B) 
dy 
- +Py=Q 
dx ' 

siendo P y Q funciones de x únicamente, o constantes. 
Asimismo, la ecuación 

(e) dx 
- +Hx = J dy , 

siendo H Y J funciones de y o constantes, es una ecuación diferencial 
lineal. 

Para integrar (B), hagamos 

(7 ) y = UZ, 

en donde z y u son funciones de x que deben determinarse . Deri
vando (7), 

(8 ) 
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Sustituyendo en (B) los valores dados por (8) y (7), el resul
tado es 

dz du 
u dx + z dx + Puz = Q, o sea, 

(9) u -- + - + Pu z = Q. dz (du ) 
dx dx 

Ahora determinamos u integrando la ecuación 

du 
(10) dx + Pu = O, 

en donde las variables x y u son separables. Empleando el valor de u 
asi obtenido, hallamos z resolviendo la ecuación 

(11 ) 
dz 

udx=Q, 

en donde x y z pueden separarse. Evidentemente, los valores de 
u y z asi obtenidos satisfarán (9), y la solución de (B) se da en
tonces por (7). 

Los siguientes ejemplos muestran los detalles del método. 

EJEMPLO l. Resolver la ecuación 

( 12) d!J 2 y ( ) 5~ - - __ = x + l 1_ . 

dx x + l 
Solución, Evidentemente esta ecuación es de la forma (B), siendo 

p= __ 2_ Y Q=(x+l)%, 
x +1 

Ha gamos y = uz; en ton ces 

dy = u dz + z du, 
dx dx dx 

Sustitu ye ndo este valor en la ecuación dada (12), obten emos 

u dz+zdu_~=(x+l)%, o sea , 
dx dx 1 + x 

(1 3) udz+(du_~)z= (x+ I) % . 
dx dx I +x 

A fin de determinar u, igualemos a cero el coeficiente d e z. Esto da 

du _ ~=O, 
dx 1 + x 

du 2 dx 
-;:;- = 1 + x' 
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Integ rand o, obtenemos 

In u = 2 In (I + x) = In (1 + x) 2. 

(14) U=(1+X)2.* 

Ahora la ec ua ción (13 ) , pu es to qu e el término en z desa parece, se con
v ierte en 

Reempla za ndo u por su va lor según ( 14), 

o sea, 

Integrando , obtenemos 

(15) 

d Z = (x+I)Yz, 
dx 

dz = (x+I) Yz dx. 

2 (x + 1) % z = + C. 
3 

Sustituyendo los valores de (15) y (14) en y = u z, obtenemos la solución 
ge neral 

2(x+ I )% +C (x+ I )2. y = 3 

E J EMPLO 2. Deducir un a fór mula pa ra la solución ge neral de la ecua
ción (B). 

Solución. Resolvie ndo la ecuación ( 10), tenemos 

In u + fp dx In k, 

siendo In k la constante de int eg ración. 
Despejando u , resu lt a 

u=ke- f Pdx . 

Sustituyendo en ( 11 ) este va lor de u. y separando la s va riables z y x , 
el resultado es 

dz = QefP dLdx. 
k 

Inte g ran do y sustituyendo en (7), ob tenem os 

y = c- f PdX (fQ efP dXdx + c)-

Por ra zo nes de senci ll ez. h emos tomado para constante de inte g raci ón el 
va lor particular cero. De o tro m odo tendriamos u = (( 1 + xl 2. Pero en 
el desarrollo que sigue velemos que , finalmente. e de sapa rece. ( \ 'éase el 
ejem plo 2.) 
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Debe observ arse que la constante k desaparece del resultado final. Por esta 
causa es usual omitir la constante de integración en la resolución de la ecua
ción (10). 

Tipo IV. Ecuaciones que pueden reducirse a la forma lineal. 
Algunas ecuaciones no lineales pueden reducirse a la forma lineal me
diante una transformación apropiada. Un tipo de tales ecuaciones es 

(D) dy + Py 
dx 

siendo P y Q funciones de x únicamente o constantes. La ecuación 
(D) puede reducirse a la forma lineal (B) del tipo nI por medio de la 
sustitución z = y - n+l . Pero tal reducción no es necesaria si resolvemos 
la ecuación según el método que se dió para el tipo IlI. Ilustremos 
esto con un ejemplo . 

EJEMPLO. 

(1 6) 

Solución. 

Resol ver la ecuación 

dy -1-- JL = a In x _ y2. 
dx x 

E videntemente esta ecuación es de la forma (D) . siendo 

p =~, Q = a In x . n = 2. 
x 

Ha gamo s y = uz; entonces 

dY=ud z -l--z du . 
dx dx dx 

Sustituyendo en (16). obtenemos 

u d z -1-- z du -1-- uz = a In x . U 2Z2 , 

d x dx x 

( 17) u - - -1--- z =a nx·uz. d Z+ (du u) I 22 
dx d x x 

A fin de det erminar u. igualemos a cero el coeficiente de z. Esto da 

du -1-- ~ = O. 
d x x 

du d x 
u x 

In tegrando . obtenemos 

In u = - In x = In~ . 
x 

( 18) I u =-. 
x 
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Ahora la ecuación (17), puesto que el término en z desaparece, se co rr-
v iert e en

u dz = a In x . u'z',
dx

dz
dx

a In x . u z" .

Reemplazando u por su valor según (18), resulta

dz
dx

a In x . Z2

X

dz = a In x .dx.
Z2 X

Integrando, obtenemos

z
a(ln x)2 + C

2 '

2(19) z=
a(ln X)2 + 2 C

Sustituyendo los valores de (19) y (18) en y = u z , obtenemos la solución
general

l 2y = --. ,
x a(lnx)2+2C

o sea,
xy[a(lnx)2+2Cl+2=O.

PROBLEMAS

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones d ife re n-
ci a le s ,

1. xdr.¡-2y=2x.
dx

Sol. y ex2 - 2 x .

y x + ex2.

y x + ee2r.

y nx + ex3•

y e-X + .«,

s = t+2+c se n t .

ex2 y + 2 xy - l = O.

2. x dr.¡ - 2 y-x.
dx

3. dI) - 2 Y
.d x

I - 2 x .

4. x dy - 3 Y = - 2 nx.
dx

5. dy _ Y
dx

6. ds _ s etg t = l - (r + 2) ctg t.
dt

7, dy +~ = 2 y2.
dx x
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8. ~ + s tg t = 2 t + t 2 tg t. 
dt 

9. xdY-y=(x-l)ex . 
dx 

11. ~+~=cost+sent. 
dt t t 

Sol. s = 12 + c cos l. 

y=e~+cx. 

cx2y2 + 2 Xe¡2 - l = O. 

s = sen t + ~. 
t 

cx2e¡" + xe¡" - l = O. 

13. ~ + s = cos t - sen t. 
dt 

s = cos t + ce-l. 

14. ~ - s ctg t = et (I - ctg t) . 
dt 

15. x dy - 2 Y + 3 x = O. 
dx 

17. x de¡ + e¡ = ( 1 + x) eX. 
dx 

18 . dY _ e¡= 1- 2x. 
dx 

19. x dY +y+X2y2=0. 
dx 

20. 

s = el + c sen l. 

ds - - s ctg t + csc t = O. 
dt 

21. 2 d e¡-ty=(x-I)e¡3. 
dx 

22. x de¡ - e¡ = X cos x - sen x. 
dx 

23. n dy _ e¡+ (x2+2x)yn+l =0. 
dx 

24. dS+stgt=e-t(tgt -I ). 
dt 

En cada uno de los siguientes problemas. haI\ar la solución particular deter
minada por los va lores dados de x y y. 

25. dy _ 2y = 
dx x 

x = I. y = O. Sol. y = x2 (e" - e) . 

27. dy + Y tg x = sec x; x = O. y = - 1. 
dx 

28. dY_~=(x+I)3; x=O. y=l. 
d x x + 1 

x + l y=--. 
x 2 

e¡ = se n x - cos x. 

2 Y = (x + 1) 4+ (x + 1) 2. 

29. HaI\ar la ecuación de la curva que pasa por el punto (1. O). y cuya 

pendie nte en un punto cualquiera es igual a 2 y + x + l 
x 

Sol. 2 Y = 3 X2 - 2 x - l. 
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30. Hallar la ecuación de la curva que pasa por el punto ( l. ~) y cuya pen

diente en un punto cualquiera es igual a y2 In x - y 
x 

Sol. y(l + In x) = 1. 

205 . Dos tipos especiales de ecuaciones diferenciales de orden 
superior. Las ecuaciones diferenciales que vamos a estudiar en este 
artículo se presentan muy frecuentemente. 

El primer tipo lo constituyen las ecuaciones de la forma 

(E) 

en las que X es una función de x únicamente, o una constante. 
Para integrar, en primer lugar multiplicaremos ambos miembros 

por dx. Entonces, int.egrando, tenemos 

dn - 1y Sdlly S 
dX"-l = dx" dx = X dx + el. 

Después se repite el procedimiento (n - 1) veces. De esta manera 
se obtendrá la solución general, que contendrá n constantes arbi
trarias 

EJEMPLO. 

Solución. 

o sea, 

Resolver la ecuación d
3

y = xeX. 
dx 3 

Multiplicando ambos miembros por dx e integrando. resulta 

~ = x eX - e'" + el. 
dx2 

Repitiendo el procedimiento, 

~~ = fx e" dx - fe X dx + fel dx + e z. 

o sea, 

~~ = xe" - 2e" + elx + C 2. 

y = fxe X dx - f2e" dx + felx dx + fe2 dx + C3 

Luego, y = xex - 3 eX + ClX 2 + C2X + (J. 
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Un segundo tipo de mucha importancia son las ecuaciones de la 
forma 

(F) 

siendo Y una función de y únicamente. 
Para integrar, procederemos de la siguiente manera: escribiremos 

la ecuación en la forma 
dy' = y dx, 

y multiplicaremos ambos miembros por y' . El resultado es 

y' dy' = Y y' dx . 

Pero, por ser y' dx = dy la ecuación anterior se convierte en 

y' dy' = Y dy. 

En esta ecuación las variables y y y' quedan separadas. Integrando, 
resulta 

; y'2 = S y dy + el. 

El segundo miembro es una función de y. Extrayendo la raiz cuadra
da, las variables x y y quedan separadas y podemos integrar otra 
vez. Veamos un ejemplo del método. 

EJEMPLO. 

Solución. 

Resol ve r la ecuación d
2

y + a2 y = O. 
d X2 

Aquí dy' = d
2

y = _ a2 y; luego la ecuación es del tipo (F). 
dx dx 2 

Multiplicando ambos miembros por y'dx y procediendo como hemos indi-
cado. obtenemos 

y' dy' = - a2 y dy. 

In teg ra ndo . 

y' = V 2 e - a2y 2 . 

dy 
- = V e l - a2y2 
dx ' 

haciendo 2 e = el y tomando el signo positivo del radical. Separando la s 
variables. resulta 

dy 
-"¡-;:e::;::l =_==a2;:y==2 = d x . 
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In tegrando. 

o sea. 

I - are sen ay 
_ /_ = X + C2. 
vC, a 

ay 
are sen ---=- = ax + aC 2, 

VCI 
Esto es lo mismo que decir 

o sea. 

ay = se n (ax + aC 2) 
VC I 

= sen ax cos aC 2 + cos ax sen aC2. (4) del Art. 2 

VC I V C, 
Y = -- eos aC 2 ' sen ax + -- sen aC2 ' cos ax, 

a a 

Luego. y = C l sen ax + C2 cos ax, 

PROBLEMAS 

Hallar la solución general de cada una de las sig uientes ecuaciones diferen
ciales. 

1. d 2x 
dt 2 

t 2 • Sol. 

2. d 2x -=x, 
dt 2 

3. d 2 x -=4 
dt 2 

sen 2 t, x = - sen 2 t + c,t + C2. 

4. d 2 x _ e2t , ([(2-
eH 

x = 4 + CI t + C2· 

5. d 2s 
dt 2 (s + 1) 3 

CI(S + 1)2 = (c¡t + C2)2 + 1. 

6. d 2s 
dt 2 = Vas' 

7. d 2y _ a 
dt 2 - ya' 

8. d
2

y + ~ = O. 
dX2 y2 

Sol. V c,y2 + y - 1_ In(vc¡y+ VI + c,y) = ac¡ V2 x + C2. 
V C, 
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9. d
2
s + !!.- = O. Hallar t, si para t = O es s = a y ~ = O. 

dt 2 S2 dt 

Sol. J---;; r /- J~t 
t = '\JIk lV as - S2 + a are sen \j-a- r 

10. d31t.= x + senx. 
dx 3 

11. d 2 s - = a eos nt. 
d? 

12. 2=4y. 
dx2 dt 2 

206. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coefi
cientes constantes. Las ecuaciones de la forma 

(G) 

en donde p y q son constantes, son muy importantes en las matemá
ticas aplicadas. 

Se obtiene una solución particular de (G), determinando el valor 
de la constante r de manera que (G) se satisfaga por 

(1) 

Derivando (1), obtenemos 

(2) 
dy - = reTX 

dx ' 

Susti tuyendo en (G) los valores dados en (1) Y (2) , y eliminando 
pOI' división el factor erx resulta 

(3 ) r2 + pr + q = O, 

es decir, la expresión y = erx es una solución particular de la ecuación 
dada si r es una raíz de esta ecuación de segundo grado. La ecua
ción (3) se llama ecuación auxiliar o ecuación característica de (G) . 

PRIMER CASO. La ecuación (3) tiene raíces distintas, 1'1 y r2. 
Entonces 

(4) 

son soluciones particulares distintas de (G), y la solución general es 

(5 ) 

En efecto, (5) contiene dos constantes arbitrarias esenciales, 
y (G) se satisface por esta relación. 
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EJEMPLO l . Resol ver la ecuación 

(6) d
2
y _ 2 dy - 3 y = O. 

dX2 dx 

Solución. La ecuación auxiliar es 

(7) r 2 - 2 r - 3 = O. 

Resolviendo (7), las raíces son 3 y - 1, y según (5) la solución gene-
ral es 

y = cle 3X + c2e - x • 

Verificación. Sustituyendo en (6) este valor de y, la ecuación se satisface. 

SEGUNDO CASO. Las raíces de la ecuación (3) son imaginarias. 
Si las raíces de la ecuación auxiliar (3) son imaginarias, los exponen
tes en (5) serán también imaginarios . Sin embargo, se puede hallar 
una solución general real, tomando en (5) valores imaginarios para 
CI y C2. En efecto, sean 

(8) TI = a + bv - 1, T2 = a - bv -1 

el par de raíces imaginarias conjugadas de (3). Entonces 

(9 ) enx = e(a+b'V-l) x = eaxebx'V-l, 

eT2X = e(a-b...cl) x = eaxe-bx~i. 

Sustituyendo estos valores en (5), obtenemos 

(10 ) 

En Algebra se demuestra * que 

ebx-v=! = cos bx + V - 1 sen bx, 

e-bx 'V- 1 = cos bx - V - 1 sen bx . 

* Sea i = v-=1, y supóngase que el desarrollo en serie de eX, dado en el 
problema 1, Artículo 194, representa la función cuando x se reemplaza por ibx. 
Entonces, puesto que i 2 = - 1, i 3 = - i, i 4 = 1, etc., tenemos 

( 14) 
b 2x2 b 3 x 3 b 4 x 4 b 5 x 5 

e
ibx 

= I + i bx - 12 - i 12 + li + i '-2. - .... 

Además , reemplazando x por bx en (7) y (8) de l Artículo 194, 

b 2 x2 b 4 x 4 

cos bx = I - 12 + li - ... 
Entonces, según el Artículo 195, 

b2x2 b 3 x 3 b 4 x' b 5 x 5 

( 15) cos bx + i sen b x = I + i bx - 12 - i 12 + I~ + i 12 - .. . , 
suponiendo que la serie represente la fundón . Los miembros de la derecha dí 
(14) y (15) son idénticos. Por tanto, eWx = cos bx + i sen bx . 
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Sustituyendo estos valores en (10), la solución general puede 
escribirse en la forma 

(11) y = eal (A cos bx + B sen bx, 

determinándose las nuevas constantes arbitrarias A y B, de CI y C2 

por las condiciones A = el + e2, B = (el - ez) Y - 1. Esto es, para 
CI y C2 en (5) tomamos los valores imaginarios 

CI = Yz (A - BY - 1), C2 = Yz (A + BY - 1) . 

Si en (11) damos a A y B los valores 1 y O, y después O y 1, 
vemos que 

(12) y = ea:>: cos bx y y = ea:>: sen bx 

son soluciones particulares reales de (G) . 

EJEMPLO 2. Resol ver la ec uació n 

(13) 

Solución. La ecuación auxiliar (3) es ahora r 2 + k 2 = O. Luego. 
r = ± k v=l. 

é:omparando esto co n (8). ve mos que a = O. b = k. Luego. según ( 11) . 
la so lución completa es 

y = A cos kx + B se n kx . 

Verificación. Cuando este va lor de y se su st ituye en (13). la ec uaci ó n se 
sat isface. 

Compárese es te método con el que se empleó para el mismo ejemplo en el Ar
tículo 205 (k = a) . 

OBSERVA CJON. O tra forma de la sol ución se obtiene haci endo 

A = e cos a. B = e se n a . 

en el valor de y arriba dado. Entonces y = ecos ( k x - a ). ( Seg ún (4) del 
Artículo 2. ) 

TERCER CASO. Las raíces de la ecuacwn (3) son reales e iguales. 
Las raíces de la ecuación auxiliar (3) serán iguales si p2 = 4 q . En
tonces (3) puede escribirse, sustituyendo q = 74: p2 , 

(14) r2 + pr + X p2 = (r + Yz p)2 = O, 

siendo las raíces rl = r2 = - Yz p. En este caso: 

(15 ) y = e":>: y y = xe":>: 

son soluciones particulares distintas, y 

(16 ) 

es la solución general. 
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Para comprobar esta proposición bastará demostrar que la segunda 
ecuación de (15) es una solución. En efecto, derivando, tenemos 

(17) 

Sustituyendo los valores de (17) en el primer miembro de (G), se 
obtiene, después de suprimir eTl

"', 

(18 ) 

Esta expresión es igualo cero puesto que Tl satisface (3) y es igual 
a - Yz p. 

EJEMPLO 3. Resol ver la ecuación 

(19) d
2
s + 2 ds + s = O. 

dt 2 dt 

Hallar la sol ución particular tal que s = 4 Y r!.!. = - 2, cuando t = O. 
dt 

Solución. La ecuación auxiliar es 

r 2 + 2 r + 1 = 0, o sea , (r + 1) 2 = O. 

Por tanto, las raíces son igual es a rl = - I. y según (16) 

(20) s = e- t(el + e2t), 

es la solución general. 
A fin de hallar la solución particular que se pide , debemos determinar las 

constantes el Y e2 de manera que se satisfagan las condiciones dadas, es decir, 

s = 4 Y ds = - 2 cuando t = O. 
dt 

Susti tu yendo en la solución general los valores dados s = 4, t = 0, tene
mos 4 = el, Y de aquí 

(2 1) 

Deri vemos ahora (21) con respecto a t. Obtenemos 

y como según las condiciones dadaS. 

9.!. = - 2 cuando t = 0, se obtiene: 
dt 

- 2 = e2 - 4; luego, e2 = 2. 

Por consiguiente, la sol ució n particular buscada es s = e- t (4 + 2 t). · 
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PROBLEMAS

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones dife-
renciales.

lo d2x_dx_2x = O.
d t? dt

2. d2y _ 4 dy + 3 Y = O.
d x? d x

3. d2s _ 2 ~ + s = O.
dt" dt

4. d2x
dt" + 16 x = O.

5. d2s_ - 4 s = O.
dt"

6. d2y + 4 dy = O.
d x? dx

7. d
2
s + 2 ds + 2 s = O.

d t? d t

8. d2s _ 2 ds + 5 s = O.
d t? dt

9. d2
() _ 5 dO + 4 () = O.

d t? dt

10. d
2
Y+6dY+9 Y = O.

dx" dx

1lo ~y + 5 dy + 6 Y = O.
d x? dx

12. d
2
s + 3 s = O.

d t?

,
111I I.'~.::\~~

Sol. x = c¡e-t + c2e2t.

s = c¡et + c2tet .

x = c ¡ cos 4 t + C2 sen 4 t.

s = c¡e21 + c2e-2t•

y = C¡ + c2e-4"_

s = e-t (e ¡ cos t + C2 se n t) .

s = el (e ¡ cos 2 t + C2 sen 2 r )

13. d2s- - 3 s = O.
d t?

14. d2y _ n dy = O.
d x? dx

15. d
2s - 6 ~ + 25 s = O.

d t" d t

16. d
2
x +2dx + 10 x = O.

d t? dt

En los siguientes problemas hallar la solución particular que satisface las
condiciones dadas.

18. d2x n2x O; dx = O.p+ = x = a.
t- dt

19. d2x - n2x = O; = 2. dx = O,
dtZ

x
di

20.

s = O, ':!.!. = l. cuando I = O.
dt

Sol. s = e-t - e-21.

cuando [ = O. x=acosnt.

cuando t = O. x = enl + e--ul .

y = O. dy = 24,
dt

cuando t = O.

Sol. y = 4 (e21 - e-4t) •

ECUACIONES [

22. x =

23. d
2s +8~+25 s = O;

d t? dt

25. d2s s = e-+4 s = O·dt2 •

26. d2x- - 4 x = O; x=
d t?

27. d2Y+4~=0; y =
d t? d t

28.

30. d2s+4~+8s=0;
d t= dt

Para resolver la ecuacié

(H)

en donde p y q son cons
independiente x o una con:

PRIMER PASO. Reeol»
(22)

La función u se llama fun

SEGUNDO PASO. Oblel
Sea esta solución

(23 )

TERCER PASO. La sol

(24)
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ientes ecuaciones di fe-

x + c2e3x•

t + c-ite! •

cos 4 I + C2 sen 4 l.

(e 1 cos I + C2 sen 1) .

1 cos 2 I + C2 se n 2 1)

3 s = O.

n dy = O.
dx

6 ~ + 25 s = O.
dI

2 dx + 10 x = O.
dI

cular que satisface las

t = O.

Sol. s = e=! - e-21.

O. x = Q cos ni.

O. x = en! + e--"¡ .

o 1=0.

1. Y = 4(e2t - e-4t).
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21. d
2
s -8~+ 16s = O, S = O;

d t? di
~ = 1, cuando I = O.
di

Sol. s = te41•

dx = a, cuando t = O.
di

x=eal-I.

23. d
2s + 8 ~ + 25 s = O;

dt2 d t
s = 4, ds = - 16, cuando t = O.

dI

24. d
2
x_6dx+IOx=0; x=l.

dt2 d t

Sol. s = 4 e-11 cos 3 t.

d x = 4 cuando t = O.di' '
Sol. x=e11(cosl+sent).

25. d
2
s+4 s = O·

d t? '
cuando t = O.s = O, ~ '= 4,

dt

26. d2x _ 4 x = O;
dt2

x = lO, dx = O,
dt

cuando I = O.

27. d
2
Y+4dy'=0;

dt? d t
y = 1, dy = 2,
. dt cuando t = O.

28. d2x _4dx + 4 x = O; x = 2, dx = 5, cuando t = O.
dt2 d t dI

29. d2 x _ 4 d x + 13 x = O; x = 7, dx = 4, cuando I = O.
d t? dt dt

30. d
2
s + 4 ~ + 8 s = O; s = O, ~ = 8, cuando I = O.

d t= dt dt

Para resolver la ecuación diferencial

(H)
cfy dy
-d ? + Pd- + qy = X,

X" X

en donde p y q son constantes y X es una función de la variable
independiente x o una constante, son necesarios tres pasos.

PRIMER PASO. Resolver la ecuación (G). Sea la solución general

~~ y=u.

La función u se llarna función complementaria de (H).

SEGUNDO PASO. Obtener por ensayo una solución particular de (H) .
Sea esta solución

(23) Y = v.

TERCER PASO. La solución general de (H) es

(24) Y = u + v.
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En efecto, al sustituir en (H) el valor de y dado por (24) , se ve 
que la ecuación queda satisfecha, y (24) contiene las dos constantes 
arbitrarias esenciales. 

Para determinar la solución particular (23), las siguientes insLruc-
ciones son útiles (véase también el Articulo 208). En las fórmulas 
todas las letras son constantes con excepción de x, la va riable inde
pendiente . 

Caso general. La expresJOn y = X no es una solución particular 
de (G). En este caso: 

Forma de X 

X = a + bx, 

X = aeb:t, 

Forma de v 

entonces se supone y = v = A + Bx ; 
, , , , y = v = Aeb:t ; 

x = al cos bx + a2 sen bx, se supone y = ti = Al COS bx + A2 sen bx. 

Caso especial. Si y = X es una solución particular de (G), su
póngase para v la forma arriba dada multiplicada por x (la variable 
independiente) . 

El método consiste en sustituir y = v, según las instrucciones 
dadas en (H), y determinar las constantes A, B, Al Y A2, de ma
nera que (H) se satisfaga. 

EJEMP LO 4 . Resolver la ecuac iónl 

(25) d
2 rJ. _ 2 dy _ 3 fj = 2 X. 

dX2 dx 

Solución. Primer paso. La función complementaria u es la solución ge -
nera l de 

(26) d 2y _ 2 dy _ 3 y = O. 
dX2 dx 

Luego. seg ún el ejemplo l. 

(27) 

Segundo paso. Puesto que !J = X = 2 x no es solución particular de (26). 
npondremos que una solución particular de (25) es 

(28) y = u = A + Bx. 

Sustituyendo este va lor en (25) y asociando términos. se obtiene 

(29) - 2 B - 3 A - 3 Bx = 2 x. 

Igualando los coeficientes de la s mismas pote ncias de x. resulta 

- 2 B - 3 A = O. - 3 B = 2. 
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Resolviendo el sistema formado por estas ecuaciones, obtenemos 

A =~, B = - %. 

Sustituyendo en (28), se obtiene la solución particular 

(30) Y = u = % - % x. 

Tercer paso. Entonces, de (27) y (30), la solución general es 

EJEMPLO 5. Resol ver la ec uación 

(31 ) d 2 y _ 2 dy _ 3 y = 2 e-"'. 
dX2 dx 

Solución. Primer paso. La función complementaria es (27), o sea, 

(32) 

Segundo paso. Aquí y = X = 2 e-X es una solución particular de (26), 
porque se obtiene de la solución general (32) haciendo c¡ = O, C2 = 2. Por 
tanto, supondremos que una solución particular u de (31) es 

(33) y = u = Axe-x. 

Derivando (33), obtenemos 

(34) du = Ae-x (I - x), d
2

y = Ae-x (x - 2) . 
dx dX2 

Sustituyendo en (31) los valores dados en (33) y (34), obtenemos 

(35) Ae-X(x - 2) - 2 Ac-x(I - x) - 3 Axe-x = 2 e-x. 

Simplificando, obtenemos - 4 Ae-x = 2 e-x; luego A = - VI. Sustitu' 
yendo en (33), resulta 

(36) y = u = - VI xe- X • 

Tercer paso. La sol ución general de (31) es 

EJEMPLO 6. 

(37) 

y = u + u = c¡e3X + C2C- x - Yz xe- X • 

Determinar \;:¡ solución particular de la ecuación 

d
2
s + 4 s = 2 cos 2 I 

dt 2 

tal que s = O y t!.,s = 2 cuando I = O. 
dI 

Solución. HJllaremos en primer lugar la solución general. 

Pri mer paso. 

(38) 

Resolviendo 

d
2
s + 4 s = O. 

dt 2 
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encontramos la función complementaria 

(39) s = u = Cl cos 2 I + C2 sen 2 l. 

Segundo paso. Examinando el segundo miembro de (37), observamos que 
s = 2 cos 2 I es una solución particular de (38) que resul ta de (39) cuando 
C 1 = 2, C2 = O. Por tanto, supóngase una solución particular s = li de (37) 

(40) s = li = I (Al COS 2 I + A 2 sen 2 t). 

Derivando (40), obtenemos 

(41 ) 

{ 

ds = Al cos 2 I + A2 sen 2 I - 2 I (Al sen 2 1- A 2 (OS 21). 
dt 

d 2 s 
- = - 4 Al sen 2 1+4 A 2 cos 2 1- 4 t (Al (OS 2 t +A2 sen 2 1). 
dt 2 

Sustituyendo en (37) los valores dados en (40) y (41) y simplificando, 
resulta 

(42) - 4 Al sen 2 I + 4 A2 cos 2 I = 2 cos 2 l. 

Esta ecuación se convierte en una identidad cuando Al = O, A 2 

tu yendo en (40), obtenemos 
Yz. Susti-

(43) s = li = Yz I sen 2 l. 

T ercer paso. De (39) y (43) se deduce que la solución genera l de (37) es 

(44) s = C 1 cos 2 I + C2 se n 2 t + Yz I sen 2 l . 

Ahora tenemos que determinar C l Y C2 de manera que 

(45) s = O y cJ..s = 2 cuando I = O. 
di 

Deri va ndo (44), 

(-16) <!.!. = - 2 C 1 sen 2 t + 2 C2 cos 2 I + Yz sen 2 I + t cos 2 l. 
dt 

Sustituyendo en (44) y (46) las condiciones dadas en (45), se obtiene 

O = C l, 2 = 2 C2. Luego, C l = O, C2 = l . 

Poniendo en (44) estos valores, la solución particular buscada es 

(47) s = se n 2 I + Yz t sen 2 t. 

PROBLEMAS 

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones dife
renciales. 

lo 
d 2x 

at + b. Sol. eos I + C2 sen t + at + b. - +x = x= C 1 
dt 2 

2. d 2x aebl . cos t + (2 sen I + aeú1 
- +x x ( 1 

[;2 + l' dt 2 
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), observamos que
ta de (39) cuando
lar s = ¡) de (37)

A2 cos 2 r ) .

I+A2sen2t).

y simplificando,

A2 = Yz. Susti-

general de (37) es

t cos 2 l.

5), se obtiene

ada es

ecuaciones dife-

czsenl+al+b.

C2 sen I + _aebt

b2 + I
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3. d2x = 4 cos t.-+xd t?

4. d2x
= 4 sen 2 t.~+x

dt2

5. d2s
at + b,--4s

d t?

6. d2s
= 2 el.-- 4s

d t?

7. d
2
s -4s

dt2
e21•

8. d2s
= 2 cos 2 t.-- 4s

d t?

9. d2y 5 x2•- + 9 yd x? .

10. d:::' _ dx _ 2 x = 4 l.
dl2 dt

11. d2x_2dx+x=S.
d t? d t

13. d2s+2ds+2s=Se2l.
d t? dt

14. d2x_4dx+3x=4et.
d t? dt

15. d
2y _2dy +5 y=3 cos t.

d t? di

17. d
2
s + 9 s 3 cos 2 t.

d t?

18. d2
y + 4 x = 2 se n 2 t.

d t?

19. d2y _
Y 2 + el.dI2

20. d2z t - ei .--4z =
dl2

2l. dZx + 2 x LZ - 2.
dt2

Sol. x = C1 cos t + C2 se n I + 2 t se n t.

x = C 1 cos I + C2 se n t - % se n 2 t.

s = c¡e21 + c2c-21- !I.í (ae + b).

s = cle2/ + c2e-21 - !I.í cos 2 e.

y = C¡ cos 3 x + C2 sen 3 x + % x2 - 1% ,.

x = c ¡e- t + c2e2t + I - 2 l.

s = e-I(c¡ cos e + C2 se n e) + % e21.

x = clet + c2e3t - 2 t et .

y = el (c I COS 2 t + C2 se n 2 1)

+ % cos e - :XO se n t.

y = el (Cl cos 2 t + C2 se n 21)
+ 1~~7 cos2 e +:X7 se n 21.

d2s t22. 4 dt" + s = 5 co s 2'

23. d
2
s + 3 ds + 2 s = 2 sen t.

d t? di

24. d2x _ Sdx + 16x 4 - S l.
d t? dt

25. d2y _ S dy + 25 5cos21.
d 12 di Y

26. d2s + 6<!.2 + 10 s 5sen21.
d t? di
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En los siguientes problemas hallar la solución particular que satisface las
condiciones dadas.

27. d
2
s + 9 s = I + -21 ;

dl2
I

s = IS'

28. d
2
s + 9 s = 9 e3t;

di"
s = 1.

29. d
2
s+9s=5cos21; s=1.

di"

"tlt";"'!
30. d's+9s=3cos3t; s =0.

d t?

.
!, I~~~

'.IIilII.'
!:II'II_.'.

31. d2x _ 2 dx - 3 x = 2 I + 1;
di? di

32. d
2
x _6dx + 13 x = 39'

di" di '

33. d
2
s + 9 s = 4 - 3 r : s = O.

d t?

34. d
2
s - 9 s = 6 1;

d 12 s = O.

35. d
2
Y_2dY=7x' y=l.

d x2 d x - .

36. d
2 x + X = 2 cos 2 1; x = O.

dl2

37. d
2s + 4 s = 2 cos 2 1; S = O.

d 12 -

38. d
2
x_2dx+2x=2senl;

d t? di

cuando 1 = O.

Sol. s=)/gl+}is.

ds 3
dI = 2' cuando 1 = O.

S o/. s = );.;(co s 3 I + e3/) .

~.!.= 3. cuando 1 = O.
dr

Sol. s=sen31+cos21.

c!.!. = 6. cuando I = O.
di

Sol. s = 2 se n 3 I + Yí I sen 11.

1
x ="3'

Sol.

49' cuando I = O .

)Ig (e'll + e =t - 6 I + 1) .

dx =
di
x =

x = 4. dx = 3.
dI

cuando I = O.

Sol. x = eSI cos 2 1'+ 3.

c!.!. = O. cuando I = O.
dI

~ = Od t •
cuando I = O.

dy = O.
dx

cuando x = O.

dx = 2.
di

cuando I O.

c!.!. = 2.
dI

cuando I = O.

x = O. dx = O.
di

cuando I = O.

39. d
2
y + 5 dy + 4 y = 2 eX; y 1. dy = O. cuando x = O.

d x? dx dx

40. d2y ...¡.. 4 dy + 4 y = 4 e?x; y = O. dy = 2. cuando x = O.
dx2' dx . dx

207. Aplicaciones. Ley del interés compuesto. Una sencilla apli-
cación de las ecuaciones diferenciales se ofrece en problemas en los
que la rapidez de variación de la función con respecto a la variable

ECUACIONES 1

(Artículo 50) para cualqt
valor correspondiente de la

(1)

siendo k una constante.
separables del tipo 1 (Art.

(2)

siendo e una constante a
una función exponencial (
ción (2), fácilmente se di
face a (1). A esta fórmula
compuesto" a causa de la

Sea: y = capi tal. en pe

i = interés. en pe
/';.1 = intervalo de t

/';.y = interés de y 1

Entonces. /';.y = ir,¡ /';.1. Pc

(3 )

La ecuación (3) expresa qu

porcional a y. En la práctic
convenidos. como. por ejemp
modo. y cambia discontinuan
las variaciones se efectúan cor
ecuación (3) a los fenómenos
capitaliza continuamente; es d
infinitésimo. Entonces la ecu

y la rapidez de variación de y
si k = i .

Se dice que la función b
con la ley del interés cornpi

Un segundo ejemplo s
ecuación

(4)
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(Artículo 50) para cualquier valor de la variable es proporcional al 
valor correspondiente de la función. Esto es, si y = f (x) , 

(1 ) 
dy _ 
dx - ley, 

siendo k una constante. Esta ecuaClOn diferencial es de variables 
separables del tipo 1 (Art. 204). Resolviendo, obtenemos 

(2) y = cekx , 

siendo e una constante arbitraria. En este caso, la función y es 
una función exponencial (Art . 62). Recíprocamente, dada la ecua
ción (2) , fácilmente se demuestra, por diferenciación, que y satis
face a (1) . A esta fó rmula se ha dado el nombre de "ley del interés 
compuesto " a causa de la siguiente analogía: 

Sea: y = capital, en pesos. colocado a in te rés compuesto ; 

i = interés. en pesos. de un peso en un año; 

I'1t = intervalo de tiempo medido en años ; 

l'1y = interés de y pe sos en el intervalo de tiempo I'1t . 

Ento nces. l'1y = iy I'1t. Por tanto. 

(3 ) l'1y = iy. 
I'1t 

La ecuación (3) expresa que la var ia ció n m edia de y en el tiempo I'1t es pro
porcio nal a y. En la práctica. el interés se añade al capita l sólo a t iempos 
convenidos. como . por ejemplo. an ualm en te o trimestralme n te. Dicho de otro 
mod o . y cambia discontinuamente co n t. Pero en la Nat uraleza. en ge n era l . 
las variaciones se efectúan continuamente. En consecuencia. par a adap tar la 
ecuación (3) a los fen ó meno s naturales debemos imaginar que el capital y se 
capitaliza continuamente; es decir. supon er que el intervalo de ti empo !lt es un 
infinitésimo. En ton ces la ecuación (3) se con viert e en 

dy = iy. 
dt 

y la rapidez de vari ación de y es proporci o nal a y. lo que concuerda con (1) 
si k = i. 

Se dice que la función y dada por la ecuación (1) varía de acuerdo 
con la ley del interés compuesto . 

Un segundo ejemplo se encuentra en la solución general de la 
ecuación 

(4) 
dy 
dx = ley + e, 
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siendo k Y e constantes no iguales a cero. En efecto, sea: e ak. 
Entonces (4) puede escribirse 

(5) 
d 

dx (y + a) = k (y + a) . 

Esta ecuación expresa que la función (y + a) varia según la ley del 
interés compuesto. La ecuación diferencial (4), o sea (5), se resuelve 
como la del t ipo I, del Articulo 204 . La solución es 

(6 ) y=cekx - a. 

EJEMPLO l. Cierta función y de x cambia según la ley del interés com
puesto. Cuando x = 1. y = 4; cuando x = 2. y = 12. Hallar la fu n ció n. 

Solución. Según ( 1) tenemos 

(7) dy = ky. 
dx . 

Sepa rand o las var iables e integra ndo . obtenemos 

In y = kx + c. 

Para ha ll ar los va lo res de k y C. bastará sustituir los va lores dados d e 
x y y. Entonces 

In 4 = k + C . In 12 = 2 k + C. 

Despeja ndo k Y C . res u Ita 

k = In 12 - In 4 = In 3 = 1.0986. C In 4 - In 3 In Ya . 

Po r tanto. 
In y = 1.0986 x + In %. y y = % e l.0985x. 

EJEMPLO 2. Deslei mi ento conti n uo de una solución. Se hace correr agua 
en un t anqu e que contiene una solución salina (o ácida). con el fin de reducir la 
concentrac ió n. El vo lumen v d e la mezcla se mantien e co nsta nte. Si s rep re 
senta la cantidad de sal (o d e ác id o) en el tanque en un tiempo cualquiera. y x 

la ca ntid ad d e ag ua qu e ha co rrido . demostrar que la ra zó n d e la di sminu ci ó n 
d e s con respecto a ·x varía como s. y que 

ds ~ 
dx v 

Solución. Puesto qu e en la m ez cla. d e vo lumen total v. la ca n t id ad d e sa l 

es s . la cantidad de sa l en cualquier volumen u de la mez cla es ~ u. 
v 

S u po n gamos ahora que un volum en !:!.X d e la mezcla se va cia del tanque. La 

ca ntid ad de sal que se vac ia así será ~ !:!.X. y. por tanto . el camb io d e la can · 
v 

tidad de sa l en el ta nque vie n e dada por 

(8) 
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Ahora supóngase qu e se añade un volum en !'1x d e agua . ll enand o el tanq u e 
ha s la el vo lumen primiti vo v. Entonces. seg ún (8). la ra zó n de la can t idad 
de sa l quitada a l volumen de ag u a añadido es 

v 

Cuando !'1x ---7 O obtenemos la rap idez instantánea de va riaci ó n de s con res 
pecto a x. a saber 

Y 

2 

ds s 
dx v 

Lu ego. s cambia segú n la ley d el interés compuesto. 

1. 

Y = 

2. 
- y. 

PROBLEMAS 

La rapidez de variación de una función y con respe cto a x es igual a ~~ y. 

4 cuando x = - 1. Hallar la ley que relaciona x y y. 

Sol. y = 5.58 eYíx. 

La rapidez de variac ión de una func ión y con resp ect o a x es igual a 
y y = 8 cuando x = O. Hallar la ley. So/. y = 6 e- x + 2. 

3. E n el ejemplo 2 . si v = 10000 litros . ¡ cuánta agua se debe hacer correr 
para qu i tar el 50 por ciento d e sal? Sol. 693 1 litros. 

4. L ey de Newlon sob re- el en friamiento . Si el exceso d e la temperatura de 
un cuerpo sobre la del a ire ambie nte es x g rad os. la di sminución de x con res 
pecto a l tiempo es proporcional a x. Si este exceso de t emperatura era a l p r in ci
pio 80 grados. y d esp u és de un minuto es 70 gra dos . ¡cuál será despu és de 2 mi 
nuto s? ¡En cu ánto s minutos di sm inuirá 20 g ra do s? 

5. L a presión atmosférica p en un lug ar. en función de la altura h sobre el 
nivel d el mar. cambia según la ley del interés compuesto. S u poniendo 
p = 1000 g por cm 2 cuando h = O. y 670 g por cm 2 cuando h = 3000 metros. 
hallar p: a) cuando h = 2000 m; b) cuando h = 5000 m . 

Sol. a) 766 g/cm 2 ; b) 513 g/c m 2 • 

6. La ve lo cidad de una reacci ó n química en la que x es la cantidad qu e se 
transforma en el tiempo I es la razón d e la variación de x con respecto a l 
tiempo. 

Reacción de primer ord en . Sea a la concentración al principio del experi -

m ento . E ntonces. dx = k (a - x). puesto que la velocidad de variac iÓn de la 
di 

cantidad que se transforma es proporcional a la concentración en el mismo ins 
tante . (Obsérvese que a-x. la concentración. cambia se gún la ley del interés 
compuesto . ) 

D emostrar que k. la constante de la velocidad. es igual a ~ In __ a_. 
I a - x 

7. En la reacción química llamada ' ' in ve rsión del masca b ado " la ve locidad 
de la inv ersión con resp ecto al ti empo es proporcional a la cantidad de ma sca b ado 
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que queda sin in vertir. Si 1 000 Kg de mascabado se reducen al cabo de la horas 
a 800 Kg, ¿c u ánto quedará sin invertir despu és de 24 hora s? Sol. 586 Kg. 

8. En un círculo eléctrico de voltaje dado E y de intensidad 1 (amperios), 
el volta je E se consume en vencer: I) la resistencia R (ohmios) de! circuito; 
2) la inductancia L. La ecuación que rige es 

E = Ri + L <!.i, 
dt 

o sea, di = J.- (E - Ri) . 
dt L 

Por tanto , a este proceso se le aplica la ecuación (4) de! Artíc ulo 207, siendo 

E, R y L constantes. Dados L = 640 , R = 250, E = 500 Y i = ° cuando 
t = 0, demostrar que la corriente se aproximará a 2 amperios a medida que t 

aume nta. Además, determinar en cuántos segundos i ll egará al 90 por ci en to de 
su valor máximo. Sol. 5,9 seg. 

9. En la descarga de un condensador, el voltaje e disminuye con el tiempo, 

y la varia ción de e con resp ecto al tiempo es proporcional a e . Dado k = ~. 
40 

hallar t si e disminuye hasta e! 10 % de su valor prim iti vo. Sol. 92 seg . 

10. El co ncentrar una solución sa lina (o ácida) añadiendo sal (o ácido), 

manteniendo constante el volumen, conduce a la ecuación cjJ!.. = ~ (u - y ). en 
dx u 

donde u = volumen constante , y = cantidad d e sal (o de ácido) en el tanqu e en 
un momento cua lqui era, y x = cantidad de sal (o de ácido) que se ha aña
dido desde el pri nci p io . D edúzcase este resultado, y compárese con el ejemplo 2 
del Artíc ul o 207 . 

208. Aplicaciones a problemas de Mecánica. Muchos problemas 
importantes de Mecánica y Física se resuelven por los métodos expli
cados en este capítulo . Por ejemplo, problemas de movimiento recti
líneo conducen frecuentemente a ecuaciones diferenciales de primero o 
segundo orden, y la resolución de los problemas depende de la resolu
ción de estas ecuaciones. 

Antes de explicar algunos ejemplos, hay que recordar (Artícu
los 51 y 59) que 

(1 ) 
ds 

v = di' a 

siendo v ya, respectivamente, la velocidad y aceleración en cualquier 
instante (= t), y s la distancia del móvil en este instante a un origen 
fijo sobre la trayectoria. 

E JEM PLO 1. En un movimiento rectilíneo la aceleración es inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia s, y es ig ual a - 1 cuando s = 2. 
Esto es, 

(2 ) aceleración 
4 

a = -~. 
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Además. v = 5 Y s = 8 . cuando t = O. 
a) Hallar v cuando s = 24. 

Solución. De (2) Y (1). empleando la última forma para a. obtenemos 

(3 ) dv 4 v- = --o 
ds S2 

Multiplicando ambos mi embros por ds e integrando. res ulta 

(4) v 2 4 
- = -+ e. 
2 s 

o sea. v 2 = ~ + e'. 
s 

Sustituyendo en (4) las condiciones dad a s v = 5. s = 8. encontramos 
e' = 2~. Luego (4) se ccn\'ierte en 

(5) v 2 = ~ + 24. 
s 

De esta ecuaClOn. si s = 24. resulta v = Ys vlm = 4.93. 
b) Hallar el tiempo que transcurre cuando el punto se mu,eve de 

s = 8 a s = 24. 

Solución. Despejando v de (5). obtenemos 

(6) 

Separando las variables s y t Y despeja ndo t. teniendo en cuenta los límites 
dados. s = 8. s = 24. encontramos para el tiempo trans currido 

(7) t = -- = 3.23. l i 24 S ds 

2 vil 8 vi s + 3 s" 

NOTA. Empleando la primera forma de (1) para a. (2) es equivalente a 

que tiene la forma (F) del Artículo 205. Para la integración se usa el mismo 
método allí empleado. 

Un tipo importante de movimiento rectilineo es aquel en el que la 
aceleración y la distancia están en razón constante y tienen signos 
contrarios. 

Entonces podemos escribir 

(8 ) 

siendo k2 = magnitud de a a la unidad de distancia. 
Teniendo presente que una fuerza y la aceleración que esta fuerza 

causa difieren sólo en magnitud, vemos en este caso que la fuerza efec-
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tiva se dirige siempre hacia el punto s = O, Y que, en magnitud, es 
directamente proporcional a la distancia s. El movimiento se llama 
vibración armónica simple. 

De (8) tenemos, empleando (1), 

(9 ) 

una ecuación lineal de segundo orden en s y t con coeficientes cons
tan tes. Integrando (véase el ejemplo 2 del Artículo 206), obtenemos 
la Eolución completa, 

(10 ) s = CI cos kt + C2 sen kt. 

De (10), por derivación, 

(11) v = le (- CI sen kt + C2 cos kt) . 

Es fácil ver que el movimiento definirlo por (10) es una oscilación 
periódica entre las posiciones extremas s = b y s = - b, determi
nadas por 

b = v' Cl
2 + C2

2
, período = 2t· 

En efecto, podemos reemplazar las constantes CI y C2 en (10) por 
otras constantes b y A tales que 

(13) CI = b sen A, C2 = b cos A . 

Sustituyendo estos valores, (10) se reduce a 

(14 ) s = b sen (kt + A) , eegún (4), Art. 2 

que es lo que se quería demostrar. 
En los siguientes ejemplos el movimiento armónico simple se per

turba por otras fuerzas. En todos los casos el problema depende de la 
resolución de una ecuación de una de las formas (G) y (H) del 
Artículo 206 . 

EJEMPLO l . En un movimiento rectilíneo es 

(15) a= - %s-u. 

Además, u = 2 y s = ° cuando t = O. 
a) Hallar la ecuación del movimiento (s en función de t). 

Solución. 

(16) 

De (15) tenemos, empleando (1), 

d
2
s + ds + 2. s = 0, 

dc 2 de 4 

que es una ecuación de la forma (G). 
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Las raíces de la ecuación aux iliar r 2 + r + % = O so n 

Lu eg o la sol uci ó n ge neral de (16) es 

(17) s = e- ~I (c¡Cost + c2se nt ). 

Segú n las condiciones dadas. s = O cuando t = O. Sustituyendo estos valo
res en ( 17). encontramos Cl = O; lue go 

(1 8) 

Derivando . a fin de determinar v. obtenemos 

( 19) v = c2e- ~ t (- Yz sen t + cos t ). 

Sust ituyendo los va lore s dados. v = 2 cuando t = O. tenemos 2 C2. 

Con este valor de C2. (1 8) se convierte en 

(20) s = 2 e- ~ t sen t. 

b) ¿Para qu é valo res de será v = O? 

Solución. Cuando v = O. la expres ión dentro del paréntesi s del seg undo 
miembro de (19) debe anularse. Igualándola a cero, se obtiene fácilme nte que 

(21) tgt = 2 . 

Para cualquier valor de q ue sat isfaga la ec uaci ón (2 1). v se an ul ará . Estos 
va lores son 

(22) t = 1, 10 + nJt . ( n = un número entero.) 

Dos v alor es suc es ivos cu a lesquiera de t dados por (22) difi ere n en el int er
va lo co nstante Jt de tiem po . 

D iscusió n . Este ejemplo ilus t ra la v ibración armónica amortiguada. En 
( 15) la ace leració n es la suma de dos co mpon entes 

(23) al = - % s, a2 = - LJ. 

La vibración a rm ónica simple que co rre spo nde a la co mp on ente al es pertur 
bada por una fu erza amortig uadora con la aceleración a2. es decir. por un a 
fuerza proporcional a la veloci dad y opuesta a la dirección del movimiento. 
Los efectos de es ta fu erza amortiguadora son do s. 

En primer lu gar, el in te rvalo de tiem po en tre dos posiciones suces i vas 
cua lesq uiera de l punto en donde v = O se pr olonga por la fu erz a a morti g ua
dora. E n efecto. para la vibración ar móni ca sim p le 

(24) al = - % s 

en la q ue . comparando con (8). k = Yz V5 = 1, 12. y. según ( 12). el semi
período es 0.89 Jt. Como h emo s visto. para la vibrac ió n armónica amortiguada 
el in terva lo correspond iente es Jt . 
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En segundo lugar, los valores de s para las sucesivas posiciones extremas del
punto en donde v = O, en vez de ser iguales, forman ahora una progresión
geométrica decreciente. Se omite la demostración.

EJEMPLO 3. En un movimiento rectilíneo es

(25) a = -4s+2cos2 t.

Además, s = O, v = 2, cuando t = O.

a) Hallar la ecuación del movimiento.

(26)

Solución. Según (1) la ecuación (25) es

d
2s+4s=2cos2t.

d t?

La ecuación que se busca es una solución particular de (26) que ya se halló
en el ejemplo 6 del Artículo 206, y es la ecuación (47) de la página 484. Luego

(27) s = sen 2 t + Yz t se n 2 t.

b) ¿ Para qué valores de t será v = O?

Solución. Derivando (27), a fin de hallar lJ, e igualando el resultado a
cero. obtenemos

y

Fig. 181

(28) (2 + r ) cos 2 t + Y2 scn 2 t = O.

o sea. dividiendo los terminas de (28) por
cos 2 t.

(29) Y2 tg 2 ¡ + 2 + t = O.

Las raíces de esta ecuación pueden hallarse
como se explicó en los Artículos 87 a 89.

La figura 181 muestra las curvas (véase el
Ar tículo 88)

(30) y = Yz tg 2 t, lj = - 2 -. t.

y las abscisas de los puntos de intersección son.
a proxi madamen te,

t=O.~R. 2.36. e rc ,

Discusión. Este ejemplo ilustra la vibración armónica forzada. En (25)
la aceleración es la suma de los dos componentes

(31) al = -4s. a2 = 2 cos2 t.

La v ibr aci ó n armónica simple que corresponde a la componente al con el
período Jt se perturba aho ra por una fuerza con l a aceleración a~: es decir. por
una fuerza pe r i ód ica cuyo período (= rr ) es el mismo que el período de la
vibración ar rnó n ica simple no p er t u rb ada . Los efectos de esta fuerza perturba-
dora son dos.

ECUACIONES

En primer lugar. el inten
punto en donde v = O ya no
Esto se deduce claramente de l

En segundo lugar, los val
donde v = O. ahora aumenta.
infinitamente grandes.

E n cada uno de los siguien
nes iniciales. Hallar la ecuaci

1. a = - k2s: s = O.

2. a = - k2s; S = so.

3. a = - k2s; S = so.

4. a = 6 - s : s = O. t

5. a = se n 2 t - s; s

6. a = 2 cos t - s ; S

7. a=-2v-2s: s :

8. a = - /¡2S + b ; s

9. a = - nlJ: s = O. I

10. a = 8 t - 4 s: s = (

1l. a = 4 sent-4s; s

12. a =2 sen 2 t - 4 s ;

13. a = - 2 v - 5 s : s

14. Se dan a = 8 - 4 s )
movimiento es una v ibraci ó

tud 2 y su período rt.

15. La aceleración de un

a) Si el punto parte de
miento.

¿ Cuál es la mayor distanc
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En primer lugar. el intervalo de tiempo entre dos posiciones sucesivas del
punto en donde u = O ya no es constante. sino que disminuye y tiende a VI zr ,
Esto se deduce claramente de la figura 181.

En segundo lugar. los valores de s para las posiciones extremas sucesivas en
donde u = O. ahora aumenta. y con el tiempo llegan a ser. en valor absoluto.
infinitamente grandes.

PROBLEMAS

En cada uno de los siguientes problemas se dan la aceleracíón y las condicio-
nes iniciales. Hallar la ecuación del movimien to.

1. a = - k2s: s = O. u = uo. cuando t = O. Sol. s = Vo sen kt.
k

2. a = - k2s; s = so. v = O. cuando t = O. s = So cos kt

3. a = - k2s; s = so. v = Vo. cuando t = O.

4. a = 6 - s; s = O. v = O. cuando t = O. s = 6(1 - cos r ) .

5. a=sen2t-s: 8=0. v=O. cuando t O.
S01. s = % sen t - ~ sen 2 t.

6. a = 2 cos t - s ; s 2. v O; cuando t O.
Sol. s = 2 cos t + t se n t.

7. a = -2u-2s: s 3. u - 3. cuando t = O.
Sol. s = 3 e=! cos t.

8. a /¡?s + b: s = O. u = O. cuando 1 O.

9. a = nu: s = O. u = n. cuando t = O.

10. a - 8 t - 4 s: s = O. u = 4, cuando t = O.

11. a = 4 se n t - 4 s: s = O. u = 0, cuando t = O.

12. a = 2 se n 2 t - 4 s ; s = 0, u = O, cuando t = O.

13. a = - 2 u 5 s: s 1, u = \, cuando t = O.

14. Se dan a = 8 - 4 s y u = O, s = O. cuando t = O. Demostrar que el
movimiento es una vibración armónica simple cuyo centro es s = 2. su ampli-
tud 2 y su período rt ,

15. La aceleración de un punto material viene dada por la fórmula

a = 5 cos 2 t - q s .

a) Si el punto parte del reposo en el origen. hallar su ecuación de J1,ovi-
miento. Sol. s=cos2t-cos3t.

¿Cuál es la mayor distancia del origen que el punto alcanza?

495
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b) Si el punto parte del origen con velocidad v = 6, hallar su ecuación de 
movimiento. So/. s = cos 2 t + 2 sen 3 t - cos 3 t . 

¿ Cuál es la mayor distancia del origen que el punto alcanza? 

16, Hallar las soluciones del probl ema anterior si la aceleración es 

a = 3 cos 3 t - 9 s. 

Sol. a) s = Ht sen3 t; b) s = Yz tsen3 t+2sen3 t. 

17. Un cuerpo cae del reposo bajo la acción de su peso y una resistencia 
pequeña que varía como la ve locidad . Demostrar las siguientes relaciones: 

a = g - kv. 

v = JL (1 - e- Irl) • 
k 

s=JL(kt+e-i.t - l ) . 
k2 

ks + v + k In (1 - kgV) = O. 

18. Un cuerpo cae, partiendo del reposo, y recorre una distancia de 24,5 m. 
Suponiendo a = 9,8 - v, haIlar el tiempo durante el cual cae. 

Sol. 3,47 seg. 

19. Un bote que se mueve en agua tranquila está sujeto a una fuerza retar
datri z proporcional a su velocidad en un instante cualquier¡¡. Demostrar que la 
velocidad del bote, t segundos despu és que la fuerza motriz se suprime, está 
dada por la fórmula v = ce- I:t , en donde c es la velocidad en el instante de 
suprimir la fuerza. 

20. En cierto instant e un bote que flota en agua tranquila tiene una veloc i
dad de 6 Km por hora. Después de un minuto la velocidad es 3 Km por hora . 
Hallar la distancia que ha recorrido. 

21. Bajo ciertas condiciones la ecuación que define la s oscilaciones de un 
gal vanómetro es 

Demostrar que no oscilará de un lad o al otro del punto cero si /-L> k. Hallar la 
sol uci ón genera l si ~t < k. 

209. Ecuaciones diferenciales lineales de enésimo orden con coefi
cientes constantes. Vamos ahora a estudiar la resolución de la ecuación 
diferencial lineal 

(1) 

en donde los coeficientes PI, P2, ... , pn son constantes. 

http://carlos2524.jimdo.com/



ECUACIONES DIFERENCI ALES ORDI NARI AS 4 97 

Si sustituÍmos por y e"X en el primer miembro, obtenemos 

(1'" + PI 1',,-1 + p2r,,-2 + ." + Pll ) er .• . 

Esta expresión se anula para todos los valo res de l' que satisfacen 
la ecuación 

(1 ) 

por tanto, para cada uno de estos valores de 1', erx es una solución 
de (I) . La ecuación (1) se llama la ecuación auxiliar o ecuación carac
teristica de (I). Observemos que los coeficientes son los mismos en las 
dos ecuaciones, que los exponentes en (1) corresponden al orden de 
las derivadas en (I), y que y se reemplaza por 1 . 

Una vez obtenidas las raíces de la ecuación auxiliar podemos escri
bir soluciones particulares de la ecuación d iferencia l (I). Los resul tados 
son los del Artículo 206 extendidos a los casos en que el orden excede 
a dos. La demostración puede verse en textos más adelantados. 

Regla para resolver la ecuación (1): 

Pmr-IER PASO. Se escribe la ecuaáón auxiliar correspondiente 

(1) r" + PITn - 1 + pH!I-~ + ... + p n = O. 

SEG"CNDO PASO. Se resuelve la ecuación auxiliar, 

TEHCEH PASO . De las mices de la ecuación auxiliar se deducen la;; 
soluciones particulares correspondientes de la ecuación diferencial como 
slgue: 

E CUACI ó N AUXILIAR ECUACIÓ~ DIFEHEX CI AL 

a ) Cada raíz real y dis- 1 
~ da una solu ción particu lar e l'¡X. 

tinta 1"1 j 

b) Cada 
tinta de mices 
a ± bi 

pareja diS-} 
mwgmarzas 

da f do s soluciones particulares ea, cos bx, 
\ en, sen bx . 

c) Una miz múltiple de \ da 
orden s f 

{

S (o 2 s) sol7lciones particulares que 
se obtienen multiplicando las so
luciones particulares (a) [o (b) 1 
por1,x,x2

, ... ,xR
-

1 . 
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CUARTO PASO. Se multiplican cada una de las n * soluciones inde
pendientes así halladas por una constante aTbitraTia, y se suman los 
resultados. Este resultado igualado a y da la solución completa. 

EJEMPLO l. Resolver la ecuación 

Solución. Procediendo según la regla dada. tendremos: 

Prim er paso. r 3 - 3 r 2 + 4 = O. ecuación auxiliar. 

S egu ndo paso. Resolviendo. las raíces wn - 1. 2. 2. 

Tercer paso. a ) La raíz - I da la solución e-X. 

e) La raíz doble 2 da las dos ~oluciones e2". xe2X . 

Cuarto paso. La solución general es 

y = ele-x + e2e 2X + e3xe2X . 

EJEMPLO 2. Resolver la ecuación 

d
4

y _ 4 ~y + ID d
2

y _ 12 dy + 5 y = O. 
dx' dx 3 dX2 dx 

Solución. Siguiendo la regla. resulta: 

Primer paso . r 4 - 4 r 3 + ID r 2 - 12 r + 5 = O. ecuación auxiliar. 

Segundo paso. Resol v iendo. las raíc~s so n l . 1. ± 2 i. 

Tercer paso. b) La pareja de raíces im aginarias '± 2 i da las dos so lu-
ciones 

eXcos2x. e"sen2x. (a = 1. b = 2) 

e) La raí z doble I da las dos soluciones eX. xe x. 

Cuarto paso. La solución general es 

y = e¡e" + c2xex + cae" cos 2 x + e~e" sen 2 x. 

o sea. 

La ecuación diferencial lineal 

(J) 
d"y d"- 1 Y d n-2y 
dxn + PI dxn-I + P2 dX" - 2 + '. + pnY = X, 

en donde PI, P2, ... , p." son constantes y X es una función de x 
o una constante, se resuelve por métodos semejantes a los que se 

Una comprobación de la exactitud del trabajo reali za do se encuentra en el 
hecho de que los tres primeros pasos conducen a n soluciones particulares inde
pendientes. 
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emplearon en el Articulo 206 para la ecuación (H) . Los tres pasos allí 
descritos deben seguirse igualmente aquí. En primer lugar, pues, 
resolveremos la ecuación (1). Si 

(2) y = u, 

es la solución general de (1), entonces u es la función complementa
ria de (J). 

Después, si de alguna manera podemos hallar una solución par
ticular de (J), 

(3 ) y = v, 

entonces la solución general de (J) es 

(4) y = u + v. 

Para hallar la solución particular (3) se pueden emplear métodos de 
ensayo análogos a los que se dieron en la página 482 para n = 2. Las 
reglas alli dadas para el caso general se aplican también para cualqUIer 
valor de n. En todo caso podemos seguir la siguiente regla : 

Regla para hallar la solución particular de (J). 

PRIMER PASO. Se deriva sucesivamente la eCl1ación dada (J), y se 
obtiene directamente, o por eliminación, una ecuación diferencial de orden 
superior del tipo (l). 

SEGUNDO PASO . Resolviendo esta nueva ecuación según la regla de la 
página 497, obtenemos una solución general 

y =u+v, 

en donde la parte u es la función complementaria de (J) ya hallada en 
el primer paso * y v es la suma de los términos adicionales que se han 
hallado . 

TERCER PASO . A fin de hallar los valores de las constantes de inte
gración en la solución particular v , se susWuyen y = v y sus derivadas 
en la ecuación dada (J). En la identidad que resulta, se igualan los 
coeficientes de las mismas potencias de la variable, se despejan las cons-

,. En virtud del m étodo de deducción de la nueva ecuación, es evidente que 
toda solución de la ecuación primiti va es también la solución de la ecuación 
obtenida por deri vación. 
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tantes de integración de las ecuaciones resultantes y se sustituyen sus
valores en

y= u+v,
lo que da la solución general de (J).

Este método se ilustrará ahora por medio de un ejemplo.

NOTA La resolución de la ecuación auxiliar de la nueva ecuación diferen-
cial deducida se facilita observando que el primer miembro de esa ecuación es
divisible por el primer miembro de la ecuación auxiliar que se ha empleado en
hallar la función complementaria.

EJEMPLO. Resolver la ecuación

(5) y" - 3 Id' + 2 y = x e":

Solución. En primer lugar. determinaremos la función complementaria u.
resolviendo la ecuación

(6) y" - 3 y' + 2 y = O.

El resultado es

Primer paso. Derivando (5). obtenemos

(8) y'" - 3 y" + 2 y' = x e? + eX.

Restando (5) de (8). resulta

(9) y'" - 4 y" + 5 y' - 2 y

Derivando (9). obtenemos

(10) ylV _ 4 y'" + 5 y" - 2 y' eX.

Restando (9) de (10). resulta

(11 ) ylV _ 5 u'" + 9 y" - 7 y' + 2 y = O.

que es una ecuación del tipo (1).

Segundo paso. Resolvamos la ecuación (11). La ecuación auxiliar es

(12) r4 - 5 r3 + 9 (2 - 7 r + 2 = O.

El primer miembro debe de ser divisible por r2 - 3 r +2. puesto que la
ecuación auxiliar de (6) es r2 - 3 r + 2 = O. Efectivamente. encontramos que
(12) puede escribirse

(13 ) (r2-3r+2) (r-l)2 =0.

Las raíces son r = 1. 1. 1.2. Luego la solución general de (11) es

( 14)

ECUACIONES 1

Tercer paso. Co mpa rand.

(15) y'

será una solución particular de
Derivando (15). obtene mc

(16) y' = eX(c3-t

y" = eX (2 (c,

Sustituyendo en (5) (15)
reduciendo. el resultado es

(17) 2

Igualando los c o ef i c i e n
- 2 C4 = l. 2 C4 - C3 = O. dr
yendo estos valores en (15). 1

(18) y=

y la solución general es

y=u+v=

Hallar la sol ución general
ciales.

1. d
3Y+4dy=0. S,

dx3 dx

2. d4y + 4 d2y = O.
d x+ dx2

3. d5y _ cj.J!.. = O.
dx5 dx

4. d4s + 3 d2s _ 4 s = O.
d t+ d t>

5. d4
y _d3y +gd2y -9'

d x: d x? d x? ,

d+s
--s
d (i

8.
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T ercer paso. Comparando (7) y ( 14), vemos que 

(15) y = v = ex(c3x + C4X2) 

será una solución particular de (5) con valores apropiados de las constantes C3 Y c.,. 
D eri va n do (15), obtenemos 

( 16) y' = eX (cs + (C3 + 2 C4) x + C4X2) , 

y" = eX (2 (C3 + C4) + (C3 + 4 C4) x + C4X2) . 

Sustituyendo en (5) (15) y (16), dividiendo ambos miembros por cT. y 
reduciendo, el resultado es 

(17) 

Igualando los coeficientes de bs mismlS potencias de x, obtenemos 
- 2 C4 = 1, 2 C4 - C3 = O, de donde hallamos C3 = - 1, Cl = - !2. Sustitu
ye ndo estos valores en (15 ), la solución particular es 

(18) y = v = eX (- x - );2 X2) , 

y la solución general es 

y=u+v 

PROBLEMAS 

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen
ciales. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

d
3
Y+4 dy =0. 

dx 3 dx 
So/. y C ¡ + C2 cos 2 x + C3 sen 2 x. 

d 5 y _ cjJL = O. 
dx 5 dx 

~ + 3 d
2
s - 4 s = O. 

de 4 de 2 

y = C¡ + C2X + C3 cos 2 x + C4 sen 2 x. 

s = c¡e t + Cte - f + C3 cos 2 e + e , se n 2 t. 

d 4 y _ d 3 y +gd2 y _ gdy = O. 
dx' dx 3 dX2 dx 

Sol . Y= C¡+c2e'·+c3cOs3x + c4se n 3x. 

6. d4s+Sd2s+16s=O. 
dI' d 12 

s = ( e ¡ + C21) cos 2 1+ (C3 +/c .,I) sen 2 I 

7. 

8. d's 
- - $ 

dc' 

O. Sol. x = e- 2t (c, + C21 + C312). 

Sol. s = c¡e t + c2e- 1 + C3 C ) S 1+ C4 se n 1 - 13 - 3 c. 
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502 CALCULO INTEGRAL

13. d
2S + 4 s = t sen 2 t.

dt2
tS al. s = c ¡ cos 2 t + C2 sen 2 t +8" - teas 2 t

32
t2 sen 2 t

16

ECUACIONES

9. d
2
s _ 4 ~ + 8 s = O.

dt? dt

d2 d10. -'L-2---'i.-3y=e
dt2 dt

11. d2x-+k2x=at+b.
d t?

12. d2x-- + k2x = aeb/.
d t?

13. d2x-- - k2x = a cos k/
d t?

14. d2x-- + k2x = asen k¡
dt?

15. (x2-2 !j2)dx+2xy

16. d u + 4 xy _ 1
dx x2 + l - (x2 +

17. d's _ 5 d2s + 4 s = O
di+ d t?

18. d's + 5d
2
s + 4 s = O.

d t" dt2
Sol.

19. xy2 dy = (x3 + y3) d

20. dy + xy(1 - x2y2)a

21- d
2
x _8dx +25 x =

d t? dt

22. d2x- + 4x = 8 t +2.
d t?

Sol. y = c i + c2e2.r + CJe-2x - 7i x3 - ].4 x .

10.

11. 1:.JL- 3 dy + 2 Y = xe3x.
d x? d x

y = c¡et + c2e2x - % e3r + Yz xe3x•

12. d
2s _ 9 ~ + 20 s = t"e3/.

dt2 dt

d4y d2y d+s d2s14. --9- =0. 18. - + 13 - + 36 s = 18 t - 36.
dx' dx2 d t " d t?

15. d
3
x + 8 x = O. 19. d'x + 2 d2x + X = t + 2.

dta d t " d t?

d4y _ 13 d2y + 36 y = O. 20. d3s d2s ds el. •16. --2-+- =
dx' dx2 . dt3 dt" dt

17. d4y d2y .- + 5 - - 36 y = O.
d x+ dx2

MISCELANEAS DE PROBLEMAS

Hallar la solución general de cada una de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales:

1'. S (~~y= 27 y. Sol. y=(t+c)%.

2. G~Y- 27 y2 = O. y=(x+C)3.

3. 4(~~r=9x. y = x%+ c.

4. (1 + X2) dy = V I - y2 d x .
y x + c

vT=!J2 = 1 - cx'

5. (x + y)dx = (x - y)dy. In (x2 + y2) - 2 are tg JL = c.
x

6. dy + Y = e-X. y = (x+c)e-x.
dx .

7. d
2
s _ 4 ~ + 3 s = O. s = clel + c2e3/.

d t? dt

8. d2s _ 4 ~ + 4 s = O. s = cle21 + c2te21.
d t? dt

Resolver cada una de las
transformaciones indicadas.

26. t2 ~ - 2 st - s3 = O
dt

27. (t2+/)ds=(/2+¡

28. (3 +2 s/)sd/ = (3-

29. (x+y)2dY=2x~
dx

PROBJ

1. Cierta curva pasa por E

eje de las x y dos ordenadas Cl

ceptado entre las ordenadas. I

r
)

\-
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e-2x - 7t x3 - Y-í x , Sol. s = e2t(cl cos 2 t + C2 sen 2 t).

d2y _ 2 dy _ 3 Y = e2t.
d t? dt

y ClC31 + c2e-1 - % e2t.10.

x C¡ COS kt + C2 sen kt +at + b.
k2

% e3r + Yz xe3x• 11.

3t (7 + 6 t + 2 t2)

4
d2x__ + k2x = aevi ,
d t?

x = c i cos k t + C2 sen kt +~.
b2 + i»

12.

x = clekt + c ze=k ! - _a_ cos h t .
2 k2

13.
t2 sen 2 t

16
cos 2 I

32 d2x--+ k2x = asen h t .
d t?

x = C¡ co s h t + C2 se n h t - ~ I cos h t .
2 k

14.
~+ 36 s = 18 t - 36.

15. (x2-2!j2)dx+2xydy=0. y2+x2Incx=0.

16. dy+~= l y(x2+1)2=arctgx+e.
dx x2+1 (x2+1)3x+x=t+2.

t2

+ t0 = el.
dI

17. d's - 5 d
2s + 4 s = O. s = c ie ! + c ze=t + c3e2t + c4e-2t.

d t+ d t?

18. d's + 5 d
2
s + 4 s = O.

d t+ d t?

Sol. s = e¡ cos I + C2 sen I + C3 cos 2 I + C.l sen 21.

s ecuaciones diferen-

19. x q? dy = (x3 + y3) d x . 23. d2x e-t.-+4x =

dy + x u (1 - x2 y2) dx = O.
d t"20.

21. d
2
x _8dx +25 x = O. 24. d

2
x + 4 x = 6 cos 3 l.

d t? dt d t?

22. d2x 25. d
2
x + 4 X =2cos2t.- + 4 x = 8 t + 2.

dt" dt2

Resolver cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, haciendo las
transformaciones in d ica das.

12
Sea s = -.

u
14 t 3

Sol. -+- = c.2 S2 326. 12 ~ - 2 st - S3 = O.
dtx + C

1- cx' 27. (12 + r) ds = (t2 + 2 SI + s ) d t . Sea s = ot . s = c t (1 + t) - l.

- 2 are tg JL = c.
x

28. (3 +2 sl)sdl = (3 -2S1)tds. Sea st = u.

29. (x + y) 2 dy = 2 x + 2 Y + 5. Sea x + y = u.
dx .-x

PROBLEMAS ADICIONALES
e3t.

1. Cierta curva pasa por el punto (O, k) Y el área limitada por la curva. el
eje de las x y dos ordenadas cualesquiera es h veces la longitud del arco inter-
ceptado entre las ordenadas. Demostrar que la curva tiene que ser una catenaria.

21e2t.

503
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504 CALCULO INTEGRAL

2. La aceleración de un hombre que desciende en un paracaídas desde un

globo estacionario es 9,8 - ..!.- v2 m por segundo por segundo, siendo v la velo-
90

cidad en metros por segundo. Si llega al suelo en un minuto, demostrar que la
altura del globo es un poco más de 290 m.

3. Un punto que se mueve sobre el eje de las x está sujeto a una aceleración
dirigida hacia el origen y proporcional a su distancia del origen. y a una fuerza
retardatriz proporcional a su velocidad. Si la ecuación diferencial que define x
es de la forma

CALCULO DIF
d+x + m dx + nx o,
di2 dt

siendo m y n positivas, y las condiciones iniciales son x = 10, dx = O, cuando
dt

t = 0, hallar x y dx en cada uno de los casos siguientes y discutir el rnov i-
dt

miento.

••

a) m = 4, n = 5 .,
b) m = 4, n = 4;

e) m = 4, n = 3.

•·
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CAPITULO XXII 

FUNCIONES HIPERBOLICAS 

210. Seno y coseno hiperbólicos. Ciertas expresiones sencillas en 
las que entran funciones exponenciales (Art. 62) se presentan frecuen
temente en las matemáticas aplicadas. Se llaman funciones hiperbó
licas. La justificación de este nombre se pone de manifiesto en el 
Artículo 215. Dos de estas funciones, el seno hiperbólico y coseno 
hiperbóhco de una variable v, q u e se escriben, respectivamente, 
sen h v y cos h v, se definen por las ecuaciones 

(A) 
eV _ e-V 

senh v = 2 ' 
eV + e- v 

cosh v = 2 ' 

en donde e es, como de costumbre, la base de los logaritmos neperia
nos (Art. 61 ). Pero estas funciones no son independientes, porque 
según (A) tenemos 

(B) cosh2 V - senh2 v = 1. 

[ 

e2., + 2 + e-
2v 1 De la ecuac ión (A), elevando al cuadrado, cosh 2 u = 4 ' 

senh 2 u = e
2v 

- 2 + e-
2v

. Por tanto, restando, cosh 2 u - senh 2 u = 1. 
4 

De (A), despejando las funciones exponenciales, obtenemos 

(1) e" = cosh v + senh v, e- V = cosh v - senh v. 

EJEMPLO. Demostrar que la solución general de la ec u ac ión diferencial 

(2) 

se puede escr ibir y = A senh ax + B cosh ax, 

sie ndo A Y B constantes. 
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508 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL FUN

Solución. Según el Artículo 206, la ecuación auxiliar de (2) es r2 - a2 = O,
cuyas raíces son a y-a. Luego la solución general de (2) es

FU

(2) 1 - tgh" V = sech" v, ctgh" V - 1 csch2v,

Se nh Cosh Tgnv v v v
-- -- -- -- -

,00 ,0000 1,000 ,0000
,01 ,0100 1,000 ,0100
,02 ,0200 1,000 ,0200.os ,0300 1,000 ,0300
,04 ,0400 1,001 ,0400

,05 ,0500 1,001 ,0500
,06 ,0600 1,002 ,0599
,07 ,0701 1,002 ,0699
,08 ,0801 1,003 ,0798
,09 ,0901 1,004 ,0898

,10 ,1002 1,005 ,0997
,11 ,1102 1,006 ,1096
,12 ,1203 1,007 ,1194
,13 ,1304 1,008 ,1293
,14 ,1405 1.010 ,1391

,15 ,1506 1,011 ,1489
,16 ,1607 1,0\3 ,1587
,J7 ,\708 1,014 ,1684
,18 ,1810 1,016 ,1781
,19 ,1911 1,018 ,1878

,20 ,2013 \,020 .1974
.2\ ,2115 1,022 ,2070
,22 .2218 1,024 ,2165
,23 ,2320 1.027 ,2260
,24 ,2423 1,029 ,2355

,25 ,2526 1,031 ,2449
,2f> ,2629 J ,034 ,2543
,27 ,2733 1.037 ,2636
,28 ,2837 1,0¡¡9 ,2729
,29 ,2941 !,042 ,2821

.ao .3045 J ,045 .29J3
,31 ,3150 J ,048 ,3004
,32 ,~255 J ,052 ,3095
,33 ,3360 J ,055 ,3185
,34 ,3466 1,058 ,3275

,35 ,3572 1.062 ,3364
,36 ,3678 1,066 ,3452
,37 ,3785 1,069 ,3540
,38 ,3892 J ,073 ,3627
,39 ,4000 1,077 ,3714

,40 .4108 1,081 ,3800
,41 ,4216 1,085 ,3885
,42 ,4325 1,090 ,3969
.43 ,4434 1,094 ,4053
,44 ,4543 1,098 ,4136

,45 ,4f¡53 1.103 .4219
,46 ,4764 1.108 .4301
,47 ,4875 1,112 ,4382
,48 ,4986 1.117 ,4462
,49 ,5098 1,122 ,4542

Los valores de ea.' y e-ax se obtienen de (1), tomando v = ax , Luego

eax = cosh ax + se n h c x , e-ax = cosh ax - senh ax,

y = c i (cosh ax + se n h ax) + C2 (cosh ax - se nh ax)

= (el + c2)cosh ax + (el - c2)senh ax.

Haciendo el - C2 = A, el + C2 = B, obtenemos la forma deseada.
El resultado debe compararse con el del ejemplo 2 en la página 478.

211. Otras funciones hiperbólicas.
se define por la igualdad

senh v
(e) tgh v = cosh v =

Las igualdades
1

(1) ctgh v = -h-'tg v

La tangente hiperbólica, tgh v,

1sechV = --h- ,cos v
1

csch v = ---
senh v

definen, respectivamente, la cotangente hiperbólica, la secante hiperbo-
lica y la cosecante hiperbólica. Las razones que se emplean en (e) y (1)
son las mismas que se dieron en (2) del Articulo 2 para las correspon-
dientes funciones trigonométricas.

Son válidas las siguientes relaciones:

análogas a fórmulas dadas en (2), Art¿ 2. La demostración de la
primera fórmula se da más adelante.

Las siguientes proposiciones son ciertas con respecto a los valores de
las funciones hiperbólicas. Deben verificarse.

senh v, puede tener cualquier valor; cosh v, cualquier valor posi-
tivo no menor que 1 ; seeh v, cualquier valor positivo no mayor que 1 ;
tgh v, cualquier valor menor que 1 en valor absoluto; ctgh v, cual-
quier valor mayor que 1 en valor absoluto; csch v, cualquier valor
con excepción de cero. Además, de las definiciones tenemos

(3)

senh (- v) = - senh v,

cosh (- v) = cosh v ]

tgh (- v) = - tgh v,

csch (- v) = - csch v ,

sech (- v) = sech v ,

ctgh (- v) = - ctgh v,
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FUNCIONES HIPERBOLICAS

Senh Cosh Tgh Se n h Cosh Tgh Se n h Cosh Tgh Iv v v v v v v v v v v v-- --- --- --- --- --- --- --- --- --- --- ---
,00 ,0000 1,000 ,0000 ,50 ,5211 1,128 .4621 1,0 1,175 1.543 ,761(],01 ,0100 1,000 ,0100 ,51 ,5324 1,133 ,4700 1,1 1,336 1,669 ,8005,02 ,0200 1,000 ,0200 ,52 ,5438 1,138 ,4777 1,2 1,509 1,811 ,8337,0:1 ,0300 1,000 ,0300 ,53 ,5552 1,144 ,4854 1,3 1,698 1,971 ,8617,04 ,0400 I,OO! ,0400 ,54 ,5666 1,149 ,4930 1,4 1,904 2,151 ,8854
,05 ,0500 1,001 ,0500 ,55 ,5782 1,155 ,5005 1,5 ~:m 2,352 ,9052,06 ,0600 1,002 ,0599 ,56 ,5897 1,161 ,5080 1,6 2,577 ,9217,07 ,0701 1,002 ,0699 ,57 ,6014 1,167 ,5154 1,7 2,646 2,828 ,9354,08 ,0801 1,003 ,0798 ,58 ,6131 1,173 ,5227 1,8 2,942 3,107 ,9468,09 ,0901 1,004 ,0898 ,59 ,6248 1,179 ,5299 1,9 3,268 3,418 ,9562
.io ,1002 1,005 ,0997 ,60 ,6~67 1,185 ,5370 2,0 3,627 3.762 ,9640,11 ,1102 1,006 ,1096 ,61 ,6485 1,192 ,5441 2,1 4,022 4,144 ,970.5,12 ,1203 1,007 ,1194 ,62 ,6605 1,198 ,5511 2.2 4,457 4,568 ,g¡;Í7,13 ,1304 1,008 ,1293 ,63 ,6725 1.205 .,\581 2,3 4,937 5,037 ,9801,14 ,1405 1,010 ,1391 ,61 ,6846 1,212 ,5649 2,4 5,466 5,557 ,9837
,15 ,1506 1,011 ,1489 ,65 ,6967 1,219 ,5717 2,5 6,050 6,132 .9866,16 ,1607 1,013 ,1587 ,66 ,7090 1:226 ,5784 2,6 6,695 6,769 ,9890,J 7 ,1708 1,014 ,1684 ,67 ,7213 1,233 ,5850 2,7 7,406 7,473 ,9910,18 ,1810 1,016 ,1781 ,68 ,7336 1,240 ,5915 2,8 8,192 8,253 ,9926,19 ,1911 1,018 ,1878 ,69 ,7461 1,248 ,5980 2,9 9,060 9,115 ,9940
,20 ,2013 1,020 ,1974 .ro ,7586 1,255 ,6044 3,0 10,02 10,07 ,99.51.21 ,2115 1,022 ,2070 ,71 ,7712 1,263 ,6107 3,1 11,08 11,12 ,9960,22 .2218 1,024 ,2165 ,72 ,7838 1,271 ,6169 3,2 12,25 12,29 .9967,23 ,2320 1,027 ,2260 ,73 ,7966 1,278 ,6231 3,3 13.54 ]3,57 ,9973,24 ,2423 1,029 ,2355 ,74 ,8094 1,287 ,6291 3,4 14,97 15,00 ,9978
,25 ,2526 1,031 ,2449 ,75 ,8223 !.295 ,6352 3,5 16,54 16,57 ,9982,2(j ,2629 1,034 ,2543 ,76 ,8353 1,303 ,6411 3,6 18,29 18.31 ,9985,27 ,2733 1,037 ,2636 ,77 ,8484 1,311 ,64r,9 3.7 20.21 20,24 ,9988,28 ,2837 1,039 ,2729 .78 ,8615 1.320 ,6527 3.8 22,34 22,36 ,9990,29 ,2941 ! ,042 ,2821 ,79 ,8748 1,329 ,6584 3,9 24,r,9 24,71 ,9992
,~O ,3045 1,045 .2913 ,8O ,8881 1.337 ,6640 4,0 27.29 27.31 ,9993,31 .3150 1,048 .3004 ,81 ,9015 1.346 ,6696 4.1 30,16 30.18 ,999;¡,32 ,~255 1,052 ,3095 ,82 ,9150 1.355 ,6751 4,2 33,34 ~3.35 ,9996,~3 ,3360 J ,055 ,3185 .83 ,9286 1,36.5 ,6805 4,3 36,84 36.86 ,9996,34 ,3466 1,058 ,3275 ,84 ,9423 1,374 ,C858 4,4 40,72 40,73 ,9997
,35 ,3572 1,062 ,3364 ,85 ,9561 1,384 ,6911 4,5 45,00 4.5,01 ,9998,36 ,3678 1,066 ,3452 ,86 ,9,00 1,393 ,6963 4.6 49,74 49.75 ,9998,37 ,3785 1,069 ,3540 ,87 ,9840 1,403 ,7014 4,7 54.97 54,98 ,9998,38 ,3892 1,073 ,3627 ,88 ,9981 1,413 ,7064 4,8 60,75 60.76 ,9999,39 ,4000 1,077 ,3714 ,89 1,012 1,423 ,7114 4,9 67,14 67,15 ,9999
,40 .4108 1,081 ,3800 ,90 1,027 J ,433 ,7163 5.0 74.20 74,21 ,9999,41 ,4216 1,085 ,3885 ,91 1,041 1.443 ,7211 5,1 82,01 82.01 ,9999,42 .4325 1.090 ,3969 ,92 1,055 1,454 ,7259 5,2 90.63 90.64 ,9999,43 ,4434 1,094 ,4053 ,93 1,070 1,465 ,7306 5.3 100.17 100.17 J,OOOO,44 ,4543 1,098 ,4136 ,94 1,085 1,475 ,7352 5,4 110,70 J 10,71 1,0000

,45 ,4653 1.103 .4219 ,95 1,099 J .486 .n9S 5.5 122,34 J22.35 J ,0000,46 ,4764 UOS A301 ,96 I,J 14 1,497 ,7443 5,6 135,21 135,22 1,00011,47 ,4875 1,112 ,4:182 ,97 J ,129 1,509 .7487 5,7 149,43 149,44 J ,0000,48 ,4986 1.1l7 ,4462 ,98 1,145 1.520 ,7501 5.8 165,15 J65,15 1,0000,49 .5(J~J8 1,122 ,4542 ,99
I

1,160 1.531 ,7574 5,9 182.52 182,52 J ,0000
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510 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

EJEMPLO. Dada tgh x = %' haIlar los valores de las otras funciones 
hiperbólicas. 

Solución, Divi damos cada término de (B) por cosh 2 x. Tendremos: 

l_senh2 x_ l 
cosh 2 x - cosh 2 x' 

Luego l - tgh 2 x = sech 2 x. Según (C) y (1) 

Puesto que tgh x = %' esta ecuación da sech x = Ys, siendo inadmisible el 
valor negati vo . Entonces 

cosh x = _1_ = L 
sech x 3 

según (1) 

senh x = cosh x tgh x = Ya, según (e) 

ctgh x = %' y csch x = %. según (1) 

212. Tabla de valores de senos, cosenos y tangentes hiperbólicos. 
Gráficas. La tabla de la página 509 da con cuatro cifras exactas los 
valores de senh v, cosh v, tgh v para valores de v de O a 5,9. 
Para valores negativos de v, hay que emplear las relaciones de (3) del 
Artículo 211 . 

Cuando v --7 + 00, senh v y cosh v se hacen infinitos y tgh v 
tiende a la unidad. 

Las gráficas de senh x, cosh x y tgh x (figuras 182, ] 83 Y 184) 
se trazan fácilmente sirviéndose de la tabla. 

y 
y 

-------- ~~~-----
y y 

x o x 

cosh x (q-jJ Igh x 

Fig . 182 Fig.183 Fig. 184 
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FUNCIONES HIPERBOLICAS 51 1 

213. Funciones hiperbólicas de v y w. Las fórmulas para fun
ciones hiperbólicas, correspondientes a dos de las (4) del Artícu
lo 2, son 

(n) senh (v + w) = senh v cosh w + cosh v senh w, 

(E) cosh (v + w) = cosh v cosh w + senh v senh w. 

Demostración de (n). De la definición (A), reemplazando v por 
v + w, tenemos 

(1) 
eV+W _ e- V - W 

senh (v + w) = 2 ' 

(2) 
eU+W + e- U- W 

cosh (v + 10) = 
2 

El segundo miembro de (1) se transforma como sigue, empleando 
(1) del Artículo 210. 

2 2 

Ccoshv+senh v) (COSh 1))+senh1O) - (coshv-senh v) (cosh w- senh w) 
2 

Efectuando las multiplicaciones y reduciendo, obtenemos (n). La 
fórmula (E) se demuestra de la misma manera. 

Si en (n) y (E) hacemos w = v, tenemos 

(3 ) 

(4) 

senh 2 v = 2 senh v cosh v , 

cosh 2 v = cosh2 
V + senh2 v . 

Estas fórmulas son análogas a las (S), Art. 2, que dan sen 2 x 
y cos 2 x. De (B) y (4) obtenemos resultados que corresponden a 
las fórmulas (S), Art . 2, para sen2 x y cos2 x. Estos son 

(5) senh 2 v = Yz cosh 2 v - Yz, cosh 2 v = Yz cosh 2 v + Yz . 

Otras relaciones para funciones hiperbólicas, que pueden compa
rarse con las del Articulo 2 para las funciones trigonométricas, se dan 
en los problemas. 

EJEMPLO. 

(6) 

Deducir la fórmula 

tgh u = senh 2 li 

cos h 2 li + 1 
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5 I 2 CALCULO DIFER ENCIAL E INTEGRAL 

Solución. D e (5), por división, obtenemos 

(7) tgh2 v = cosh 2 v -
cosh 2 v + I 

Ahora bien, cosh 2 v - I 
cosh 2 v + I 

cosh 2 v + I 
cosh 2 v + I 

cosh 2 2 v - I 
(cosh 2 v + 1) 2 

Según (E), COSh22 v - I = se nh 2 2 v. Luego (7) se con v ierte en 

(8) tgh2 v = senh 2 2 v 
(cosh2v-l-I)2' 

y, por tanto , tgh v = ± senh 2 v 
cosh 2 v + I 

Ahora debe examinarse el signo del segundo miembro. De (3) tenemos 

2 senh v 
senh 2 v = --- cosh 2 V = 2 tgh v cosh 2 v. 

cosh v 

Por tanto, senh 2 V Y tgh v tendrán siempre el mismo signo. Además, como 
cosh 2 v + I es siempre positivo, debe escoge rse el signo positivo, y obtene 
mos (6). 

Si v se reemplaza por Yz v, (6) se convierte en 

(9) tgh~= senhv 
2 cosh v + 

PROBLEMAS 

1. Se da el valor de una función hiperbólica. Hallar los valores de las 
otras , y verific;¡r lo s resultados , hasta donde sea posible, por la tabla de la 
página 509. 

a) cosh x = 1.25. e) senhx ID. 

b) csch x = - 0,75. d) ctgh x - 2,5. 

D emostrar cada una de la s fórmulas de los problemas 2 a 7 y comparar cada 
una con la fórmula correspondiente (s i la hay ) de (2), (4), (5) Y (6) del 
Artículo 2. 

2. I - ct gh 2 v = - csch 2 V. 

3. senh (v - w) = senh v cosh w - cosh v.senb tV, 

4. 

5. 

cosb (v - w) = cosh v cosh w - senh v senh w. 

tgb (v ± w) = rg b v ± tgh w . 
1 ± tgb v tgh w 

V ± ~COSh2v - 1, senb - = 
2 

I v + ~ cosh v -1- I cos 1 - = . 
2 2 
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6. senh o + senh w = 2 senh Yz (o + w) cosh Yz (o - w). 

cosh o + cosh w = 2 cosh ~ (o + w) cosh Yz (o - w) . 

7. tg h Yz (o - w) = senh 0 - senh w 
cosh o + cosh w 

513 

8. Demostrar que la ec uación de la cate nar ia (fig . 262) puede escribirse 

!J = a cosh ::.... 
a 

9. Resolver la ecuación diferencial d
2

!J - !J = O en términos de funciones 
d X2 

hiperbólicas, en el caso en que !J = 3 cuando x = () y !J = O cuando tgh x = %. 

Sol. !J = 3 cosh x - 3.75 senh x. 

10. D emostra r que sech ( - x) = sech x. Trazar la gráfica y comprobar 
que Iim sech x = O. 

"'-:)"" 

11. Demostrar que ctgh (- x) = - ctgh x . Trazar la gráfica y comprobar 
que Iim ctgh x = l . 

"'-:) +"" 

12. Demostrar que csch ( - x) = - csch x. Trazar la gráfica "1' comprobar 
que Iim csch x = O. 

"' -:)"" 

13. Demostrar que 

a) senh 3 u = 3 senh u + 4 se nh 3 u; 

b) cosh 3 u = 4cosh 3 U - 3 cosh u. 

14. Demostrar que (se nh x + cosh x) n = se nh nx + cosh nx . (n un nú
mero en te ro posi ti vo cualquiera.) 

15 . Demostrar que senh 2 x - se nh 2 !J sr nh (x + !J) senh (x - !J). 

16. S · l ' f ' cos h 2 u + cosh 4 o Im p I Icar . 
senh 2 u + se nh 4 o 

Sol. ctgh(u+20). 

17. Las ec uacion es paramétricas de la tract riz p u eden escribirse en la forma 

x = t - a tgh .!... . 
a 

!J = a sech .!.... 
a 

El parámetro es t. y a es una co nstante. Dibujar la curva cua ndo a = 4. 
(L a tra ctri z es la curva en la que la lo ngi tud de la tan ge nte CArt. 43) es co ns
tante e ig ual a a. V éase la figura en el Capít ulo XXVI.) 

18. d2 !J Resolver - = n 2 (!J - mx 2 ) • 
dX2 

Sol. !J = A cosh nx + B se nh nx + mx2 + 2 m. 
n 2 
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214. Derivadas. Las fórmulas de derivación (siendo v una fun
ción de x) son las siguientes: 

XXVII 
d dv 
dx senh v = cosh v dx . 

XXVIII 
d dv 
dx cosh v = senh v dx . 

XXIX 
d dv 

- tgh v = sech 2 v - . 
dx dx 

XXX 
d dv 

- ctgh v = - csch 2 v - . dx dx 

XXXI 
d dv 
dx sech v = - sech v tgh v dx . 

XXXII 
d dv 
dx csch v = - csch vctgh v dx· 

Demostración de la fórmula XXVII. Según (A), 

Entonces, 

empleando (A). 

dv dv eV- +e - v -
d dx dx 

- senh v = ------
dx 2 

el) + e - V dv 
2 dx 

dv = cosh v-
dx' 

La fórmula XXVIII se demuestra de manera semejante. La de
mostración de XXIX es análoga a la que se dió en el Articulo 72 para 
la derivada de tg v. Para demostrar XXX, XXXI Y XXXII, basta 
derivar las formas que se dieron en (1) del Articulo 211. Los detalles 
se dejan como ejercicios. 

215. Relaciones con la hipérbola equilátera. La c u rv a cuyas 
ecuaciones paramétricas son 

(1) x = a. cosh v, y = a senh v 
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es la hipérbola equilátera X2 - y2 = a2 . En efecto, si eliminamos 
el parámetro v elevando al cuadrado y restando, tenemos 

Según (B) 

La figura 186 muest.ra un sector hiperbólico 1 i mita d o por el 
arco AP¡ de (1) , el semieje transverso OA y el radio vector OP¡. 
En p¡, V = VI. 

Teorema. El área del sector hiperbólico OAPl es Yz a2 v¡. 

y 

Fig. 185 Fig. 186 

Demostración. Sean (Q, e) las coordenadas polares de un pUB to 
cualquiera del arco AP¡ . Entonces el elemento de área (A rL. 159) es 
dA = Yz Q2 de. 

Pero Q2 = X 2 + y2 = a2 (cosh2 v + senh2 v). EmpIcando (1) 

Además, según (5) del Artículo 3 , 

Luego 

e = arc tg JL = arc tg (tgh v) . 
x 

de sech~ v 
dv = 1 + tgh2 v· 

Según (1) 

Según . XXII, Art. 60, Y XXIX 

Empleando (e) y (1) del Artículo 211, obtenemos 

de = dv 
COSh2 V + senh2 v ' 

y, por tanto, dA = Yz a2 dv. 
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Integrando, y teniendo en cuenta que v = O en A, se obtiene la 
fórmula que demuestra el teorema. 

Las ecuaciones paramétricas del círculo (fig. 185) son 

x = r cos t, Y = r sen t . Art. 81 

En P1 el parámetro t es igual a t1, Y t1 es la medida en radianes del 
ángulo central AOP!. Luego el área del s.ector circular AOP1 es Yz r2 t1 . 

Sea r = a = 1. Entonces, en la figura 185, para P (x, y), ten
dremos 

x = cos t, y=sent, Yz t = área AOP. 

En la figura 186, para P (x, y), 

x = cosh v, y = senh v, Yz v = área AOP. 

Según estas igualdades las funciones hiperbólicas tienen las mismas 
relaciones con la hipérbola equilátera que las funciones trigonométricas 
tienen con el círeulo. 

PROBLEMAS 

1. Demostrar que el elemento de longitud de arco de la catenaria 

y = a cosh::' es ds = cosh ~ dx. 
a a 

2. En la catenaria del problema 1, demostrar que el radio de curvatura es 
y2 

igual a -. 
a 

Verificar los sig uientes desarrollos de f unc iones por la serie de Maclaurin. y 
determinar para qué valores de la variab le son convergentes. 

x3 x5 X 2 71 - 1 

3. ·senh x = x +-I +-¡5+"'+ 1 + .... 3 2 n - l - - ------
Sol. Todos los va lores . 

X2 x 4 X 2-0. 

4. cosh x I+ -¡ + -1 +· .. +-1-+ .. ·· 2 4 2 n 
- - --

Sol. Todos los v alores. 

Verificar los siguientes desarrollos. empleando las series de los problemas 
3 y 4 Y lo s métodos que se explicaron en el Artículo 195 . 

5. sech x = l - Yz X2 + %. x, - 6020 x 6 + ... 

7. Estudiar la función 5 cosh x + 4 senh x con respecto a valores máxi mos 
o mínimos. Sol. Valor mínimo. 3. 
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r1 , se obtiene la 8. Estudiar la función A senh x + B cosh x con respecto a valores máxi-
mos y mínimos.

son Sol. Si B2 > A2. un valor máximo - vi B2 - AZ SI B < O.
un valor mínimo + vi B3 - A2 SI B > O.Art. 81

9. Deducir las series de los problemas 3 y 4 de las series para eX y e-X por
adición y sustracción. (Emplear (A) y el Artículo 195.)a en radianes del

AOPI es Y2 1'2 ii .
P (x, y), ten- 10. Sea d s = longitud del elemento de arco; sea Q = vi x2 + y2 = radio

vector de P (x. y) en el círculo o en la hipérbola equilátera (Art. 215). Y
tómense límites de integración para el arco AP 1 en las figuras 185 y 186. Demos-
trar que

OP.

AOP.

a) fds=hParaelcírculo;
Q

fd_s _-b) U 1 para la hipérbola.
Q

ienen las mismas
trigonométricas 11. Demostrar que lím (cosh x - senh x) = O.

X--7 +.0

12. Determinar el valor de cada una de las siguientes formas indetermi-
nadas.

a) lím senh x b) lím tgh x.---o
X--70 x 7--70 x

e) lím - cosh x Sol. - Y:;.
:1:--70 x2

13. Si tg <p = senh x , demostrar que d<P = sech x ,
dx

io de curvatura es
Deducir el desarrollo

y14.

ie de Maclaurin. y

are tg (senh x) = x - ~ x3 + ~ x5
6 24

_ 61 x? +
5040

por in teg rac ió n , tal como en el Artículo 196. em-
pleando el resultado del problema 5.

odos los valores.
15. Demostrar los siguientes teoremas para

la tractriz de la figura 187. cuyas e cu ac i o ne s son

odos los valores. x = t - a tgh~,
a

y = a sech ~.
a

de los problemas a) El parámetro t es igual al segmento que
la tangente determina en el eje de las x .

b ) La constante a es igual a la longitud de
la tangente (Arr. 43). Fig. 187

e) La evo I u ta es la catenaria ~ = a cosh~.
a

a valores máximos
Valor mínimo. 3. d) El radio de curvatura pe es a senh

a

517

http://carlos2524.jimdo.com/



518 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

216. Funciones hiperbólicas inversas. La relación 

(1) y = senh v 

se escribe también 

(2) v = senh- 1 y 

y se lee "ves igual al seno hiperbólico inverso de y' '. * Luego 
senh v y senh- 1 y son funciones inversas (Art. 39). La misma nota
ción y nomenclatura se emplean para las otras funciones hiperbólicas 
inversas: cosh- 1 v (" coseno hiperbólico inverso de v' ,) , etc. 

Las gráficas de las curvas 

(3 ) y = senh x, y = cosh x, y = tgh x 

se repiten por comodidad en las figuras 188, 189 Y 190. Supóngase 
ahora que se da y. 

En la figura 188, vemos que y puede tener un valor cualquiera 
positivo o negativo, y que cada uno de ellos determina un solo 
valor de x. 

y y YA 

!J !J 

x o x 

cosh x iq-1J Igh x 

Fig. 188 Fig. 189 Fig. 190 

En la figura 189, se ve que y puede tener cualquier valor positivo 
no menor que 1. A cada valor de y > 1, corresponden dos valores 
de x numéricamente iguales y de signos opuestos. 

* Algunos escriben "u = arg senh y" y leen "u es igual al argume nt o 
cu yo seno hiperbólico es y". 
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En la figura 190, vemos que y puede tener cualquier valor que sea 
menor que 1 en valor absoluto, y entonces queda determinado un 
valor de x. 

En resumen: 
La función senh- 1 v está determinada únicamente pa ra cualquier 

valor de v. Además, senh-1 (- v) = - senh-1 v. 
La función cosh- 1 v, cuando v > 1, tiene dos valores que difieren 

sólo en el signo. Además, cosh- 1 1 = O. 
La función tgh- 1 v está determinada únicamente cuando v2 < 1 . 

Además, tgh- 1 (- v) = - tgh-1 v. 
En el Artículo 210 se definieron las funciones hiperbólicas en tér

minos de funciones exponenciales. Las funciones hiperbólicas inversas 
pueden expresarse en términos de funciones logarítmicas. Las rela
ciones son: 

(F) senh- 1 x = In (x + v' X2 + 1). 
(Para cualquier valor de x) 

(G) cosh- 1 X = In (x ± v' X 2 - 1). (x < 1) 

(H) l+x tgh- 1 x = Y2 ln -- o 
l-x 

Demostración de (F). Sea v = senh - 1 x. Entonces 

(4 ) 
eV - e- '" 

x = sen h v = -'-----::-'---
2 

A fin de despejar v de (4), la escribiremos como sigue : 

1 
eV 

- - - 2 x = O o e2v - 2 xeV 
- 1 = 0_ efJ , 

(x 2 < 1) 

Según (A) 

Esta ecuación es de segundo grado en eV
• Resolviendo, resulta 

eV = x ± v' X2 + 1 . 
Puesto que eVes siempre positivo, hay que rechazar el signo nega

tivo delante del radical. En consecuencia, tomando logaritmos nepe
rianos, tenemos (F). 

Demostración de (G). Sea v = cosh- I x. Entonces 

(5 ) 
eV + e- V 

x = cosh v = - --'---::----
2 

Multiplicando por 2 eV y reduciendo, tenemos 

e2v - 2 xev + 1 = O. 

Según (A) 
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Resolviendo, 

Ambos valores deben retenerse. Tomando logaritmos, resulta (G) . 

Demostración de (H). Sea v = tgh - 1 x. Entonces 

(6 ) 
eU - e - v 

x = tghv = v + - v ' e e 
Según (e) 

Quitando el denominador y simplificando, el resultado es 

(x - 1) eV + (x + 1) e - v = O. Luego e2v l+x ---
1-x' 

Tomando logaritmos, tenemos (H). 

EJEMPLO. Transformar 

(7) 5 cosh x + 4 se nh x 

en la forma (e) cosh (x + a), en donde e y a son constantes, y determi
nar e y a. 

Solución. Según (E) del Artículo 213 tenemos 

(8) e cosh (x + a) = e cosh x cosh a + e senh x senh a. 

Luego (7) tendrá la forma deseada si e y a satisfacen las ecuaciones 

(9) e cosh a = 5, e senh a = 4. 

Elevando al cuadrado, restando yempleando (B) del Artículó 210, obtene 
mos e 2 = 9. Entonces e = + 3, puesto que cosh a debe ser positi vo . 

Además, por división, tgh a = Ys. Luego 

a = tgh - 1 0, 8 = 72 In 9. Según (H) 
Luego a = 1,099, y 

( 10) 5 cosh x + 4 senh x = 3 cosh (x + 1,099). 

La gráfica de la función 5 cosh x + 4 senh x puede obtenerse en la gráfica 
de 3 cosh x trasladando el eje de las y al nuevo origen (1,099, O). (Compárese 
con el ejemplo 2, pág. 478 .) 

Cuando se da x, los valores de senh -1 x, cosh - 1 x o tgh - 1 X 

se pueden determinar por la tabla de la página 509 con no más de 
tres cifras exactas. Por ejemplo tomaremos, senh - 1 0,25 = 0,247, 
cosh- 1 3 = ± 1,76. Para mayor exactitud (F), (G) o (H) 
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pueden emplearse si se tienen a la mano tablas de logaritmos nepe
rianos. * 

217. Derivadas (continuación). 
do v una función de x, son: 

Las fórmulas de derivación, sien-

dv 

XXXIII 
d dx 
dx 

senh - 1 v = -=== 
V v2 + 1 

(Para cualquier 

dv 

valor de v) 

XXXIV 

XXXV 

d dx 
- cosh - 1 V = ---===:
dx ±vv2-1 

dv 
d dx 
dx 

tgh - 1 v = ---o 
1- v2 

(v> 1) 

(v2 < 1) 

Demostración de XXXIII. (Compárese con el Art. 75.) Sea 

entonces 

y = senh -1 v; 

V = senh y. 

Derivando con respecto a y, según XXVII, 

dv - = cosh y' dy , 

dy 1 
dv = cosh y . luego Según (e), Art. 39 

Puesto que v es una función de x , 
Art. 38, lo que da 

este valor puede sustituir en (A), 

dy _ _ l_dv = 
dx - cosh y dx 

1 dv 
V v2 + 1 dx' 

[ cosh y = V se nh 2 y +1 = V v 2 + 1, según (B). 1 

Las demostraciones de XXXIV y XXXV son semejantes . 

.• Las Smithsonian Mathematical Tables, "Hyperbolic Functions" (1909), 
dan los valores de senh u, cosh u, tgh u y ctgh u con cinco cifras exactas. 
De estas tablas se pueden hallar lo s va lores de las funciones inversas correspon
dientes con cinco cifras exactas. Las Mathematical Tables and Formulas, de 
Carmichael y Smith (Ginn and Company, Bastan, 193 1) dan la s funciones hiper
bólicas con cinco cifras exactas para argumentos de 0.00 hasta 3,00 y de ellas se 
pueden hallar con cuatro cifras exactas las funciones in versas menores que 3. 
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Otras fórmulas son las siguientes : 

(l) 1 x + 1 
ctgh - 1 X = - In -- . 

2 x - 1 

(J) sech - J X = In (! ± ~ ~2 - 1 ) . (o < x < 1) 

(K) csch - 1 X = In (..L + /1 + 1) . 
• X \j x2 (x 2 > O) 

dv 

XXXVI 
d dx - ctgh - 1 V - --dx - v2 -1' 

dv 

XXXVII 
d 

sech - 1 V = 
- dx 

dx ± vV 1 v2 
(o < v < 1) 

dv 
d 

csch - 1 
dx 

v= 

V2~1 + ~~ 
ax XXXVIII 

Las demostraciones se piden en los problemas 5 a 8 que siguen. 

PROBLEMAS 

1. D emostra r qu e los dos valores de cosh- I x en ( G) difieren só lo en el 
signo. 

2. Trazar la gráfica de y = }I¿ senh - I x. Obtener de la figura los valores 
de y y y' para x = 2. Sol . y = 0, 72, y' = 0 ,223 6. 

3. D emostra r XXXIII directamente, derivando (F). 

4. Trazar la gráfica de cada una de las siguientes funciones, y obtener de la 
figura los valores de y y y' para el valor dado de x. 

a ) y= cosh - 1 x ; x =2. 

b) y = tgh - I x ; x = - 0.75. 

5. Demost ra r XXXIV y XXXV. 

6. Dedu cir ( l) y XXXVI. 

7. Deducir (J) y XXXVII. 

8. D educir ( K ) y XXXVIII. 
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9. Deducir el desarrollo 

x 3 x 5 
tgh - 1 x = x+3 +5+ . .. 

por medio del Artícu lo 195. 

10. Dado que senh x tg rp. Demostrar que 

a) x = In (sec rp + tg rp); b ) dx = sec rp. 
drp 

523 

11. Demostrar que csch- 1 () = senh - l ~. Deducir XXXVIII de XXXIII. 
() 

empleando esta relación. 

12. Calcular lím x ctgh - 1 x. 
x = 00 

13. Cal cular lím x csch - 1 X. 
x = 00 

14. Deducir el desarrollo 

senh - 1 x = x _ ~ x3 + l~ x 5 

6 2.4 5 

15. Calcular lím (senh- 1 x - In x) . 
x--3> +oo 

Sol. 1. 

Sol. In 2. 

16. Demostrar que ctgh- 1 () = tgh-l~. sech - 1 () = cosh - 1 y ve n-
() () 

ficar XXXVI Y XXXVII de estas relacion es. 

D d h tgh a tg x se nh a 17. emostrar que _ tg - 1 
dx secha+secx 1 + cosh a cos x 

18. Traz ar las gráficas de: a) y = ctgh- 1 x ; b ) y = sech- 1 x; 
e) y = csch - 1 x. empleando el teorema del problema 28 de la p ágina 51. 

218. Línea telegráfica. Supongamos que en una línea telegráfica 
se ha establecido un "régimen estacionario" de flujo de electricidad 
desde A, la extremidad transmisora, a B, la extremidad receptora, 
con aislamiento perfecto y fuga lineal uniforme. P es un punto inter
medio cualquiera. Es necesario considerar: 

A I~ P 1----'>- B 

~x-+,I,-- y ------tI 
Fig. 191 

la fuerza electromotriz, f. e. m. (voltios), EA en A, E B en B, E en P; 
la 1'ntensidad de la corrünte (amperios), lA en A, lB en B, len P; 
las constantes características (l y ro, cuyos valores dependen de la 

resistencia y la fuga lineales. Son números positivos. 
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Sea x = AP. Entonces se demuestra en libros de electrotecnia que 
E e l son funciones de x tales que 

(1 ) 

(2) 

d 2 E 
-- - a 2E = O dX2 , 

dE 
ro al = - dx . 

Deseamos hallar la f. e. m. y la intensidad de la corriente en P. 
30n éstas 

(3 ) 

(4) 

Demostración. 
Articulo 210 . 

(5 ) 

E = EA cosh ax-rOlA senh ax, 

EA l = lA cosh ax - -,-senh ax. 
ro 

La solución general de (1) es (ver el ejemplo del 

E = A cosh ax + B senh ax. 

Sustituyendo en (2), se obtiene 

(6 ) rol = - A senh ax - B cosh ax. 

Pero cuando x = O, E = EA, l = lA. Luego 

A = E A, B = - ro lA. 

Y (5) y (6) se convierten en (3) y (4) respectivamente. 
Para la solución en función de la f. e. m. y de la intensidad de la 

corriente en la extremidad receptora, véase el problema 2 de los que 
se dan a continuación. 

PROBLEMAS 

Todos los problemas se refieren a una línea telegráfica en un •. régimen esta
cionario··. y L = AB. 

1. Si EA = 200 vo ltio s. L = 500 kilómetros. ro = 4000 ohmios. CI. = 0.0025 
e IB= O. baIlar 1;1 y EB. 

Sol. lA = 0.05 tgh 1.25 = 0.04238 amperios; 
E/3= 200 secb 1.25 = 105.8 voltios = 0.53 EA. 

2. Si y = PB = distancia de P a la extremidad receptora. demostrar que 

E = EB co sb ay + ro [¡.: senh ay. 1 = l B cosh ay + li!i... senb ay. 
ro 
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3. Si E A = 200 voltios. lA = 0.04 amperios. ro = 4000 ohmios y (X = 0.0025 . 
demostrar que 

E = 120 cosh (1.099 - 0.0025 x). 1 = 0.03 senh (1.099 - 0.0025 x). 

"(V éase el ejemplo del Artículo 216. Así. E tiende hacia un valor mínimo de 
120 voltios. e 1 hacia cero. cuando x se aproxima a 439.6.) 

4. Supuesto E A = 160 voltios. lA = 0.05 amperios. ro = 4000 ohmios y 
a = 0.0025. demostrar que 

E = 120 senh (1.099 - 0.0025 x). 1 = 0.03 cosh (1.099 - 0.0025 x). 

(Véase el ejemplo del Artículo 216. Así. E tiende hacia cero. e 1 disminuye a 
un va lor mínimo de 0.03 amperios. cuando x se aproxima a 439.6.) 

5. d 21 D emostrar que - - (X2/ = O. (Siendo así. E e / son soluciones de la 
dx2 

misma ecuación diferencial lineal. que tiene la forma y" - a 2 y = O.) 

6. Si EA = ro/A, demo strar: 

a) E = E A e-a"" / = l A e-a",. siendo e la base de los logaritmos 
neperianos; 

b) E = ro 1; 

e) E ----7 O cuando x se hace infini to. 

(Por ejemplo, si ro = 4000, Y si f. e. m . que se aplica en la extremidad 
transmisora de la línea es 4000 veces la intensidad de la corriente, entonces en 
cad a p un to de la línea la f. e. m. es 4000 veces la intensidad de la corriente, y 
disminuye hacia cero cuando la longitud de la línea aumenta indefinidamente . ) 

7. En el problema 6, demostrar que la fuerza electromotriz a la unidad de 
distancia de P a lo largo de la línea es igual a E e-a. 

8. Demostrar: 

a) que si / B=O, entonces EA=ro/A ctghaL. 

b) quesi EB= O, entonces EA = roL1 tgh aL. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

Deducir las siguientes relaciones. 

1. Si EA> rolA y .,. = t gh- 1 rolA. entonces 
EA 

E = E A sech.,. cosh (T - (Xx). / = / A cscb T senh (r - ax) . 

2. Si EA < roI.-i y T = tgh - 1 EA , entonces 
rolA 

E = EA csch T senh (T - (Xx). / = /A sech T cosh (r - ax). 
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219. Integrales. A continuación se da una lista de integrales
elementales que implican funciones hiperbólicas, suplementaria a la
del Artículo 128.

Solución. Puesto que

seeh v = -
el

(24) S senh V dv = cosh V + c.

(25) S cosh V dv = senh V + c.

(26) S tgh V dv = In cosh V + c.

(27) S ctgh v dv = In senh V + c.

(28) S sech" V dv = tgh V + c.

(29) S csch" V dv = - ctgh v + c.

(30) S sech v tgh v dv = - sech v + c.

(31) S csch v ctgh v dv = - csch v + c.

tenemos fseehvdv=j

=J
Para dedueir (2), tenernc

eseh v = eseh v ~
(

= eseh2 v
etgl

feseh v dv = - r=
=-f~

e

= - In (e

= -In e
= - In («

= In tgh ~

Las demostraciones se deducen inmediatamente de las fórmulas
XXVIII a XXXII (Art.. 214), con excepción de las relativas a las
fórmulas (26) y (27). Para demostrar (26), tenemos

S S senh v
tgh v dv = --h- dvcos v

= S d(cosh v)
cosh v

según (C)

Ve rif ica r las siguientes ir

lo f se n h'' v (

2. f cosh? v (

3. f tgh2 V d

4. f etgh2 v (

5. f se n h" v (

6. f cosh ' v (

= In cosh v + e .

La demostración de (27) es semejante.

EJEMPLO. Dedueir las fórmulas

(1) fseeh u dv = are tg (se nh v) + C:

(2) fcseh v d o = In tgh -i- + c.
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Solución. Puesto que 

cosh v se eh v = _1_ = cosh v 
cosh v cosh 2 v = + senh 2 v' 

según (B) 

tenemos sec v v - = f h d - f cosh v dv f d (senh v) 
1 + senh 2 v 1 + senh 2 v 

= f d [arc tg (senh v) 1 = arc tg (senh v ) + C. 

Para deducir (2), tenemos (compárese con 10 dado en el Artículo 131) 

csch v = csch v csch v+ctgh v 
csch v+ctgh v 

csch 2 v + csch v ctgh v 
ctgh v + csch v 

f csch v dv = -f- csch 2 
V - csch v ctgh v dv 

ctgh v + csch v 

-f d (ctgh v + csch v) 
ctgh v + csch v 

-In (ctghv+cschv)+C 

_ In (cOSh v +_1_) + C 
senh v senh v 

según ( 1), Art. 211 

- In (cosh v + 1) + In senh v + C = In senh v + C 
cosh v + 1 

Intghf+C. Según (9) , A rt. 213 

PROBLEMAS 

Verificar las siguientes integraciones: 

1. f senh 2 v dv = l!.í senh 2 v - Y2 v + C. 

2. fcosh2vd v = l!.í senh2v+Yzv+C. 

3. f tgh 2 v dv = v - tgh v + C. 

4 . f ctgh 2 v du = v - ctgh v + C. 

5. f senh 3 v dv = Yo cosh 3 V - cosh v +C . 

6 . f co sh 3 V dv = Yo senh 3 v+senh V+C. 
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8. f tg h+ u do = u - tgh u - Ys tgh3 U + C.

220. Integrales (e on t
XXXVIII (Art. 217) pode
ya las hemos encontrado en
sus valores en términos de f

7. f tgh3 u d o = In cosh u - Yz tgh2 U + C.

9. f csch3 U do = - Yz csch u ctgh u - Yz In tgh f + c.
(32) S dv se:

V v2 + a2

10. f x senh x dx = x cosh x - senh x + C.

S dv
(33) V = cov2 _ a211. f cos x senh x dx = Yz (ccs x cosh x + sen x senh x ) + C.

12. f se n h (mx) se n h (nx) = I [m se n h (nx) cosh (mx)
m2 - n2

- n cosh (rrx ) se n h (mx) 1+ c.
S dv 1

(34) a2 _ v2 = a tgl

1
13. f se nh+ x d x . 17. f x2 cosh x d x .

14. f sech+ 2 x d x . 18. f eX senh x d x .

15. f sen x cosh x d x . 19. f eax cosh x d x .

16. f x cosh x d x .

(35) S v2 dv al = - ~

(36) S vV ~~_ v2 =-

(37) S vV~v+a2 =-

(38) SV v2 + a2 dv =

(39) SV v2 - a2 dv =

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales.

Determinar el valor de cada una de las siguientes integrales empleando la
sustitución hiperbólíca indicada. (Compárese con lo dicho en el Artículo 135.)

20. SVX2-4dX; x=2coshu.

So/. Yz xV x2 - 4 - 2 cosh r ! Yz x + C.

En (33) Y (39) debe en
bólico inverso, y en (36) E

inversa.

21. S du
.(a2 - u2) % ; u = a tgh z . Demostraciones de (32

x = ~. Entonces
a

senh - 1 : = In (: -\

Luego

S

(x + 2) dx
2? x2 + 2 x + 5; x=2 senh z - 1.

23. El arco de la catenaria y = a cosh ~ desde (O, a) hasta (x, y) gira
a

alrededor del eje de las y. Empleando funciones hi pe rbó í icas, hallar el área de
la superficie curva que se engendra. (1 ) In (v

24. Hallar el centro de gravedad del sector hiperbólico OAPl de la fig. 186.
(Compárese con el problema 12 de la página 411.)

- 2 senh u¡ - 2 coshu¡-I
Sol. x =3 a-

U
-
1

-' y =:fa U¡

De la misma manera, d.

(2 ) In (v·
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220. Integrales (continuación). De las fórmulas XXXIII a 
XXXVIII (Art, 217) podemos deducir integrales. Algunas de éstas 
ya las hemos encontrado en el Artículo 128. Ahora podemos expresar 
sus valores en términos de funciones hiperbólicas inversas. 

S dv v 
(32) V = senh - 1 - + c. 

v2 + a2 a 
(v cualquier valor) 

(33) = cosh -1 - + c. S dv v 
V v2 - a2 a 

(v ~ a) 

(34) -- = - tgh- 1 - + c. S dv 1 v 
a2 - v2 a a 

S dv 1 v 
(35) ? 2 = - - ctgh - 1 - + c. 

v"-a a a 

S dv 1 v 
(36) / = - - sech - 1 -+ c. 

v, a2 _ v2 a a 
(o < v < a) 

(37) = - - csch -1 - + C. S dv 1 v 

v V v2 + a2 a a 
(v cualquier valor) 

S v a2 v 
(38) V v2 + a2 dv = T V v2 + a2 + 2 senh - 1 a + C. 

S v a2 v 
(39) V v2 

- a2 dv = TvI v2 
- a2 

- T cosh - 1 a + C. 

En (33) Y (39) debe emplearse el valor positivo del coseno hiper
bólico inverso, y en (36) el valor positivo de la secante hiperbólica 
inversa, 

Demostraciones de (32) Y (33). En (F) (Art. 216) hagamos 

x = ~, Entonces 
a 

senh - 1 ~ = In (~ + ~ ~: + 1 ) = In (v + vi v2 + a2
) - In a, 

Luego 

(1 ) 
- -, v 

In (u + vi v2 + a2
) = senh - 1 - + In a , 

a 

De la misma manera, de (G) obtenemos 

(2) In (v + ,/ v2 
- a2

) = cosh - 1 ~ + In a . 
a 
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SustItuyendo estos resultados en el segundo miembro de (21) del 
Artículo 128, obtenemos (32) y (33). 

Demostraciones de (34) y (35). 

tonces 

v 
En (H) hagamos x = -. En

a 

(3 ) ~ In a + v = tgh - 1 ~ . 
2 a - v a 

Por consiguiente, (34) ~e deduce de (3) y (19 a) del Artículo 128. 
De la misma manera, de (I) del Articulo 217 y (19) del Artícu

lo 128, obtenemos (35). 

[
En (19), In u - a = - In u + a. ] 

u+a u-a 

Demostración de (36). Puesto que 

dv 
2 ' V 

según XXXVII 

tenemos S V dv 1 h 1 v. l ' l ' .. = - - sec - - SI se e 1ge e signo pOSItIVO 
v a2 - v2 a a 

delante del radical . 
La demostración de (37) es semejante . Las fórmulas (38) y (39) 

se deducen de (23), del Artículo 128 , empleando (1) Y (2). 

O BSERVACION . Puesto que 

ctgh - l.!!..=tgh - l~, sech - l.!!..=co sh - l~, csch-I!:!...=senh- I .!!.., 
a u a u a u 

las integrales (35) a (37) pueden igualmente expresarse en térm inos de las f un
ciones que má s convengan para el empl eo de la tabla del Artículo 212. 

EJEMPLO. Deducir la fórmula (37) por medio de la sustitución u=a csch z. 
(Compárese con lo dicho en el Artículo 135.) 

Solución. T enemos 

V u 2 + aZ = V a 2 csc h 2 z + a' = a ctgh z. Se g ún (2), Art. 21 1 

Además , du = - a eseh z e[ gh z dz. Según XXX II 

Luego f d u - f - a esch z e[gh z d z = - ~ z + C . 
u V u2 + a2 - a esch z . a etgh z a 

y puesto que z = eseh - I ~, tenem os (37). 
a 
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PROBLEMAS 

1. En la figura 192, la curva es la hipérbola equ il átera X2 - y2 a2 • 

Emp leando lo dicho en el Artículo 142, demos-
trar que si x = a cosh () es 

a) área AMP 

= triángulo OMP - J.- a2 COSh-l~. 
2 a' 

b) sec tor O AP 

= J.- a2 cosh- 1 =- = J.- a2 (). 
2 a 2 

(Así tenemos otra demostración del teorema del 
Artículo 215.) 

2. Deducir , por integraclOn , cada una de las 
si g uientes series de potencias (Art. 196) . 

y 

a) tgh - J. x = x + J.- x3 + ~ x5 + ... + x2n- 1 + 
3 5 2n- 1 

b) 1 x 3 1 , 3 x 5 I . 3 . 5 x 7 + 
senh- 1 x = x - TT + DT -~ 7 ... 

Verificar las siguientes integraciones: 

3, fsenh - 1 x dx = x se n h - 1 x - ,,/~ + c. 

Fig. 192 

4. ftgh-1 x dx. 5. f X cosh- 1 X dx. 

(x 2 < 1) 

(x 2 < 1) 

Calcular, emp lea ndo funciones hiperbólicas las siguientes inte g rale s : 

6. ( 1 dx . 

Jo ~ 16 X2 + 9 
8. (5 ~ X2 _ 9 dx. 

J 3 

9. En la parábola X2 = 4 y , hallar la longitud del arco desde (O, O) a 
(4, 4), empleando funciones hiperbólicas. 

Sol. ~2U + senh - 1 2 = 5,92. 

10. Hallar el área de la superficie l imitada por la catenaria y = a cosh~ y la 
a 

recta y = 2 a. 

11. La aceleración hacia abajo a de un cuerpo que cae v ien e dada por la 
fórmula a = 9, 8 - Yí ()2, Y () = 0, s = 0, cuando t = O. Hallar u y s. 

Sol. () = ~19,6 tgh ~4,9t. s = 2 In cosh ~4 , 9 t. 
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221. El gudermaniano. La función arc tg (senh v ) , que se pre
senta frecuentemente en matemáticas (verbigracia en (1) de l ejemplo 
del Artículo 219 ) , se llama el gudermaniano * de v. E l símbolo es gd v , 
que se lee "el gudermaniano de v". Así , 

(1 ) gd v = arc tg (senh v) . 

La derivada es 
d d v 

XXXIX dx gd v = sech v dx' 

suponiendo que v sea una función de x. 

Demostración. Derivando (1), obtenemos 

.E... d v _ cosh v 
dv g - 1 + senh 2 v ' Según XXII Y XXVII 

Pero según (B) 

y 

1 + senh2 v = cosh2 
ti , 

1 - - - = sech v. 
cosh v 

Según (1) , Art. 211 

E ntonces 
d dv 

- gd v = sech v - . 
dx dx 

Según (A) , Art . 38 

De la definición (1) Y del Ar tículo 77 , tenemos 

(2) gd (O) = O; gd (- v) = - gd v ; 

gd ( + ro) = Yz JI:; gd (- ro ) = - Yz JI: . 

Cuando v aumenta , gd v aumenta (pues to que 
valor queda comprendido ent re - Yz JI: Y + Yz JI: . 

Algunos valores se dan en la tabla adjunta . 
Según (1 ) del Artículo 21 9 , 

(40) S sech v dv = gd v + c. 

A fin de hallar la función inversa (Art . 39) , 
hagamos 

(3) cf> = are tg (senh v) , (- Yz JI: < cf> < Yz JI:) 

Y despejemos a v. E l resul tado es 

(4) v = senh- 1(tg cf» . 

sech v > O). Su 

tJ gd tJ 

0,5 
1.0 
1, 5 
2,0 
2 , 5 
3,0 
3 ,5 
4 ,0 
4,5 
5,0 

0,480 
0,864 
1, 132 
1,302 
1,407 
1, 47 1 
1. 510 
1,534 
1,54c) 
1, 557 

* Así lla m ado de l n o mbre d el matemát ico G uderma nn. S u s trabajos se 

p u bl ica ro n en 1830. 
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h v), que se pre-
en (1) del ejemplo
El símbolo es gd v ,

ún XXII Y XXVII

según (B)

(1), Art. 211

egún (A), Art. 38

211:·

seeh v > O). Su

ti gd ti

0,5 0,480
1.0 0,864
1.5 1,132
2,0 1,302
2,5 1,407
3,0 1.471
3,5 I.5IO
4,0 1,534
4,5 1,549
5,0 1.557

nn. Sus trabajos se

FUNCIONES HIPERBOLICAS

Según (3) tenemos tg cj> = senh v. Y
cosh? v = 1 + senh? v, resulta que las fun-
ciones trigonométricas de cj>, cuando v > O ,
se deducen del triángulo rectángulo de la
figura 193. A si, sen cj> es igual a tgh v,
y cos cj> es igual a sech v, etc.

La función inversa * (4) puede escri-
birse

(5 )

puesto que, según (B),

~
~se"h.

f

v = In (sec cj> + tg cj> ) .

Fig. 193

Demostración.
de x por tg cj>, y
de! Articulo 2.

Recíprocamente, dada (5) ,

Basta sustituir en (F) del Artículo 216, el valor
observar que 1 + tg2 cj> es igual a seo" <p, según (2)

entonces <P = gd v.

Demostración. Escribiendo (5) en términos de exponenciales , se
obtiene:

sec cj> + tg cj> = e", o sea, tg cj> -- eV = - sec cj>.

Elevando al cuadrado ambos miembros, sustituyendo sec" cj> por
su igual 1 + tg2 cj> Y reduciendo, resulta

-- 2 tg <P e" + e2"= 1.

Despejando tg cj>, obtenemos

e" - e-V
tg cj> = 2 = senh v.

Luego,

Según (A)

cj> = are tg (senh v) = gd v,

como se quería demostrar.

EJ EMPLO. E n la t r a c t r iz
(figura 1(4) sean

a = longitud de la tangente PT
(constante por definición) ;

t = abscisa en el origen de la
tangen te;

<p = ángulo que forman la tan-
gente, o r ien t a d.i hacia arriba, yel
eje de las y;

<p = O cuando t = O.
Entonces B (O, a) está so b re

la curva.
Demostrar

y

8(0.a)

I------~--------~~~~~T·~

* Algunos autores emplean el s im bo lo gd-1 <p (u = g d r ! </J).

Fig. 194

533
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Demostración. Cuando se da t. el va lor de ep qu eda determinado . L uego ep 
es un a f un ción de t. Sean t + I1 t (= O T ') Y ep + l1ep. respectivamente. los 
valores de t y ep pa ra la tangente en un p unto Q. p r óx imo a P . Trácese TU 
perpendic ula r a Q T '. Sea S el punto de intersección de la s tangentes en P y Q. 
Entonces. en los tri áng ulos rectá n g ulos UTT' y STU. tenemos 

TU = TT' co s UTT' y TU = TS sen TSU. 
Luego 

TT' cos UTT' = TS sen TSU. 

Pero ángulo UTT' = ep + l1ep, án g ulo TSU = l1ep, TT' = M. Luego, 

11( cos (ep + l1ep) = TS sen l1ep. 

Hágase mo ver Q a lo largo d e la curva ha cia P; entonces l1ep -7 O. En ta l 
caso 11( y l1ep so n infinitésimos. A d emás, S se apro x ima a p , y TS -7 a . 
Luego. seg ún el teorema del Artíc ul 098 y (B) del Artículo 68. tenemos 

di cos ep = a dep. o sea, d ~ = sec ep d</>. 
a 

In tegra ndo , y recordando que</> = O cuando 1=0. obtenemos 

~ = In (sec ep + tg ep) • 
a 

Luego, según (5), ep = gd (-;). 

como se q uería demostrar. 

PROBLEMAS 

1. La figu ra 195 mu estra el círc ul o X2 + y2 = l Y la hipé rbola eq uil átera 
X2 - y2 = l en el prime r cuadrante. Desde M. pie de la ordenada MP de un 
p unto cu alqu iera P de la hip érbola . se tra za MT ta n ge nte al círculo. Sea 
Yz u = á rea d el sector hiperbó lico OAP (Art . 215). Y ep = án g ulo AOT . 
Demost rar que ep = gd u. 

y 
y (o,';', 

)( 

x 

Fig. 195 Fig. 196 

2. Demostrar : a) g d u = 2 arc tg e" - Y2 Jt; 

b) Jsenh u t gh u du = senh u - gd u + C. 

3. Trazar la g ráf ica d e y = gd x. Calcular y y y' cuando x = 1. V éase la 
figura 196 . Sol. y=O. 86. y'=O.65. 
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4. En la figura 194, si P es el punto (x, y), demostrar que 

x = t - a sen 1>. y = a cos 1>. 

De éstas y (6) deducir las ecuaciones paramétricas 

x = t - a tgh!..., y = a sech t 
a a 

de la tractriz. Hallar también la ecuación rectangular. 

5. Deducir f sech 3 u du = Yz sech u tgh u + Yz gd u + C. 

6. Si la longitud de la tangente de una curva (Ar t. 43) es constante (= a) : 

dy Y 
Demostrar que d x = - _ _ _ 

V a2 - y2 

a) 

b) Integrar por medio de la sustitución hiperbólica y = a sech !... y con la 
a 

condición de que x = O cuando t = O, y de este modo deducir las ecuacion es de 
la tractri z que se dieron en el problema 4 

7. Determinar po r d erivación el valo r de cada uno de los l imites sigu ien tes: 

a) lim gd x - x 

" -70 x 3 

b) 1 í m gd x - sen x. 
" -70 x, 

Sol. a) -~; b) ~o. 

8. Empleando el desarrollo del problema 14 del Artículo 215, tenemos 

l 1 6 l gd x = x - _ x 3 + - x 5 - _ _ x 7 + ... 
6 24 5040 

Calcular el valor de gd 0 . 5 con cuatro decimales. Sol. 0,4804. 

9. La fórmula (5) del Artículo 221, puede escribirse 

Demostrar esta igualdad si rviéndose de (2), (4) Y (5) del Artículo 2. 

222. Carta de Mercator. La figura 197 muestra una porción 
(un octavo) de una esfera que representa la Tierra. Están indi
cados el Polo Norte, N, el Ecuador, EF, Y la longitud, el, y 
latitud, <PI, del punto PI. El punto Q, de longitud el + /').e y lati
tud <PI + /').<P, es un segundo punto cercano a Pi, en la curva PIQV. 
Los meridianos y paralelos correspondientes a Pi y Q forman el 
cuadrilátero PI SQR. Vamos ahora a calcular los arcos circulares 
RQ y PiRo 
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Puesto que O es el centro de los arcos iguales RQ y PI S, cada 
uno con ángulo central 11</>, tenemos 

(1 ) arco RQ = arco PI S = a 11</> . 

Puesto que e es el centro del arco p¡ R, cuyo ángulo central 
es 110 , tenemos arco p¡ R = ep¡ · 110. Pero en el triángulo rectángulo 

OPle (áng ulo recto en e) , 
N Polo Norte ePI = a cos </>1. Por tanto, 

Ecuo.dor 

Fi g . 197 

arco PI R = a cos </>1 l1e . 

La recta PI R' es tangente 
en PI al paralelo PI R. La rec
ta P 1T es tangente * en PI a la 
curva PI QV. El ángulo en PI 
que forman la curva y el paralelo 
es el ángulo R'PIT. Entonces, 

determinándose el valor de la 
derivada de la ecuación 

(3 ) e=f(</» 

que deben satisfacer la la titud y la longitud de cada punto de la 
curva PIQV. 

Demostración de (2). Se puede demostrar ** por el teorema del 
Artículo 98, que 

(4) 
, arco RQ 

tg R p¡ T = hm P R 
6 8---7 o arco 1 

Sustituyendo los valores de (1), obtenemos (2) . 
En la carta de Mm'cator *** el punto de latitud </> y longitud e se 

representa por el punto (x, y) tal que 

(5) x = e, y = In (sec </> + tg </» , 

* Definida. como en el Artículo 28 . como la posición límite de la secante 
PIQ cuando Q se aproxima a PI a lo largo de la curva PIQV. 

H' Los detalles se indican en el problema adicional 1 del final del capitulo. 
Obsérvese que el arcO RQ y el arco PI R son. respecti vamente. el opuesto y 
el adyacente al ángulo PI del triángulo curvilíneo PI RQ. 

**'" El famoso cartógrafo Gerhard K remer (1512-1594). m ás conocido por 
Gcrardus Mercator. publicó su carta del Mundo en el año 1569. 
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o sea, inversamente, 

(6 ) B = x, </> = gd Y , según el Artículo 221 

En (5) Y (6) By</> se expresan en radianes. Los meridianos 
(B = constante) se representan en la carta por rectas paralelas al eje 
de las y, los paralelos (</> = constan te) por rectas paralelas al eje de 
las x. La curva (3) viene dada por las ecuaciones paramétricas 

(7) x = f (</», y = In (sec </> + tg </» . 

Teorema. El ángulo que f01"man en la esfera una curva y 'Un paralelo 
se conserva en los mapas M erca/or . 

Demostración. Sea (Xl, Yl) el punto de (7) en donde </> = </>1. 
En el mapa el paralelo viene a ser la recta y = yl. Por consiguiente, 
tenemos que demostrar que la curva (7) es tal que 

(8 ) ( ~;) 1 = sec </>1 (~:) 1 . Empleando (2) 

De (7) Y (3) obtenemos 

dy 
d</> = sec </>, dx = fl (cp) = dB 

d</> d</> . 

Entonces, según (A) del Artículo 81 y (e) del Artículo 39 se 
deduce (8), como se quería demostrar. 

Corolarios importantes: 

Cor. l. E l ángulo formado por dos curvas P1 QR Y P1 Q 1 R 1 en 
un punto P1 de la esfera, es igual al ángulo formado por las curvas 
correspondien tes en la carta en el punto (Xl, Yl). Por tanto, en la 
carta Mercator, los ángulos quedan inalterados. 

C01". II. Una recta con pendiente tg u en la carta corresponde a 
una curva en la esfera que corta todos los paralelos bajo el mismo 
ángulo a. Esta curva se llama una línea de rumbo o línea loxodrómica. 

A lo largo de una loxodróm ica se tiene: 

(9 ) </> = gd (B tg a + b) . 

Esto se sigue de (6) Y Y = x tg a + b. Un buque que sigue siempre 
la misma dirección navega a lo largo de una loxodrómica. En las 
ecuaciones (5), By, por consiguiente, x tienen valores desde - Jt 

hasta + Jt inclusive. Por otra parte, y puede tener cualquier valor 
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(Art . 221). Por tanto, toda la superficie terrestre ~e representa en la 
zona del plano xy determinada por las rect.as x = - JC Y x = + JC . 

Pero la carta no comprende a los polos, puesto que esto necesitaría una 
dimensión infinita. 

Por medio de la tabla del Artíc ulo 221 podemos hallar la latitud, en grados, 
de los paralelos que se representan en la carta por las rectas y = constante. 

y o 0,5 1,0 1,5 2 3 4 5 

1 a t. 

Una linea de rumbo larga se 

y 

represen ta en la carta por una serie de segmen tos 
paralelos tales como AA I , BB I , CC I , etc .. 
(fig. 198), en donde BA I , CB I , etc., son 
paralelas al eje de las x. La rep resen tación 
es • 'conforme"; es decir, que se conserva la 
forma de las sup erficies pequeñas. Esto se 
sig ue del corolario 1. Por ejemplo, una figu
ra trian gular en la superfi cie terrestre. limi-

X' 

A 

y' 

F ig. 198 

X tada por líneas de rumbo, será un triángulo 
en la car ta. * y los ángulos correspondientes 
en las dos figuras s e r á n iguales. Pero la 
deformación que sufre la proyección de una 
parte de la superficie terrestre en la carta 
depende de su distancia del Ecuador. El pro 
blema 4, de la página 542, pone esto de mani-
fiesto. 

223. Relaciones entre las funciones trigonométricas y las hiper
bólicas. Eupongamos que el exponente v de la función exponencial eV 

sea un número complejo x + iy (x y y número reales , i = v - 1) 
Entonces asentamos como definición 

(1) ez+ iJ1 = eXeiY = eX (cos y + i sen y). 

Si x = O (Art. 206), tenemos 

(2) eiU = cos y + i sen y . 

Cámbiese y en - y. Entonces (2) se convierte en 

(3 ) e- iy = cos y - i sen y . 

, Las rectas x=-¡t y x=+l"t representan el mismo meridiano 
(180 0 W o 1800 E). Se supone que el meridiano x = + l"t no corta el trián
gulo cur vi líneo . En la fi gura A 1 Y B representan el mismo punto de la 
Tierra; igualmente B 1 Y C. 
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Resolviendo (2) Y (3) con respecto a sen y y cos y, se obtiene:

cos y =(4) sen y = 2i

Así, el seno y el coseno de una variable real se expresan en térmi-
nos de funciones exponenciales con exponentes imaginarios.

Las fórmulas (4) y (A) sugieren definiciones de las funciones que
en ellas intervienen para el caso en que la variable es un número
complejo cualquiera z. Estas definiciones son:

(5 )
eiz _ e=" eiz + e- iz

sen z = 2i cos z = 2

senh z =
eZ _ e=

cosh z = e" + e - Z

2 2

Las otras funciones trigonométricas e hiperbólicas de z se definen
por las mismas razones que se emplean cuando la variable es un
número real.

De (5) podemos demostrar las siguientes fórmulas: .

(L) senh iz = i sen z, cosh is = cos z.

[
eiz - e-iz

senh IZ = = i sen z .
2

empleando (5). e tc . ]

De (L), por división, obtenemos

(6 ) tgh iz = i tg z .

La semejanza de muchas fórmulas de este capítulo con otras relati-
vas a funciones trigonométricas se explica por las relaciones (L) y (6)
(véase el ejemplo 2). Los segundos miembros de (5) se pueden expre-
sar como números complejos cuyas partes reales y coeficientes de i en
las partes imaginarias contienen sólo funciones trigonométricas e hiper-
bólicas de variables reales. Esto aparece en el ejemplo 1 .

EJEMPLO 1. Deducir la fórmula

(7) senh (x + iy) = se nh x cos !f + i cosh x sen y.

Solución. Según (5). si Z = x + iu. tenemos

(8) se nh (x + iy) = ez+iy - e -x-ill. 2

(9) = eX (cos y + i sen y) - e-X (cos y - i sen y)
2

Según (1)
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Según (1), Art. 210, si u = x , tenemos

eX = cosh x + senh x , e-X = cosh x - senh x ,

Sustituir estos valores en (9) y reducir. El resultado es (7).
Cambiando í en - i, (7) se convierte en

se n h (x - íy) = senh x cos y - í cosh x sen y.

Conviene fijarse en la forma del segundo miembro aquí yen (7).

EJEMPLO 2. Demostrar directamente por medio de (5) las relaciones

se n? z + cos? Z = I. cosh? Z - senh? z = 1.

Solución. Los detalles son los mismos que en la demostración de (B) del
Artículo 210.

La primera relación puede deducirse de la segunda como sigue:
Sea z=íu. Entonces cosh? íu-senh2 íu=l. Pero, según (L), cosh íu=cos u,

se n h i o = í se n u. Luego cos? U + se n? u = 1.

PROBLEMAS

1. Empleando diferenciales, demostrar que en la carta de Mercator la distan-
cia entre sí de las líneas paralelas al eje de las x , que representan los paralelos
de latitudes </>1 y </>1 + óq" varía como sec </>1.

2. A lo largo de una loxodrómica <p = gd (O rg a. + b). Demostrar por

derivación que tg a. = sec </> d</>.
dO

3. En la esfera. la altura h de la zona limitada por los paralelos
</> = </>2, </> = </>1 (/>2 > </>1) es a (se n </>2 - sen </>1) (véase la figura 197). Si
los paralelos correspondientes en la carta son [} = Y2, Y = YI, demostrar las
siguientes igualdades:

a) h = a(tgh Y2 - tgh Yl);

b) dy = ~ sec2 </>1 dh. si </>2 = (/'1 + dq».
a

4. Empleando (b) del problema 3, demostrar que zonas iguales de pequeña
altura cuyas bases inferiores son paralelos de latitudes O, 30°, 45°, 60° se con-
vierten en la carta. respectivamente, en rectángulos cuyas áreas están en la razón
3 : 4: 6 : 12. (El área de una zona es el producto de su altura por la circunfe-
rencia de un circulo m áx im o . )

5. Describir la dirección de una curva sobre la esfera:

a) SI d</> = O;
dO

b) si d d: se hace infinito.
dO

FUNCI

G. Deducir cada una de la:
en el ejemplo ilustrativo 1.

a) cosh (x + íy:

b) sen (x + íy

e) cos (x + íy

Según éstas escribir los valore:

7. Demostrar que

a) se n h (í
b) cosh (1

8. Determinar con dos de
expresiones:

a) senh (1.5 + i

e) cos (0,8+0,:

PRO

1. En la figura 197 se ti
guiente, perpendicular al pla:
P I QM 1 es un triángulo rectár

lo tanto, tg MIPIQ = MIQ
PIM¡

se aproxima a la tangente P
M¡ P r Q tiende hacia el án g:
tanto,

tg R'P¡T = lím
6e~(

Compárese con (4) del Artíc
trar que

a) lím P¡M¡ (vé
68 ---70 arco P 1 R

( 10)

b) lím MIQ = 1 (vé.
68 ---70 arco RQ

que muestra el plano del merí
el triángulo MI QR, dcrnostr
infinitésimo de orden superi
óO y ó</> son del mismo arde
tonces véase el problema en la

Empleando (a) y (b) y el l

lo 98, la fórmula (10) se COI

Articulo 222.
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G. Deducir cada una de las siguientes fórmulas por el m étodo que se empleó 
en el ej emplo ilustrativo l. 

a) cosh (x + ir,¡) = cosh x cos y + i senh x sen y; 

b) sen (x + ir,¡) = sen x cosh y + i cos x senh y; 

e) cos (x + iy) = cos x cosh y - i sen x senh y. 

Según éstas escribir los va lores de cosh (x - iy), sen (x - iy), cos (x - ir,¡) . 

7. Demostrar que 

a) senh (i -T ± x) = i cosh x; 
b) cosh (i -T ± x ) = ± i senh x. 

8. Determinar con dos decimales el valor de cada una de las sigui entes 
expresiones: 

a) senh (1,5 + i); 

e) cos(0,8+0,5i); 

b) cosh (1 - i) ; 

Sol. a) 

d) sen (0 ,5 + 0,8 i) . 

1,15+1,98 i; e) 0 ,78- 0,37i. 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. En la figura 197 se traza P¡M¡ perpendicular a eR, y por consi
gui ente, perpendicu lar al plano del meridiano NQR. Entonces el triángulo 
P¡QM ¡ es un triángulo rectángulo (la cuerda p¡Q no está trazada), y por 

lo tanto, tg M¡P¡Q = M¡Q. Cuando !'le ---7 0, la rect a P¡M¡ (prolongada) 
P¡M¡ 

se aproxima a la tangente P¡R', y el ángulo 
M¡P¡Q tiende hacia el án gulo R ' P¡T. Por 
tanto, 

(10) tg R'P¡T = lím MIQ 
6&---70 P ¡ M ¡ 

Compárese con (4) del Artículo 222, y demos
trar que 

a) lím P¡M¡ = I (véase fi g. 199); 
68 ---70 arco P ¡ R 

b) lím M IQ = I (v éase fig. 200, 
6 8 ---70 arco RQ 

que mu es tra el plano del m er idiano NQR). En 
el triángulo M ¡ QR, demostrar que M ¡ R es un 
infinit és imo de orden su perior a QR cuando 
!'le y !'lep son del mismo orden (Art. 99). E n
tonces véase el problema en la página 178 . 

Empleando (a) y (b) y el teorema del Artí cu
lo 98, la fórmula (10) se con vierte en (4) del 
Art iculo 222 . 

F ig. 199 

¡'ig. 200 
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2. Si ds¡ es e! elemento de la longitud de arco para una curva sobre la 
esfera representada en la figura 197, demostrar que dS¡2 = a2 (dr¡,2 +cos2 rp dlJ2). 

-- - - 2 cuerda p¡ Q 
(En la figura 197 (cuerda p¡Q) 2 = p¡ M¡2 + M1Q , y lím P Q =1.) arco l 

3. Si ds es la diferencial de! alCO de una curva en la carta de Mercator, 
demostrar que ds 2 = sec 2 rp (drp2 + cos 2 rp d0 2). (Comparando con el proble
ma 2, tenemos dS¡2 = a2 cos 2 rp ds 2 .) 

4. Hallar la longitud de una loxodrómica entre puntos cuya diferencia de 
latitud es /':,.rp. Sol. a csc (l/':,.rp. (a = radio de la Tierra.) 

5. Demostrar que las cuatro primeras fórmulas de (4) del Artículo 2, y 
(D) y (E) del Artículo 213, son válidas cuando x, y, v, w se sustituyen por 
números complejos. (Emplear las definiciones (5).) 

6. Demostrar las fórmulas del problema 6, pág. 541, empleando los resul
tados del problema adicional 5 y la fórmula (L). 

7. 
senh 2 x + i sen 2 y 

Demostrar que tgh (x + iy) = h 2 + 2 . cos x cos y 

8. Del resultado del problema anterior deducir la fórmula para tg (x + iy). 
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CAPITULO XXIII 

DERIVADAS PARCIALES 

224. Funciones de dos o más variables. Continuidad. Los capi
tulos anteriores se han consagrado a las aplicaciones del Cálculo dife
rencial e integral a funciones de una variable. Ahora nos ocuparemos 
de las funciones de más de una variable. Algunas fórmulas de las 
matemáticas elementales suministran ejemplos sencillos de tales fun
ciones . Asi, en la fórmula para el volumen v de un cilindro circular 
recto, 

(1) 

v es una función de las dos variables independientes x ( = radio) y 
y (= altura). Asimismo, en la fórmula para el área u de un trián
gulo plano oblicuángulo, 

(2) u = Yz xy sen a , 

u es una función de las tres variables independientes x, y ya, que 
representan, respectivamente, dos lados y el ángulo comprendido. 

Evidentemente, tanto en (1) corno en (2) , los valores que pueden 
asignarse a las variables en el segundo miembro son enteramente 
independientes el uno del otro. 

La relación 

(3 ) z = f (x, y) 

puede representarse gráficamente por una superficie, el lugar geomé
trico de la ecuación (3), que se obtiene tornando x, y, z como coor
denadas rectangulares, como en la Geometría analítica del espacio. 
Esta superficie es la gráfica de la función de dos variables f (x, y) . 
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Una función f (x 1 y) de dos variables independientes se define 
como continua para x = a, y = b, cuando 

(A) lím f(x, y) = fea, b), 
x-¿ " 
y -¿ /, 

sin importar la manera como x y y tienden a sus límites respec
tivos a y b. 

A veces) esta definición se resume en la siguiente proposición: 
un cambio muy pequeño en una variable o en ambas produce un cambio 
muy pequeño en el valor de la función . * 

Podemos ilustrar esto geométricamente considerando la superficie 
representada por la ecuación 

(3) z = f (x, y). 

Consideremos un punto fijo P de la superficie (fig. 201 ) ) en 
donde x = a y y = b. 

y. 

Designemos por L1X y L1Y los incrementos de las variables x y y, 

x 

y por L1Z el incremento correspondiente de la fun
ción z. Las coordenadas de pi serán 

(x + L1x) y + L1Y, Z + L1z) . 

E n P el valor de la función es 

Z = f (a, b) = M P. 

F ig. 201 Si la fun ción es continua en p) entonces) como 
quiera que L1X y L1y t iendan a cero) L1Z tenderá 

también a cero. Es decir, que M' p i tenderá a coincidir con MP, 
aproximándose el punto pi sobre la superficie al pun to P en cualquier 
dirección. 

Una definición semejante de función continua se da para el caso de 
una función de más de dos variables . 

E n lo que sigue, sólo se consideran valores de las variables para 
los que las func iones son continuas. 

225. Derivadas parciales. En la relación 

(1) z = f (x, y), 

podemos mantener y fija y hacer que solamente varíe x. E ntonces 

•. Esto se comprenderá mejor s i el lector rep asa e l Articu lo 17 referente a las 

funcio n es co n t inua s d e un a sola variab le. 
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z vicne a ser una función de una sola variable x, y podemos derivarla 
de la manera usual. La notación es 

az d' d . l d ( ax = erwa a parcta e z con respecto a x y permanece cons-

tante) . * 

Análogamente, 

az d' d . l d ( ay = erwa a parcta e z con respecto a y x permanece cons-

tante) . * 

Se emplean símbolos correspondientes para derivadas parciales de 
funciones de tres o más variables. 

A fin de evitar confusión, se ha adoptado generalmente el símbo
lo a ** para indicar la derivación parcial. 

EJEMPLO 1. Hallar las derivadas parciales de z = ax 2 + 2 bxy + cy2. 

Solución, az = 2 ax + 2 by, considerando y como una constante . 
ax 

az = 2 bx+2 cy, considerando x como una constante. 
ay 

EJEMPLO 2. Hallar las deri vadas parciales de u = sen (ax + by + cz) . 

Solución. UU = a cos (ax + by + cz) , cons id era ndo y y z como constantes. 
ax 

éJu = b cos (ax + by + cz) , cons id erando x y z como consta ntes . 
a y 

au = c cos (ax +by+ cz), considerando y y x como constantes. 
az 

Con respecto a (1), las notaciones más usadas en la deri\':lción 
parcial son las siguientes: 

az a aj 
ax = ax j (x , y) = ax = j x (x, y) = f e = Zx ; 

az a aj 
-;- = -;-j(x, y)=a- = ! v(x,y) =jy =z.u . 
uy uy y 

Notaciones semejantes se emplean para funciones de cualquier 
número de variables. 

Los va lores constantes se sustituyen en la f un ción antes de deri var. 
Introdu cido por Jacobi (1 804- 1851 ) . 

Granville. Cálculo . - 35 . 
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Según el Artículo 24, tendremos 

(2) f( ) -l' f(x+ó'x, yo) -f (x, yo) 
x x, yo - 1m A X 

6 x---70 Ll 

(3) f ( ) - l ' f (xo , y + ó,y) - f (xo, y) 
y Xo, y - 1m A 

6Y---70 Lly 

226. Interpretación geométrica de las derivadas parciales. Sea la 
superficie (fig. 202) de ecuación 

z = f (x, y) . 

Por el punto P (en donde x = a y y = b) hagamos pasar el 
plano EFGH paralelo al plano 
XOZ. Puesto que la ecuación 
de este plano es 

8 

T 

Fi g. 202 

E l aZ " fi l ~ n est.e pano, ax slgm ca o 

x 

y = b, 

la ecuación de la curva J P K , 
intersección del p 1 a n o con la 
superficie, es 

z = f (x, b), 

si consideramos EF como eje de 
las z y EH como eje de las x . 

. dz 
mIsmo que dx' y tenemos 

az 
(1 ) ax = tg 111 T P = pendiente de la c u r vade intersección 

.JK en P. 

Análogamente, si hacemos pasar por P el plano BCD paralelo 
al plano YOZ, su ecuación es 

x = a, 

y para DP 1, la curva de intersección, aaZy significa lo mismo que dz dy ' 

Luego 

(2) 

DI en P . 

az 
ay - tg M TI P = pendiente de la curva de intersección 
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EJEMPLO. Dado el e l ip so ide x
2 +.JC + Z2 = 1. hallar la pendiente de la

24 12 b
curva de intersección del e l ip so ide , a) con el plano y = l. en el punto en que
x = 4 Y z es p o si t iv o : b) con el plano x = 2. en el punto en que y = 3 y z
es positivo.

Solución. Considerando y como constante. tenemos:

2x+~az=b. az =_ xo sea. G'24 6 ax ax

Cuando x es constan te,

~y+~ iJz = O. o sea, az = _ y
12 6 ay ay ~.

a) Cuando y=l y x = 4, z = ~I· az = -~.iJx

b) Cuando x =2 y = 3. az -~VT.y z VI éJ 2Y

Hallar las derivadas parciales de las siguientes funciones.

1. z = AX2 + Bx u + Cy2 + Dx + E y + F.

Sol. az = 2 Ax + By + D;
éJx

iJz = B.\ + 2 Cu + E.
éJy

2. i t x , 'y) = Ax3 + 3 Bx2y + 3 Cx u? + Dy3.

Sol. fx(x. y)=3(Ax2+2Bxy+Cy2);

f!l(x. y) = 3 (Bx2 + 2 Cxy + D(2).

3. f (x. y) Ax + By
Cx + Dy

Sol.
af
éJy

(BC-!\f))x
(Cx + f)y) 2

(AD-BC)y
(Cx+Dy)"

Jf
éJx

4. u = xy + q : + zx. Sol. Ux = y + z : u!! = X + z : Uz = x + y.

5. i (x, y) = (.\ + y) se n (x - y) .

Sol. F.,. (x. y) = se n (x - y) + (x + y) cos(x - y);

fy(x. y)=sen(x-y)-(x+y) cos(x-y).

G. Q = se n 2 O c o s 3 cp . Sol. DO = 2 cos 2 O co s 3 cp.
iJe

al.! = _ 3 se n 2 () sen 3 cp.
éJ</,

Sol. al' = e9+.', leas (O - cp) - sen (O - cp) 1 ;
iJO

al' =.e"H [cos (O - </» + se n (O - </» J.
él</>

7. o=eBHcos(O-</».

http://carlos2524.jimdo.com/



548 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

H al lar las d eri vada s parciales de las si g uiente s funciones: 

9 . f (x . y) = (x + 2 y) tg (2 x + y ). 

10. u = x + 2 Y 12. O tg 20 ctg 4q, . 
[/ + 2 z 

=- ln .fL . Q = e-o cos :t. 11. z = eY 13. 
x () 

14. Si f (x. y) = 2 x2 - 3 xy + 4 y2. demostrar que 

f L (2. 3) -- - l. f~ (2. 3 ) = 18. 

15 . S i { (x. y) ? x dem os tra r que fx (3. 1 ) Y2. f y (3. 1 ) 
x - y 

16. S i f (x . y) = e-X se n (x + 2 y). demos t rar que 

fx( O. -¡-) = - I. {y (o. ~) =O. 

17. Si u A X 4 + 2 Bx2y2 + Cy·. demostrar que x élu + y~ = 4 u. 
ax ay 

18. S i (1= 

19. S i u= 

_'(. '} y2 
demostrar que x

élu + au = 3 u. y-
x + y élx ay 

x?y + r,/z + z 2 x. demostra r que 

a~+ NU + ou 
ox ay az ( X+y+Z)2. 

20 . S i u Ax" + By" d em ost rar que x éiu + y au = (n - 2) u. 
Cx' + Dy· . éi x . a y 

21. El área d e un tri á n g ul o vIe ne d ada por la f ó rmul a K 
Si b = 10 cm . e = 20 cm y A = 60° : 

a) H a llar el á rea. 

Y.1 be se n A. 

b) Hallar la rapi d ez d e va ria ci ó n d e l á rea co n respecto al lado b si e y A 
permanec e n constantes . 

e) Hall a r la rap idez de var ia ción del área con r es pe cto al ángulo A s i b y e 

pe rman ecen co n s tant es . 

d) Emplea nd o el resultado hallado en (e). calcular aproximadamente el 
cambio del área s i c\ á n g u lo se aumenta un grado. 

e) H .1 l la r la rapidez d e \' aria c ió n d e e co n re spe cto a b si el área y el á n g ul o 

pert11.1necen co nst ante s. 

22. L a l ey d el coseno pa ra un tri á n g ulo c u a lq ui era es t .1 expresada po r la 

f ó rmula (/2 = b 2 + ( 2 - 2 be cos A . Si b = 10 cm. e = 15 cm y A = 60° : 

ul Hallar Q. 

b) H a l la r l a rapi d ez d e va ri ac ió n de a co n respecto a b si e y A permane-

cen co nst antes . 
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e) Empleando el resultado hallado en eb). calcular aproximadamente el 
cambio de a si b se disminuye I cm . 

d) Hallar la rapidez de va riación de a con respecto a A si b yc permanecen 
consta n tes. 

e) Hallar la rapidez de variación de e con respecto a A si a y b permane
cen constan tes. 

227. Diferencial total. Ya hemos considerado en el Artículo 91 la 
diferencial de una función de una variable. Así, si 

y = f (x) , 

hemos definido y demostrado que 

(1 ) 
dy dy 

dy = f' (x) ~x = -~x = -dx. 
dx dx 

Ahora vamos a considerar una función de dos variables. Sea la 
función 

(2) u = f (x, y). 

Sean ~x y ~y los incrementos de x y y respectivamente, y sea 
~u el incremento correspondiente de u . Entonces 

(3 ) ~u = f (x + ~x, y + ~y) - f (x, y) 

se llama el incremento total de u. 
Sumando y restando en el se:gundo miembro f (x, y + ~y), resulta 

(4) ~u=[¡(x+~x) Y+~y)-f(x, Y+~Y)] 

+ [ f (x, y + ~y) - f (x, y) l· 

Aplicando a cada unr.. de las dos diferencias del segundo miembro 
de (4) el teorema del valor medio, (D), Art. 116, obtenemos, para 
la primera diferencia, 

(5) f (x + ~x, y + ~y) - f(x. y + ~Y) = 

= fx (x + el ~x, y + ~1J) ~x. 

[
a = x. /';.a = /';.x. y puesto que x varía mientras que y + /';. y per-J 
manece constante. obtenemos la derivada parcial con respecto a x 

Para la segunda diferencia 

(6) f (x) y + /':..y) - f (x) y ) = f !l (x) y + (12 ~y)~y. 

[
a = y. /';." = /';.y. y puesto que y varía mientras que x pcrma- ] 
nece constante. obtenemos la derivada parcial con re specto a y. 
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Sustituyendo (5) y (6) en (4), resulta

(7) l1u = fx(x + (h I1x, y + l1y) I1x + t.t», y + (h l1y) l1y,

en donde, (J ¡ y (J 2 son fracciones propias positivas.
Puesto que fx (x, y) y fy (x, y) son funciones continuas de x y y ,

los coeficientes de I1x y l1y en (7) tenderán a fx (x, y) Y flt (x, y)
respectivamente como límites cuando I1x y l1y tienden a cero como
límite común. Por tanto, podemos escribir

(8)

(9 )

fx (x + (J¡ I1x, y + l1y) = fx (x, y) + E,

fv (x, y + (J2 l1y) = f1l(x, y) + El ,

en donde E y El son infinitésimos tales que

Iím E = O, lím El = O,
6x--)0 6x--)0
6y--)0 6y--)0

y (7) se convertirá en

(10) l1u= fx(x, y)l1x+fy(x, y)I1Y+El1x+ E/l1y.

Entonces definimos la diferencial total (= du) de u como

(11 ) du = fx (x, y) I1x + flJ(x, y) l1y .

El segundo miembro de (11) es la ' , parte principal" del segundo
miembro de (10); es decir, du es un valor muy aproximado de l1u
para valores pequeños de I1x y l1y (compárese con el Artículo 92).
Evidentemente, si u = x, la fórmula (11) se convierte en dx = I1x ;
si u = y, (11) se convierte en dy = l1y. Reemplazando pues I1x y l1y
en (11) por las diferenciales correspondientes, obtenemos la impor-
tante fórmula

(B)

lo que debe compararse con (1) de este mismo artículo.
Si u es una función de tres variables, su diferencial total es

(e) au au au
du = - dx + - dy + - dz:ax ay az'

.Yanálogamente para un número cualquiera de variables.
Una interpretación geométrica de la fórmula (B) se da en el Ar-

tículo 238.

DERJ

EJEMPLO 1. Calcular tJ.u

(12 )

cuando x = 10. y = 8. tJ.x =

Solución. En (12) reem¡
y+tJ.y, u+L'lu. y procederc

u + L'lu = 2(x +
= 2 x2 +

U = 2 x2 +
L'lu= 4 x tJ.x(13 )

Derivando (12). encontran

al
ae

Sustituyendo en (B). el re

(14) du

Recordando que L'lx = d x , I
es la • 'parte principal" del SI

adicionales son de segundo gra
ticulares de las (10) y (11). en

Sustituyendo en (13) y (14:

(15) L'lu = 8 + 14

(16) du=8+14

Restando. L'l[( - d u = 0.35

EJEMPLO 2. Dado u = a

Solución. r7u

ax

Sustituyendo en (B) d

Hallar la diferencial total de

1. z = 2 x3 - 4 xy2 + 3 y:
S

2. u = Ax + By .
ex +Dy
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EJEMPLO l. C alcular l'1u y du para la funci ón 

(12) u = 2 X2 + 3 y2, 

cuando x = 10 , Y = 8 , I'1x = 0 ,2, l'1y = 0,3, Y co mparar los resultados. 

Solución. En ( 12) reemplazar x, y. u. respectivame n te, por x + 1'1 x , 
y + 1'1 y • u + l'1u, y proceder como sig ue (co mpá rese con el Articulo 27) . 

(13) 

u + l'1u = 2 (x + I'1x) 2 + 3 ( y + l'1y) 2 

= 2 X2 + 3 y2 + 4 x I'1x + 6 y l'1y + 2 (l'1x) 2 + 3 (l'1y) 2. 

u = 2 X2 + 3 y2 

l'1u = 4 x I'1x + 6 Y l'1y + 2 (l'1x) 2 + 3 (l'1y) 2. 

Deri vando (12), encontramos 

au = 4 x. 
ax 

au = 6 y. 
ay 

Sustit u ye ndo en (B), el res ul tado es 

(14) du=4xdx + 6ydy. 

Recordando que I'1x = dx. l'1y = dy, ve rnos qu e el segundo miembro de (14 ) 
es la . 'parte principa l" del seg undo miemb ro de ( 13 ), po rqu e los t érmin os 
adic ionales so n de seg und o g rado en I'1x o l'1y. E stas igualdades son casos par
ti culares de la s ( 10) y (11), en las que E = 2 1'1 x Y E' = 31'1y. 

Sustit uye ndo en (13) y ( 14) los val o re s dados, obtenemos: 

(15) 

( 16) 

l'1u = 8 + 14,4 + 0,08 + 0 ,27 = 22.75: 

du = 8 + 14,4 = 22,4. 

Resta ndo, l'1u - du = 0,35 = 1.6 % de l'1u . 

EJEMPLO 2. Dado u = arc tg Ji, hallar du o 
x 

Solución. Y 
X2 + y2' 

S ust itu ye nd o en (B) du = x dy- ydx. 
X2 + y2 

PROBLEMAS 

Hall a r la diferen cial total de cada una de la s siguie ntes fun cio nes . 

1. 

2 . 

z = 2 x 3 - 4 xy2 + 3 y3 . 

Sol. dz 

u = Ax + By . du 
ex + Dy 

(6X2 - 4 y2)dx + (9 y2 - 8x y)dy. 

(A D - Be) (ydx - xdy) 
(ex + Dy )2 

du = y2 z 3 dx + 2 xyz3 dy + 3 xy2 Z 2 dz. 

http://carlos2524.jimdo.com/



552 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

4. u = x2 cos 2 y. 5. e = arc tg y 6. u = (x - y) In (x + y) .
x

7. Si x2 + y2 + Z2 = a2, demostrar que dz _ x dx + y dy
z

8. Hallar d z si 4 x2 - 9 y2 - 16 Z2 = 100.

9. Calcular l'1u y d u para la función u = x2 - 3 xy + 2 y2 cuando x = 2,
y = - 3, I'1x = -0,3, l'1y = 0,2. Sol. l'1u = -7,15, du = -7,5.

10. Calcular du para la función
y = 2, dx = Y.í, dy = - Yz.

u = (x + y) V x - y c u a n d o x = 6,
Sol. 1.

11. Calcular l'1u y du para la función u = xy + 2 x - 4 Y cuando x = 2,
y = 3, I'1x = 0,4,1'1[/ = -0,2.

12. Calcular dQ para la función Q
de = 0,2, dq; = - 0,2.

9

e2 sen (e-q;) cuando e =0, q;=YzJt,

228. Valor aproximado del incremento total. Errores pequeños.
Las fórmulas (B) y (e) se emplean para calcular un valor aproximado
de i1u. Además, cuando los valores de x y y se han determinado
por medición o experimentalmente y, por tanto, están sujetos a
pequeños errores i1x y i1y, por medio de (B) puede encontrarse un
valor muy aproximado del error de u. (Véanse los Artículos 92 y 93.)

EJEMPLO l. Un bote cilíndrico de material plástico de 3 mm de espesor,
sin tapa, tiene e.n el interior 150 mm de ancho y 200 mm de a l to . Determinar
el volumen aproximado del material.

Solución. El volumen u de un cilindro circular recto macizo de diámetro x
y altura yes

(1)

Evidentemente, el volumen exacto del material es la diferencia l'1u entre los
volúmenes de dos cilindros macizos para los cuales

x = 156, y = 203, Y x = 150, y = 200,

respectivamente. Puesto que se pide sólo un valor aproximado, calcularemos d o
en vez de l'1u.

Diferenciando (1) Y empleando (B), obtenemos

(2) l ld o = -Jtxy dx + _Jtx2 dy.
24'

Sustituyendo en (2) x = 150, y = 200, dx = 6, dy = 3, resulta

d o = 106875 Jt = 336000 m m-' , aprox. = 336 cm".

El valor exacto es l'1u = 345739 m rn+.

DERI'

EJEMPLO 2. Al medir d01
obtuvo 6¡ m y 78 m, respectiva
tuvo 600

• Estas medidas estaba
0, l m en cada longitud y 10 el
tercer lado, hallar un valor apr
tado , y el porcentaje de error.

Solución. Empleando la le

(3) [[2 =

sien do x , y los lados dados, a
ea n tidades dadas son

(4) x = 63,

dx ~ dy

Derivando (3), obtenemos

uu x - y cos a
Bx u

Luego, empleando (el,

d u = (x - (1 cos n) (

Susti tu yendo los valores de

du = 2.4 + 4,65 +7·
71,7

Porcentaje de error = 100:

1. Los catetos de un triáng
mente, con errores máximos de
del máximo error y del error p
área; b) lahipotenusa.

2. En el problema anterir
opuesto al mayor cateto, y cal
mado del error máximo con q u

3. Los radios de las bases d
II cm, respectivamente, y el Ia
es de l mm. Determinar el erre
estas medidas: a) la altura;

Sol.
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EJEMPLO 2. Al medir dos lados de un triángulo plano oblicuángulo se 
obtuvo 63 m y 78 m, respecti va mente, y al medir e! ángulo comprendido se ob
tuvo 60°. Estas medidas estaban suje·tas a errores cuyos valores máximos eran 
0,1 m en cada longitud y l ° en el ángulo. Si con estas medidas se calcula el 
tercer lado, hallar un valor aproximado de! máximo error obtenido en e! resul
tado, y el porcentaje de error. 

Solución. Empleando la ley de! coseno ((7), del Art. 2) se tiene 

(3 ) u 2 = X2 + y2 - 2 xy cos a, 

siendo x, y los lados dados , a e! ángulo comprendido y u e! tercer lado . Las 
cantidades dadas son 

(4) X = 63 y = 78 Cl = 60° = ~ . , 3 . 

dx = dy = 0,1. da. = 0,01745 (radianes). 

Derivando (3), obtenemo s 

iJu 

iJx 

x - y (OS a. 
u 

iJu 
iJy 

y- xcos a., 8u xysena.. 
u 8a u 

Luego, emplea ndo (e), 

du = (x - [1 (OS rt)dx + (y - x (Os a.)dy + x y se n a da. 
u 

Sustituyendo los valores de (4) , encontramos 

du = 2.4 + 4.65 + 74,25 = I 13 m. 
71. 7 ' 

Porcentaje de error 100 du 1.6 %. 
u 

PROBLEMAS 

1. Los catetos de un triángulo rectángulo midieron 6 m y 8 m, respectiva
mente, con errores máximos de 0 , 1 m en cada uno . Hallar un va lor aproximado 
del máximo error y de! error por ciento al calcular con estas medidas: a) e! 
á rea; b) la hipotenusa. Sol. a) 0,7m 2 , 2,9 % ; b) 0,14m , 1.4%. 

2. En el problema anterior hallar, con las dimensiones dadas, el ángulo 
opuesto al mayor cateto, y calcular en radianes y en grados un valor aproxi
mado del error máximo con que se obtiene ese ángulo. 

3. Los radios de las bases de un tronco de cono circular recto miden 5 cm y 
11 cm. resp ec tivamente, y el lado mide 12 cm; e! error máximo en cada med ida 
es de 1 mm. Determinar e! error aproximado y el error por ciento al calcular con 
estas medidas: a) la altura; b) el volumen (véase (12), Art. 1). 

Sol. a) 0,2 3 cm, 2,2%; b) 24 ,4ncm 3 , 3Y2% . 
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4. Un lado de un triángulo mide 2000 m. er ror máximo ± 1 m; los ángu
los adyacentes miden 30° y 60°. siendo el error máximo en cada á n gulo 30'. 
Hallar el error máximo aprox imado. y el error por ciento. al calcular con estas 
medidas: a) la altura sobre el lado dado; b) el área del triángulo. 

Sol. a) 17 .88 m ; 2.1%. 

5. Al medir el di ámetro y la altura d e un cilindro circular recto se obtie ne 
12 cm y 8 cm. respectivamente. Si en cada medida hay un error probable de 
0.2 cm. ¡cuál es aprox imadamente el ma yor error posible en el vol umen calcu

lado ? Sol. 16. 8Jtcm3 . 

6. A l medir las dimensiones de una caja se obtiene 6 cm . 8 cm y 12 cm. 
Si en cada medida hay un error probable de 0 . 05 cm: a) ¡ cuál es. aproxima
damente. el mayor error posible en el vol umen calculado? b) ¡cuál es el error 
por ciento ? Sol. a) 10. 8cm 3 ; b) 1. 875 % . 

7. Se da la superficie z = x-y. Si en el punto donde x = 4. Y = 2 se 
x + y 

aumentan x y y cada uno O. l . ¡cu ál es un va lor aproximado del cambio de z 1 

Sol. -Yoo. 

8. El peso específico de un sólido se da por la fórmula s = !!.-. en donde. 
w 

P es el peso en el vacío y w es el peso de un vol umen igual de agua. ¿Cómo 
afecta al peso específico calculado un error de ± 0,1 en el valor de P y ± 0,05 
en el valor de w, suponiendo P = 8 y w = l en el experimento: a) si ambos 
errores son pOSItIVOS; b) si un error es negativo? e) ¡ Cuál es aproximada
mente el mayor error por ciento ? Sol. a) 0,3; b ) 0,5 ; e) 6Y<í % . 

9. Al medir el di áme tro y el lado d e un cono circular recto se obtie n e 10 cm 
y 20 cm, respectivamente. Si en cada medida hay un error probable de 0,2 cm, 
¿ cuál es , aprox imadamente, el mayor error posible en el valor calculado de: 
a) el vol umen ; b) el área de la superficie cur va ? 

Sol. a) 37 Jt V15 = 25 cm3; 
18 

b) 3Jt = 9.42 cm 2 • 

10. A l medir dos lados y el ángulo comprendido de un triángulo se obtiene 
63 m, 78 m y 60°. respecti vamente. Si hay un error probable de 0,5 m en la 
medida de los lados y de 2° en la medida del ángulo. ¡c uál es. apro x imadamen
te. el mayor error posible en el valor calculado del área? (Véase (7). Art. 2). 

Sol. 73.6 m 2 . 

11. Si el peso específico se determina por la fórmula s = _ _ A __ . siendo A 
A -W 

el peso en el aire y W el pe so en el agua. ¡cuál es. aproximadamente: a) el 
mayor error en s s i A p uede medirse con un erro r de ± 0.01 Kg y \V con un 
error de ± 0 ,02 Kg. siendo los pesos hallados A = <) Kg . W = 5 Kg; b) el 
mayor errar relativo ? Sol. a) 0.0144; b) 2%600' 

12. La resi ste ncia de un circuito se halló empleando la fórmula e =.!i.., 
R 

siendo e = intensidad de la corriente y E = fuerza electromotriz. Si hay un 
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error de ~ de amperio en e y ~ de voltio en E . a) ¿ cuál es un va lor 

aproximado del error de R si las lecturas son e 15 amperios y E = 110 vol-
tios? b) ¿c u á l es el error por ciento ? 

Sol. a) 0.0522 ohmios; b) 4%6 % . 

13. Si para calc ular sen (x + y) se emplease la fórmula 

sen (x + y) = sen x cos ~J + cos x sen y. 

¿c uál sería un va lor aproximado del error que resultaría si se hiciese un error 
de 0.1 0 en la medida tanto de x como d e y. y si estas medidas di ese n 

3 5 sen x = - y sen y = -? Sol. 0.001 8. 
5 13 

14. La aceleración de un cuerpo que se desliza hacia abajo en un plano incli
nado. presci ndiendo del rozamiento. viene dada por la fórm ula a = 9 sen i. 
Si 9 va ría 3 cm po r segundo por segundo. y si el va lor de i . que mide 300

• 

p uede tener 10 d e error. ¿ cuál es el error aproximado del valor calculado de a' 
Tómese el va lor normal de 9 como 9. 80 m por seg undo por seg undo. 

Sol. 0.163 m por segundo por segundo. 

15. El período de oscilación de un péndulo es P =2 ¡c~. a) ¿Cuá l es 

el error mayor aproximado en el período si hay un error de ± 3 cm en la medida 
de una suspensión de 3 m. y si g . que se toma como 9 .80 m por segundo por 
segundo. puede tener un error de 15 mm po r seg undo por segundo! b) ¿ Cuál 
es el error por ciento ? Sol. a) 0.02 seg; b) 2%0 %. 

16. Las dimensiones de un cono son: radio d e la base = 4 m. altura = 6 m. 
¿Cuál es el error aproximado d el vol umen y de la superficie total si la m ed ída 
emp leada seha acortado 1 por ciento' Sol . dV=3.0159 m 3 ; dS = 2. 8 18 m 2 • 

17. La lo n g itud / yel período P de un p éndulo símp le se relacionan por la 
fórm ula 4 ¡c2/ = P2g. Si / se calcula suponiendo P = 1 seg. y 9 = 9. 80 m por 
segundo por seg undo. ¿ cuál es. aproximadamente. el error de / si lo s va lores 
exactos son P = 1,02 seg y 9 = 9.81 m por segundo por segu ndo ? ¿ cuál es el 
errar por ciento? 

18. Un sólido tiene la forma de un cilindro coronado en cada extremidad 
con un hemi sfe rio cuyo radio es el del cilindro. Sus dimensiones medidas son 
circunferen cia = 20 cm y longitud total = 25 cm. ¿ Cuál es. aproximadam ente. 
el error cometido en la medida del volumen y del área. si la cinta que se empleó 
en la medición se ha alargado uniformemente Yz %? 

19. Suponiendo que la ec uación carac terística de un gas perfecto sea 
up = nRt. en donde u = volumen. p = presión. t = temperatura absoluta. 
n = cantidad de gas expresada en moléculas gramo (moles) y R = una cons
tante. ¿cuál es la relación entre las diferenciales duo dp. dt? 

20. Aplicando a un caso experimental el 
supó nga se que hayamos encontrado t = 300° . 
do. u = 0,417 m 3 • n = 16.39 y R = 0. 8478 . 
niéndolo uniforme. cuando t cambia a 301 ° y 

Sol. 

Sol. u dp + p du = nR dt. 

resu ltad o del problema anterior. 
p = 10000 Kg por metro cuadra

Hallar el cambio de p. supo 
u a 0.420 m 3 . 

- 38. 6 K g por metro cu adC3do . 
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229. Derivadas totales. Razones de variación. Ahora veamos el 
caso en que x y y no son variables independientes en la función 

(1 ) u = f(x, y). 

Supongamos, por ejemplo, que ambas son funciones de una tercera 
variable t, es decir, 

(2) x = cp (t), Y = '\jJ (t) . 

Cuando estos valores se sustituyen en (1), u se convierte en uria fun
ción de una sola variable t, Y su derivada puede hallarse de la manera 
ordinaria. Ahora tenemos 

(3 ) 
du 

du = dt dt, 
dx 

dx = dt dt, 
dy 

dy = dt dt . 

La fórmula (B) se estableció en el supuesto de que x y y fuesen 
variables independientes. Fácilmente podemos demostrar que es válida 
igualmente en el caso presente . Con este fi;, volvamos a (10 ) del 
Artículo 227 y dividamos ambos miembros por /),.t. Cambiando la 
notación, esto puede escribirse 

(4) /),.u = au/),.x+au/),.y (/),.x+ //),.y) 
/),.t ax /),.t ay /),.t + E /),.t E /),.1 . 

Ahora bien, cuando /),.t -7 O, también /),.X -7 O Y /),.y -7 o. Lue
go (véase Art. 227) , 

lím E = O, 
t:;t -7 o 

lím E' =O. 
t:;t-7 o 

Por consiguiente, cuando /),.t -7 O, (4) se convierte en 

(D) du = au dx + au dy 
dt ax dt ay dt· 

Multiplicando ambos miembros por dl y empleando (3), obtene
mos (B). Es decir que {B) también es válida cuando x y y son fun
ciones de una tercera variable t. 

De la misma manera, SI 

u = f (x, y, z) 

Y SI x, y, z son todas ellas funciones de t, obtenemos 

(E) 
du _ au dx au dy + au dz 
dt - ax dt + ay dt az dt' 

y así sucesivamente para cualquier número de variables. 
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En (D) podemos suponer t = x; entonces y es una función de x I 

y U es, en realidad, una función de la sola variable x, lo que da 

(F) du = au + au dy 
dx ax ay dx' 

De la misma manera, según (E), cuando y y z son funciones 
de x, tenemos 

(G) du = au + au dy + au dz. 
dx ax ay dx az d:x 

El l d b b au du. . 'fi d ,1' 
i cctor e e o .3ervar que ax y dx tIenen slgm ca os muy ulS-

t.intos, La derivada parcial ~~ se calcula con el supuesto de que 

solamente varía la variable partícula?' x, manteniéndose fijas todas las 
otras variables, Pero 

du = lím (I1.U) 
dx 6"'-70 I1.x ' 

siendo l1.u el incremento total de u que resulta de los cambios en todas 
las variables causados por el cambio I1.x en la variable independiente, 

A d ' , '6 d 1 d 'd '1 du du 11 d' d lStlDCl n e as enva as parcJa es, dt y dx se aman erwa as 

totales con respecto a t y x respectivamente, 

D b b au , l f d fi 'd e e o servarse que ax trene un va or per ectamente e Dl o 

para cualquier punto (x, y), mientras que ~~ depende no sólo del 

punto (x, y) sino también de la dirección particular que se ha elegido 
para llegar a ese punto, 

EJEMPLO 1, 

Solución. 

x Dados u = sen - , x = el, y = t2; hallar du 
dt y 

au l x 
- = - cos-, 
ax y y 

au=_~cos~; dX=et , dY=2t. 
ay y 2 y d t d ( 

Sustituyendo en (D), !!..!:!. = (t - 2) ~ cos~, 
dt (3 t 2 

EJEMPLO 2, 

Solución, 

Dados u = eUX(y - z), y = a sen x, z = cos x, baIlar duo 
dx 

uu = aea", (y _ z), ~ = effX, au = - eQr' 
ax ay iJz ' 

dy = a cos x, 
dx 

dz -=- se nx , 
dx 
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Sustitu yend o en (G). 

du = ac"" (y - z) + ac"·r. cos x + eOZ se n x = ea" (a 2 + 1) se n x. 
dx 

NOTA. En casos como és tos. se podría h311ar u exp lícitamente en términos 
de la variable independiente. por sustitución. y entonces deri varse directamente; 
pero. en general. este procedimiento seria más largo . y. en muchos casos . na 
se podría emplear. 

Las fórmulas (D) y (E) son útiles en toclas las aplicaciones que 
implican razones de variación, o rapidez de cambio, con . respecto a l 
tiempo, de funciones de dos o más variables. E l procedimiento es casi 
el mismo que el explicado en el Artícu lo 52, con In. excepción de que en 
vez de derivar con respecto a t (tercer paso) hallamos las derivadas 
parciales y las sustituimos en (D) o (E). Veamos esto por medio de 
un ejemplo. 

EJEMPLO 3. La altura de un cono circular mide 100 cm y disminuy e 10 cm 
po r segundo. y e( radio d e la b ase mide 50 cm y au m enta 5 cm por segu ndo. 
¿ Cuál es la rapidez de cambio del vo lumen ? 

Solución. Sean x = radio de la base. y = altura; entonces 

Fig. 203 

u = + rtx 2 y = volumen. 

Sustituyendo (D). 

au 2 
ax = T Jfxy. 

élu l o 
-=- lr x· . 
ay 3 

du 2 dx l 2 dv 
- = - rrxy - +-rrx -. 
dI 3 . di 3 dI 

Pero x = 50. y = 100. dx 
dI 

5. <!..J... = 10. 
di 

Por tanto. 

du = 2 rr . 5000. 5 - ~ rr . 2500 . 10. 
di 3 3 

es decir. a Ulllenta 26 ISO cm" por segundo. 

230. Cambio de variables. Si en 

(1) u = f (x, y) 

se hace un cambio tle variables por med io de la transformación 

(2) x = <P (1', s), y = l.V (1', s), 

las derivadas parciales de u con respecto a las nuevas variables r y s 
pueden obtenerse por meclio de (D). En efecto, si man tenemos 
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s fija, entonces x y y en (2) son funciones solamente de r. Luego 
tenemos 

(3 ) 
au _ au ax + a/1, ay 
ar - ax ar ay ar ' 

siendo ahora parciales todas las derivadas con respecto a r. 

De la misma manera, 

(4) au = a u ax + au ay 
as ax as ayas· 

Supongamos ahora la transformación particular 

(5 ) x=x'+h, y = y' + k, 

siendo x' y y' las nuevas variables, y h Y k constantes . En este 
caso, 

ax 
ay' = o, 

ay 
ay' = 1. 

Entonces obtenemos, según (3) y (4), 

(6 ) 
au au 
ax ax' , 

au au 
ay = ¡¡t. y 

Luego la transformación (5) no altera el valor de las derivadas 
parcio.les. 

Si los va lores de x y y de (5) se sustituyen en (1), el resultado es 

(7 ) u = f (x, y) = F(x', y') . 

Los rcsul tados (6) pueden ahora escribirse 

(8) fx (x, y) = Fx ' (x', y'), f y(x, y) = Fy' (x', y'). 

En el Artículo 229 se demostró que (B) es cierta cuando x y y son 
funciones de una sola variable independiente t. Ahora vamos a demos
trar que (B) es igualmente válida cuando x y y son funciones de dos 
variables independientes r, s, como en (2). En efecto, según (B), 
cuando r y s son las variables independientes tenemos 

ax ax 
dx = - dr +- - ds 

ar as' 
ay ay 

dy = -dr + -ds. 
ar as 

Sustituyendo estos valores en la expresión 

(9) ~dx + au d 
ax ay y 
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y reduciendo según (3 ) y (4 ) , se obtiene 

(10 ) 
dU au 
dr dr + as ds . 

Pero según (1) y (2) u es una función de las variables indepen
dientes r y s. Por tanto, según (B), (10) es igual a du . Luego (9) 
también es igual a du. 

Por consiguiente, (B) es válida cuando x y y son funciones de 
una variable independiente o de dos . De la misma ma.nera puede 
demostrarse que (e) es válida cuando x, y, Z son funciones de una 
variable independiente, de dos o de tres. 

231. Derivación de funciones implícitas . La ecuación 

(1 ) f (x, y) = O 

define a x o y, cualquiera de las dos, como una función implícita de 
la otra . R epresenta una ecuación en x y y, en la que t odos los térmi
nos se han t ra ospuesto al primer miembro . Hagamos 

(2) u = f (x, y) ; 

entonces, según (F), 

y y es una función arbitra ria de x Ahora bien , sea y la fun ción 
de x que satisface (1) . Entonces u = O Y du = O; lu ego 

(3 ) 

D . d dy b espejan o dx' o tenemos 

ar 
(H) 

dy dX 
dx = - al' 

ay 

Así tenemos una fórmula para derivar funciones implícitas. E sta 
fórmula, en la forma (3), equivale al procedimiento que se empleó en 
el Artículo 41 para derivar las funciones implícitas, y pueden resolverse 
por medio de ella todos los ejemplos de las páginas 50 y 51. 

Cuando la ecuación de una curva se da en la forma (1), la fórmu
la (H) permite obtener fácilmente la pendien te . 
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DERIVADAS PARCIAL ES 

Dada la ecuació n x 2y' + sen y = O. hallar dy 
dx ' 

Solución . Sea F (x. y) = x2y' + se n y. 

!Ji.. = 2 xy'. 
ax 

Luego. segú n (H ) . dy = 

dx 

56 1 

EJEMPLO 2. S i x a um enta a razó n de 2 cm po r segundo cuando pasa por 
el va lor x = 3 cm. ¡ a qu é ra zó n d ebe va ri a r y. cuand o y = I cm. para que la 
funci ó n 2 xy2 - 3 x2 y perman ezca consta nte ? 

Solución. Sea u = 2 xy2 - 3 x2y; entonc es. puesto que u debe perma ne

cer constante. du = O. Susti t u ye n do este va lo r en el primer miembro de ( D). 
dt 

trasponi end o y despejando dy. obte nemos 
dt 

atl 

(4) 
dy = ax dx 
dt ¿¡u di' 

ay 

Además. au = 2 ,,2 _ 6 x y. 
ux ' . 

Ahora bien. su stit u yendo en (4). 

Pero 

Luego 

dy = _ 2 lj2 - 6 Xl} dx 
dt 4xlj-}x 2 di ' 

x = 3. lj = 1. dx = ) dt _. 

dy = _ 271 5 cm por segu ndo. 
de 

De igual manera , la ecuac ión 

(5 ) F (:r, y,z) =O 

define a z como un a función implícit.a de las dos variab les indepen
dientes x y y . Para encon t ra r las uerivadas parciales de z con res
pecto a x y con respecto a y, procédase como sigue. 

Se~ u = f(x, y , z). 

Entonces, según (B), 

aF aF aF 
du = - dx + - dy + - dz u:c ay az' 
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y esto vale cualesquiera que sean las variables independientes (Art. 230). 
Ahora bien, elijase z como aquella función de las variables indepen
dientes x y y que satisfaga (5). Entonces u = O, du = O, Y te
nemos 

(6 ) 
aF aF aF 
- dx + - dy + _. dz = O. ax ay az 

Pero, según (B), 
az az 

dz = - dx + - dy . ax ay 

Sustituyendo este valor en (6) y simplificando, encontramos 

Aquí dx ( = t1x) y dy (= t1y) son incrementos independientes. 
Por tanto, podemos hacer dy = O, dx ~ O, dividir todos los términos 

por dx y despejar ~:. El resultado es 

ap 

(1) 
az ax 
ax= - ap' 

az 

Procediendo de igual manera, se demuestra que 

ap 

(J) 
az ay 
ay = - ap' 

az 

Las fórmulas (1) y (J) han de interpretarse como sigue: En el 
primer miembro de cada una, z es la función de, x y y que satis
face (5). En el segundo miembro, F es la función de tres variables 
x) y, z que se da en el primer miembro de (5). 

La generalización de (H), (1), (J) a una función implícita u de 
cualquier número de variables es ahora inmediata. 

EJEMPLO. La ec uación 

define a z como una función implícita de x y y. Hallar las d e ri va das parcia
les de esta función. 
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Solución. 
X2 y2 Z 2 

F=-+-+ - -I. 
24 12 6 

Luego, aF = .!L, 
ay 6 

Sustituyendo en (l) y (J), obtenemos 

oz 
ox 

x oz 
4 z' ay 

(Compárese con el ejemplo del Artículo 226.) 

PROBLEMAS 

En los problemas I a 5, hallar du 
dt 

1. u = X2 - 3 xy + 2 y 2 ; X = cos t. Y = sen t. 

563 

Sol. du = sen 2 t - 3 cos 2 t. 

2. 

3. 

dt 

= x + 4 V Xlj - 3 y; 
I du 3 

u x = t 3 , y =-. dt = 3 (2 + 4 + (2 ' ( 

u = eX sen Ij + eY sen x ; x= VI t, Ij = 2 t. 

Sol. du = eJ'2t ( YL sen 2 t + 2 cos 2 r) + e2 1 (2 sen VI t + VI cos Jil r). 
dt 

4. U=2X2-xy+y2; x= cos2t , y=sent. 

5. II = xy + yz + zx ; 
I x =-, 
t 

y = el, z = e-l. 

En los p roblemas 6 a ID , hallar!!JL aplicando la fórmula (H). · 
dx 

6. A X2 + 2 Bxy + Cy ~ + 2 Dx + 2 Ey + F = O. 

7. x 3 + y 3 - 3 axy = O. 

8. eX sen y - eY cos x = 1. 

Sol. dy = _ Ax + By + D 
dx Bx + Cy + E 

dy = 
dx 

dy _ eV sen x + eX sen y 
dx - ell cos x - eX cos y 
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E n los problemas 11 a 15, ve rificar que los valo res dados de x y y satisface n 

la ecuació n , y baila r el valor correspondiente de dy. 
dx 

11. x2 + 2 xy + 2 y = 22 ; x = 2 , 

12. x 3 - y~ + 4 xy = O; x 2, y 

13 . Ax + By + Crt !/ = C; x = O; 

14. 2x - V2xy + y=4; x = 2, 

15. eX cos y + eY se n x = 1; x = 0, 

E n los problemas 16 a 20, bailar az 
ax 

16. AX2 + By2 + C Z2 D . Sol. 

17. Axy + Byz + Czx = D . 

1 8 . x + 2 y + z - 2 V xyz = 10 . 

az 
Sol. ax 

19 . x 3 + y3 + Z3 - 3 axyz = O. 

y = 3. Sol. dy = 5 
dx 

- 2 . dy = 1. 
1x 

y = O. dy = A 
dx B ' 

y = 4 . 

~I = O. 

()Z 
y 

ay ' , 
az Ax Dz = B y 
ax Cz' ay Cz 

az Ay + Cz. ()Z Ax+Bz 
Dx Cx+ By Dy Cx + By 

yz - V~ 

V xyz - xy' 

Dz xz - 2 ";7 1/-:; 
éJy = V xyz - x y 

20. AX2 + By2 + CZ2 + 2Dxy + 2 Eyz + 2 F zx = G . 

21. Un p un to se m u eve sobre la cu rva d e in te rsecc ió n d e la esf er a 
X2 + y2 + Z2 = 49 Y el pl a n o y = 2. Cu a ndo x es 6 y a um en t a 4 unid ades po r 
seg und o, h all ar : a) a razó n d e cu ántas uni d ades por seg und o z camb ia ; 
b ) con qu é rap id ez se mu eve e l punto. 

S ol . a) 8 uni dades po r seg un do; b) 4V5 un idades po r seg u ndo . 

22 . U n pu nto se m U2ve sobre la cu r va de intersecc ió n d e la s u perficie 
X2 + xy + y2 - Z2 = O y el plano x - y + 2 = O. C ua n do x es 3 y aumenta 
2 un idades por seg u ndo, bailar: a) a q u é razón y cambia; b) a qu é razó n 
z cambia; e) co n q u é rapidez se m u eve el pu n to. 

So l . a) 2 un idades po r seg un do; b) 2;~ un idades 
po r seg und o ; e) 4, 44 unid ad es p o r seg und o . 

23 . L a' 'ec ua ción d e esta d o" d e un gas pe rfec to es n R8 = pu , siend o n la 
ca ntid ad ( m o les) d e gas, 8 la t emp erat ura, p la p res ió n , u el vo lum en y R 
u na co n s ta nt e. E n cie rto i nsta n te 118 moles d e gas t ie n en un vo lum en de 0,5 m 3 

y están ba j o un a p resió n d e 80 000 Kg p o r m 2 . S i R = 0,8478, halla r la tempe ' 
ra tu ra y la rap idez d e camb io de la t emp eratura si el v o lu me n a um en ta a razó n 
de 0,00 1 m 3 po r seg un do y la presión di sminuye a razó n 100 Kg por m 2 po r 
segundo. Sol. La temp eratu ra aume n ta 0,3 grados por seg undo. 
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24. Un triángulo ABC se transforma de manera que el áng ulo A aumenta, 
a razón constante, d e 00 a 90° en 10 seg undo s, mientras que el la do AC dismi 
nu ye 1 cm por seg undo y el lado AB aumenta 1 cm por segundo. S i al ti empo 
de un a obser vac ión A = 60° , AC = 16 cm y AB = 10 cm, a) ¿ cómo varía 
BC? b) ¿cómo cambia el área de ABC ? 

Sol. a) 0,911 cm por segundo; b) 8,88 cm 2 por segundo. 

232. Derivadas de orden superior. Si 

(1 ) u = f (x, y), 

entonces 

(2 ) 
8u 8u 
8x =fx (x, y), 8y = f y(x, y) 

son también funciones de x y y, y pueden a su vez derivarse. Así, 
tomando la primera función y derivando, tenemos 

(3 ) 

De la misma manera, de la segunda función en (2) obtenemos 

(4 ) 

Al parecer, en (3) Y (4) hay cuatro derivadas de segundo orden . 
Pero más adelante demostraremos que 

(K) 

con tal que las derivadas sean continuas. Es decir, no importa el 
cambio de orden al derivar sucesivamente con respecto a x y y. Así, 
f (x, y) tiene sólo tres deri vadas parciales de segundo orden, a saber 

(5) f xx(x , y), fx !, (x,y) = f !lx(x, y), f !,y(x, y). 

Esto puede fácilmente extenderse a las derivadas superiores. Por 
ejemplo, puesto que (K) es cierto, 

Resultados semejantes valen para funciones de tres o más variables. 
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EJEMPLO. Dado u = x3 y - 3 X2 y 3; verificar que 

Solución. 8u = 3 x2r,¡ - 6 xy3, 
8x . 

Luego la fórmula queda verificada. 

Demostración de (K). Consideremos la expresión 

(6) F = j (x + f...x, y + f...y) - j (x + f...x, y) 

- j (x, y + f...y) + j (x, y). 

Introduzcamos la función 

(7) ep(u) =j(u, y+f...y)-j(u, y), 

en donde u es una variable auxiliar. Entonces 

ep (x + f...x) = j (x + f...x, y + f...y) - j (x + f...x, y), 

(8) ep(x)=j(x, y+f...y)-j(x, y)' 

Luego (6) puede escribirse 

(9) F = ep (x + f...x) - ep (x) . 

Aplicando el teorema del valor medio, (D) del Artículo 116, 
resulta 

(10) F = f...x r/> I (x + (J 1 f...x) . (O < (Jl < 1) 

[F(x) = </>(u) , a = x, /3.a = /3.x.) 

El valor de epi (x + (Jl f...x) se obtiene de (8) tomando la derivada 
parcial con respecto a x y reemplazando x por x + (Jl f...x. Así (lO) 
se convierte en 

(11) F = f...x (f:r; (x + (JI f...x, y + f...y) - f:r;(x + (Jl f...x, y)). 

Aplicando ahora de nuevo (D) del Artículo 116 a fx (x + (J 1 f...x , v) , 
considerando a v como la variable independiente, resulta 

(12) F = f...xf...yfllx(x + (Jl f...x, y + (J2 f...y). (0<82<1) 
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DERIVADAS PARCIALES

Si se permutan los segundo y tercero términos del segundo miembro
de (6) 1 un procedimiento semejante dará

(13) F = b.y b.XfIY(X+ (h b.x, y+ ()4 b.y).
(O < (la < 1, O < ()4 < 1)

Luego, según (12) Y (13),

(14) f!lx(x + ()l b.x, y + ()2 b.y) = fX!I(x + ()3 b.x, y + (),¡ b.y) .

Tomando el límite de ambos miembros cuando b.x y b.y tienden a
cero, tenemos

(15 ) fvx(x, y) = fxy(x, y),

puesto que estas funciones se suponen continuas.

PROBLEMAS

Hallar las segundas derivadas parciales de cada una de las siguientes fun-
ciones.

1. i i x , y) = AX2 + 2 Bxy + Cy2.

Sol. fxx(x, y) = 2 A; fX!I(x, y) = 2 B: fyy(x, y) = 2 C.

2. f (x. y) = AX3 + Bx2y + Cx q? + Dy3.

Sol. fxx(x, y)=6Ax+2By; fxy(x. y)=2Bx+2Cy:
fyy(x, y) = 2 Cx + 6 Di),

3. f (x, y) = A x + By + Cesu,

Sol. fxx(x, y) = Cy2e.rv; fxv = C(l + xy)e1v; fyy(x, y) = Cx2e1Y.

4. f (x, '1) = Ax + By .
Cx +D'1

5. f(x, yJ = x2 cos Y + y2 sen x.

6. Si f (x, y) = x3 + 3 x2y + 6 x q? - y3, demostrar que

fxx(2, 3) = 30, fxy(2, 3) = 48, fy¡¡(2, 3) = 6.

7. Si f (x, y) = x4 - 4 xOy + S xy3 - y', demostrar que

fxx(2, -1) = 96, fxy(2, -1) = - 24, fw(2. -1) = - 108.

8. Si f (x. y) = 2 x, - 3 x2y2 + y", hallar los valores de

fuC2. -2), fxy(2, -2), fvyC2, -2).

567
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9. Si u = A X 4 + B x 3y + CX2y2 + D xy 3 + E y 4, verificar los siguientes 
resultados. 

24 Ax + 6 By, 
iJ3 u 
--= 6Bx + 4Cy. 
iJx 2 iJy 

iJ3 u 
- = 6 Dx + 24 Ey. 
iJ y 3 

10. Si u = (ax 2 + b y2 + cz 2 ) 3, demostrar que 

iJ3 u iJ3 u iJ3 u 
i)x 2 i)y - i)x iJy iJx = iJy i)x 2' 

11 SI' u -_ _ xy ,d 2 i)
2u + 2 i)

2 u + y2 i)
2 u -- O. • emostrar que x - xy ---

x + y iJx· i)x i) y i)y2 

12. Si u = In v' X2 + y2, demostrar que 

13. 
¡¡2U iJ2L/ i) 2 u 

Si L/ = demostrar que i)x2 + i)y2 + i)z2 = O. v' X2 + y2 + z 2 ' 

PROBLEMAS ADICIONALES 

1. La sección vertical central de una colina circular tiene la forma de la curva 
cuya ecuación es X2 + 160 y - 1600 = O, en donde la unidad es l m. La parte 
super ior se quita en capas horizontales a la razón consta n te de IDO m 3 por día. 
¿ A qu é razón aumenta el área de la secció n transve rsa l horizontal cuando la 
cumbre se ha rebajado 4 m verticalmente? Sol. 25 m 2 por día. 

2. Si u 

3. Si u 

4. Si z 

5. Si L/ 

6. Si u 

eXV demostrar que iJu + iJu = (x + y - 1) L/. 
eX + ell ' i)x i)y 

e n donde, r = v' X2 + y2 + Z2, d emostrar que 

X2 arc tg J!... - y2 arc tg x demostrar i)2z X2 - y2 
que i)xiJy = X2+y2' x y 

z arc tg x demostrar que 
y 

In ( ex + eY + ez), demostrar que 

_ _ i)...,.3_U-...,.-_ = 2 eX + y + z - 3 !l.. 

i)x i)y i)z 
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DERIVADAS PARCIALES 

F (x, y) y x = ecos 1), y = e sen 1), demostrar que 

ou = cos 1) ou _ sen 1) OU 

ox oc ae' 
ou 
oy 

se n 1) OU + cos 1) OU 

oc e ae' 

569 

8. Sea u = (X1 2 + X2 2 + .. , + Xn 2 ) k , i Qué valores de k satisfarán la 

ecuación 02U + 02U + + 02U = O? Sol, k = 1 - -2n 
(n > 2), 

OXl 2 OX 22 OX n 2 
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CAPITULO XXIV 

APLICACIONES DE LAS DERIVADAS PARCIALES , 

233. Envolvente de una familia de curvas. Por regla general, 
la ecuación de una curva contiene, además de las variables x y y, 
ciertas constantes, de las cuales dependen el tamaño, la forma y la 
posición de la curva particular . Por ejemplo, el lugar geométrico 
representado por la ecuación 

(x _ a)2 +y2=r2 

es una circunferencia cuyo centro está en el eje de las x a la di.stancia 
a del origen, y cuyo tamaño depende del radio r. Si suponemos 
que a toma vanos valores mientras que r se mantiene fijo, enton

y 

A envolvente 

e envOlvente 

Fig. 204 

8 

x 

ces tendremos una serie correspon-· 
diente de círculos de igual radio 
que diferirán en sus distancias del 
origen, tal como se muestra en la 
figura 204 . 

Un sistema de curvas formado 
de esta manera se llama una fami-
lia de curvas, y la cantidad a, que 
es constante para cualquiera curva 
individual, pero cambia al pasar 

de una curva a otra, se llama un parámetro variable. A fin de indicar 
que a entra como parámetro variable, es usual incluirle en el símbolo 
de la función así : 

f (X, y, a) = O. 

Las curvas de una familia pueden ser tangentes a una misma curva o a 
un mismo grupo de curvas, como en la figura 204. En ese caso se da 
el nombre de envolvente de la familia a la curva o al grupo de curvas. 
Ahora vamos a explicar un método para hallar la ecuación de la envol-
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vente de una familia de curvas. Supongamos que la curva cuyas 
ecuaciones paramétricas son 

(1 ) x = cp (a), y = 'iJ (a) 

sea tangente a cada curva de la familia 

(2) j(x,y,a)=O, 

siendo el parámetro a el mismo en ambos casos. Para cualquier valor 
de a las ecuaciones (1) satisfarán (2). Por tanto, según (E) del 
Articulo 229, puesto que u = j (x, y, a), du = df = O y z se 
reemplaza por a, tenemos 

(3) fx (x , y, a)ep' (a) + j v (x, y, a )1\J' (a) + ja (x, y, a) = O. 

La pendiente de (1) en un punto cualquiera es 

(4) 
dy 1.\J' (a) 
dx cp' (a)' 

(A), Art. 81 

y la pendiente de (2) en un punto cualquiera es 

(5) 
dy jx (x , y , a) 
dx = - jll (x, y, a) . (H), Art. 231 

Luego} si las curvas (1) y (2) son tangentes, las pendien tes en un 
punto de tangencia serán iguales, lo que dará 

1.1/(a) f(xya) 
x " o sea 

cpl(a) = - jv(x,y,a) ' 

(6) jx( x, y, a) rp I (a) + jv (x, y, a )\1/ (a) = O. 

Comparando (6) y (3), encontramos 

(7 ) ja(X,y,a)=O. 

Luego las coordenadas del punto de tangencia satisfacen a las 
ecuaciones 

(8) j(x,y,a)=O y ja(X,y,a)=O; 

es decir, que ¡as ecuaciones paramétricas de la envolvente, en el caso 
de que exista, pueden obtenerse resolviendo estas ecuaciones con 
respecto a x y y en función del parámetro a. 
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Regla general para hallar las ecuaciones paramétricas de la 
envolvente 

PRIMER PASO. Se escribe la ecuación de la familia de curvas en la 
forma f (x, y, a) = O, Y se deduce la ecuación fo. (x, y, a) = O. 

SEGUNDO PASO. Se resuelve el sistema formado por estas ecuaciones 
con respecto a x y y en función del parámetro a. 

La ecuación cartesiana puede hallarse o bien eliminando a entre 
las ecuaciones (8) o bien de las ecuaciones paraméLricas (Art. 81). 

EJEMPLO l. En el caso de la fa mili a d e ci rcun fere n cias dada a l pri ncipio 
de este artículo tenemos: 

Por tanto. 

f (x . y. u) = (x - u) 2 + y2 - r 2 = O. 

fo.(x. y. u)=(x- u ) =0. 

E limin ando u. el resultado es y2 - r 2 = O. o sea. y = r. y 
so n la s ecuaciones d e la s rectas AB y C D de la figura 204. 

EJEMP LO 2. Hallar la envo lvente de la fa mili a de líneas rectas 

x cos u + y sen u = p. 

siend o u el parámet ro var iable. 

Solución . 
y 

(l) f (x. y. u) 

- r. y és tas 

= x cos u + y se n u - p = O. 

x 

Fig. 205 

Prim er paso. D eri vando con respecto a (J.. 

(10) fo.(x. y. (J.) 

- x sen u + y cos U = O. 

S egundo paso. Mult iplicando (9) por 
cos U y (lO) por sen eJ. y restando. obte
nemos 

x = peas (J.. 

D e igual m anera. elimi na nd o x entre (9) y (10). 

y = p sen (J.. 

Luego las ec uaci o n es paramétricas de la envolv ente so n 

(I 1) ~ x = peas u. 
I y = p se n u . 

s iendo u el parámetro. E le va nd o al cuadrado las ecuac io n es ( 1 1). y suman do . 
o btenemos 

que es la ecuación cartesiana de la envolvente. y represe nta un a ci rcun ferencia. 
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EJEMPLO 3. Hallar la envolvente de un seg mento de longitud constante a. 
cuyos extremos se mueven a lo largo de dos ejes rectangulares fijos. 

Solución. Sea AB (fig. 206) el segme nto dado. de longitud a. y sea 

( 12 ) x cos a + y sen a - p = O 

s u ec u ació n . Ahora bien. cuando AB se mueve. va riará n tanto a como p 

Pero P pUEde hallarse en función d e a. En efecto. 

AO = AB cos a = a cos a 

y además p AO sen a = a se n a cos a. Su stit uyendo en (12). obten~mos 

(13) x cos a + y sen a - a se n a cos a = O. 

y 

x 

Fi g. 206 

en donde. a es el parámetro va riable. Esta ecuación es de la forma 

f(x. y. a) = O. 

Deriva nd o con respec to a a. la ec uaci ó n fa (x. y. a) = O es 

( 14 ) - x sen a + y cos a + a sen 2 a - a cos 2 a = O. 

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (13) y ( 14) con respecto 
a x y y en función de a. se obtiene : 

(15) ~ x = asen 3 a . 
I y = a cos 3 a. 

que son las ec uaCiones param étricas de la envolvente. que es u n a hipocicloide. 
La ecuación cartesiana correspondie nte se hal la a partir de las ecuac io n es ( 15). 
el iminando a como si gue: 

x% a7í se n 2 a. 

yY, aY, cos 2 a . 

Sumando. x;v, + y% a%. que es la ecuación cartesiana de la hipocicloide. 

Se presentan muchos problemas en los cuales conviene emplear dos 
parámetros relacionados por una ecuación de condición. En este caso 
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se puede eliminar un parámetro utilizando la ecuación de condición y 
la ecuación de la familia de curvas. Sin embargo, es mejor, muchas 
veces, proceder como en el ejemplo siguiente. 

EJEMPLO 4. Ha ll ar la en volve nte de la familia de elipses cuyos ejes 
coinciden y cuya área es constante. 

Solución. 

(16) 

es la ecuación de la eli pse . en donde a y b son los parámetros va riables relacio
nados por la ecuación 

( 17) J{ab = k . 

y 

Fig. 207 

siendo J{ab el área de un a elipse de semiejes a y b. Derivando. considerando 
a y b como variab les y x y y como const3ntes. tenemos. empleando diferen
ciales. 

x 2 da y 2 db ) -- + -- = O. según ( 16 . 
a3 b" 

y b da + a db = O. según ( 17). 

Trasponiendo un té rmino de cada ecuación al segundo miembro y dividiendo. 
el resultado es 

Por con siguiente. empleando (\6). 
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de donde 

a = ± x";2 y b = ± y V2. 

Sus t itu ye ndo estos va lores en (17). obtenemos la ecuación de la en vo l ve nte 
k xy = ± 2n' que reptesenta un par de hip érbolas equiláteras conjugadas (figu-

ra 207) . 

234. La evoluta de una curva dada considerada como la envolvente 
de sus normales. Puesto que las normales de una curva son todas 
ellas tangentes a la evoluta (Art. 110), es 
evidente que la evoluta de una curva puede 
definirse como la envolvente de sus normales. 
También es interesante advertir que ~í 

hallamos por el método del artículo ante
rior las ecuaciones paramétricas de la en
volvente, obtenemos las coordenadas x y y 
del centro de curvatura; de modo que aqui 
tenemos un segundo método para hallar las 
coordenadas del centro de curvatura. Si eli
minamos el parámetro variable, obtenemos 
la ecuación cartesiana de la evoluta. Fig. 208 

EJEMPLO. HaIlar la evoluta de la parábola y2 = 4 px considerada como la 
envolvente de sus normales. 

Solución. La ecuación de la normal en un punto cualquiera (x" y,) es 

y - y, = -..JL.!.. (x - x ,), 
2 p 

según (2) . Art. 43. Puesto que consideramos las normales a lo largo de la 
curva. XI y y, variarán. Eliminando XI por medio de y,2 = 4 px" se obtiene 
para ecuación de la normal 

(1 ) _ y,3 xy, y,3 O y-y,----. osea, xy,+2py-2py,--= , 
8 p2 2 P 4 p 

Igualando a cero la derivada parcial del primer miembro con re"pecto al pará
metro y" y despejando x, res ulta 

(2) X=3YI2+8p2. 
4p 

Sustituyendo este valor de x en (1) y despejando y, se obtiene 

(3 ) 
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Las ccuaciones (2) y (3) son las coordenadas del centro de curvatura de la
parábola. Juntas, son las ecuaciones para métricas de la evoluta en función del
p a r á m er r o y l. Eliminando y I obtenemos

16. Hallar la envolvente d
y su ordenada al origen (inte

27 py2 = 4(x - 2 p)3, 17. Hallar la envolvente d
la suma de sus semi ejes es igualque es la ecuación car te sian a de la ev o l u ta de la parábola. Este resultado es

el mismo que obtuvimos en el ejemplo I del Artículo 109 por el primer método.

PROBLEMAS

18. Se disparan proyectile
niendo que al cañón pueda di
siempre en el mismo plano ve!
preciando la resistencia del ai
la envolvente de todas las tra]
sibles?Hallar las e nv o l vente s de los siguientes sistemas de líneas rectas, y trazar las

gráficas correspondientes.

lo Y = mx + m": Sol. x2 + 4 Y = O.

2. y ~ + m2•
27 x2 4 '13

•

m

3. y m?»: - 2 m" . 27 y = x3•

4. y = 2 mx + m4• 16 '13 + 27 x4 = O.

5. l) = t x - 12. 6. [} = 12X + l. 7. Y = mx - 2 m":

SUGESTION. La ecuación'
trayectoria es

y = x tgu-~
2 vo' co:

siendo u el parámetro variable

19. Si la familia de curvo

Hallar las en v o l ve n t es de los siguientes sistemas de circunferencias, y trazar

las gráficas.
tiene envolvente, demostrar qt

[g (x. y)

8, (X-C)2+y2=4c. Sol. '12 = 4 x + 4.

11. y" = c(x - ej. Sol. 2 Y ± X.

235. Ecuaciones de la
alabeada. El estudiante (
paramétrica de una curva
tículo 81). A fin de exl
noción a las curvas alabead
gamos que las coordena
pun to cualquiera P (x, y,
curva alabeada vienen d
funciones de una tercera v
designaremos por t; así,

9. x2 + (y - 1) 2 = 2 l. 10. (x - 1) 2 + (l) + 1) 2 = 12.

Hallar las e n v o l v cn te s de los siguientes sistemas de parábolas.

13. Hallar la e v o l u ta de la elipse b2x2 + a2y2 = ,,2bz. tomando la ecuación
de la normal en la forma by = ax tg '" - (a2 - b2

) se n <p, siendo el parámetro
el ángulo excéntrico e/>.

Sol. X = a

2
- b

2
co s? C{>, '1= b

2
- a

2
se n ' </>; O

a b
(ax) % + (by) Yo = (a2 - b2) %. (1) x </> (1), y = ~

Z = X (t) .14. Hallar la c v o l u ra de la bipocic1oide x% + '1% = aY., cuya normal tiene
p o r ecuación y (OS r - x sen r = a cos 2 r, siendo t el parámetro.

Sol. (x + '1)% + (x - lj)y. = 2 ay..

15. Hallar la envolvente de las circunferencias que pasan por el origen y

tienen sus centros en la h ip é rbo l a x2 - '12 = (2

Sol. La lemniscata (x2 + '12) 2 = 4 c2 (x2 - lj2).

La eliminación del pará
tre estas ecuaciones , tom
dos, nos dará las ecuacic
intersecciones de los cilinc
de coordenadas.
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16. Hallar la envolvente de una línea tal que la suma de su absc isa al origen 
y su ordenada al origen ( interse cciones co n los ejes coordena do s) es igual a e . 

Sol. La parábo la x y, + y' i = e y, . 

17. Hallar la envol vente de la familia de elipses b2x2 + a2y2 = a2b2 cua nd o 
la suma de sus semiejes es igual a e. Sol . La hipocicloide x % + y % = e%. 

18. Se disparan proyectiles con un canon con velocidad inicial Uo. Supo
ni endo que al cañón pueda dársele una ele vación cualquiera y que se mantenga 
sie mpre en el mismo plano vertical. y des-
preciando la resistencia del aire. ¿ cuál es 
la envolvente de todas las tra yectorias po
sibles ? 

S UGESTION. 
tra yectoria es 

La ecua ción de cualquiera 

2 
Y = x tg o. _ gx 

2 uo" cos 2 o. 

siendo o. el parámetro variable. 

19. Si la familia de curvas 

Sol. 

t2f(x. y) + tg(x. y)+h(x. y)=O 

tiene envolvente. demostrar que 

y 

Fig. 209 

[g (x. y ) 12 - 4 f (x. y) h (x. y ) = O. 

x 

235. Ecuaciones de la tangente y del plano normal a una curva 
alabeada. E l estudiante está ya acostumbrado a la represen tación 
paramétrica de una curva plana (Ar-
tículo 81). A fin de extender esta Z 

noción a las curvas alabeadas, supon
gamos que las coordenadas de un 
punto cualquiera P (x , y, z) de una 
curva alabeada vienen dadas como 
funciones de una tercera variable que 
designaremos por t; así) 

(1) x cp (t), y = t~ (t) , 

Z = X (t). 

La eliminación del parámetro t en-

o 
y 

t re estas ecuaciones, tomadas dos a f ig. 210 

dos, nos dará las ecuaciones de las 

x 

intersecciones de los cilindros proyectores de la curva con los planos 
de coordenadas. 
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Hagamos corresponder el punto P (x, y, z) al valor t del pará
metro, y el punto PI(X+~X, y+~y, z+~z) al valor t+~t, 
siendo ~x, ~y, ~z los incrementos de x, y, z originados por el in
cremento ~t, encontrados según las ecuaciones (1). Según lo estu
diado en Geometría analítica del espacio sabemos que los cosenos 
directores de la secante (diagonal) ppl son proporcionales a 

~x) ~y, ~z, 

o sea, dividiendo estos incrementos por ~t y denotando los ángulos 
directores de la secante por a I ~ I Y I , 

cos a' cos B' cos y' 
~= ~y =~ (2) 
~t ~t ~t 

Ahora bien, hágase que Pise aproxime a P a lo largo de la curva. 
Entonces, ~t y, por consiguiente) también ~x, ~y, ~z, tenderán a 
cero, y la secante ppl tendrá como posición límite a la tangente a la 
curva en P. 

Ahora bien, 
, ~x dx 

11m - = - = <1> ' (t) etc . 
6 t -70 ~ t dt ' 

Por tanto, para la tangente, 

cos a cos B cos y 
(A) -¡¡;- = dy =----¡¡z 

dt dt dt 

Cuando el pun to de contacto es PI (XI, y¡, z¡) , empleamos la 
notación 

(3 ) I ~~ 11 = valor de ~~ cuando x = x¡ , y = y¡, Z = z¡ , 

y notación análoga para las otra.s derivadas. 
Luego, según (2) y (4) del Artículo 4, tenemos el siguiente re

sul tado : 

Las ecuaciones de la tangente a la curva cuyas ecuaciones son 

(1) x = <1> (t): y = ljJ (t), z = "1.. (t ) 

en el punto p¡(X¡, yI, z¡) son 

(B) 
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E l plano normal a una curva alabeada en un punto PI (Xl, yl) Zl) 
es el plano que pasa por PI y es perpendicular a la tangente en PI. 
Los denominadores en (B) son los parámetros directores (o números 
directores) de la tangente en PI. De aquí tenemos el siguiente 
resultado: 

La ecuación del plano n o r m a l a la c u r v a (1) en el punto 
PI (Xl) yl, z¡) es 

(e) I ~~11 (x - x¡) + I ~~Il (y - y¡) + I :: 11 (z - z¡) = o. 

EJEMPLO. Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano 
normal a la hélice circular (siendo IJ el parámetro) 

{ : : : ::~ :: 
z = blJ. 

(4) 

a) en un punto cualquier3 (XI. yl. z,): b) cuando IJ = 2 n. 

Solución. dx = _ a sen IJ = - y. 
dlJ 

dy = a cos O = x. 
dO 

Sustituyendo en (8) y (C). obtenemos . 
para el punto (x,. y, . z,). 

(5) 
X - x, _ y - y, _ z - z, --=--y;- - -x-,- - --b-' 

para ecuaciones de la tangente. y 

- y, (x .- x,) + XI ( y - y, ) 

+ b (z - z ,) = O. 

para ecuación del plano normal. 

T 

y 

z 

dz = b. 
dO 

Cuando 0= 2 n. las coordenadas del pun
to de la curva son (a. O. 2 b;¡;) . 10 que da Fig. 2ll 

X - a y - O z - 2 b;t 
-0- = - a- = b o seJ. x = a. by = a/. - :: ab;t . 

para ec uaci o nes de la tangente. y 

ay + bz - 2 b~ Jt = O. 

para ecuación del p[;¡no normal. 

OBS ERV¡\CION. Con respecto a 13 tange nte (5) tenemos. según (2) y (4 ) 

del Artículo 4. 

cos y 
b b 

---''--- = una cons tante. 
' / u"+b 2 

Es decir. que la h élice corta bajo el mi smo ángulo a to d~s la s gene ratr ices del 
cilindro X2 + y2 = a2 • 
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236. Longitud de un arco de curva alabeada. Según la figura 211 , 
tenemos 

(1) (Cuer1~2PP' )2 = (~:r+ (~~r+ (~;r 

Sea arc PP' = ~s . Procediendo como en el Articulo 95, puede 
demostrarse fácilmente que 

(2 ) 

De esto obtenemos 

(D) i tr ~ 
S = (dx2 + dy2 + dz2) , 

ro 

en donde x = q, (l), y = 'Ij! (t), z = X (l) , como en (1) del Artícu
lo 235. 

Ahora se puede dar a los cosenos directores de la tangente una 
forma sencilla. En efecto, de la ecuación (2), empleando (A) del Ar
ticulo 235 y las fórmulas (2) del Artículo 4 , tenemos 

(3 ) 
dx 

cos a. = 
ds ' 

cos ~ = dy 
ds' 

dz 
cos y = ds ' 

E JEMPLO . H all a r la l o ngi t ud d el a rco de la curva al abeada d e t e rcer g rad o 

(4) x = t. Y = Yz (2 . Z = }3 13 

en t re los p u ntos correspon d ie ntes a 1 = 0 Y I = 4. 

Solución . Di fe ren cia n do (4). o b te n em os 

dx = dI. dy = I dr. dz = 12 dI. 

S ust i tu ye nd o en (D) . res u l t a 

s = f 4 v' 1 + 12 + l' dI = 23 .92. 
u 

aprox im ad am en te. segú n la reg la d e S impso n . h ac iendo n = 8. 

PROBL EMAS 

H allar la s ecu ac io n es d e la t a ngente y la ecuaci ó n d el plano normal a cada un a 
d e la s si gu ientes curva s alab ea d as en el punto indi cad o . 

1. x = al. y = b1 2 • Z = e1 3 ; 1= 1. 

So l . ax + 2 by + 3 cz = a2 + 2 b 2 + 3 e2
• 
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2. x = 2 t. Y = t 2 • z = 4 t4; t = 1. 

4. x 

Sol. x - 2_y-l_z-4 . 
-2- - -2- - -16-' 

Sol. x - 3 y-3 z - 8 . 
- 4- = -1- = -12-' 4 x + y + 12 z 

y = t 2 + t. 

J 11. 

z=4t 3 -3t+l; t=1. 

x _y -2_z-2. 
Sol. T - -3- - -9-' x + y + 3 z = 8. 

5. x = 2 t - 3. 2 z =-; 
t 

t = 2. 

6. x = a cos t. y = b sen t . z = t; t = 7' It. 

7. x = t. Y = el. z = e-I ; t = O. 

8. x=cost. y=sent. z=tgt; t=O . 

9. Hallar l a longi tud de! arco de la hélice circular 

x = a cos O. y = a sen O. z = b8 

entre los puntos correspondientes a O = O y O = 2 It . 

Sol. 21t V a2 + b 2 • 

10. Hallar la longitud del arco de la cu r va 

x = 3 O cos O, Y = 3 O sen O, z = 4 O 

entre los puntos correspondi entes a O = O y O = 4. 

Sol. 26 + ~ In 5 
6 

32.70 . 

11. Hallar la longitud del arco de la curva 

x=2t, y=t2 -2. z=l-t2 

entre los puntos correspondientes a t = O y t = 2. 

12. Dadas las dos curvas 

(5) x = t. Y = 2 t 2 , z = -~ ; 
t 

x = I - O. Y = 2 cos O, z = sen 8 - l. (6) 

a) 

ú) 

Demostrar que las dos curvas se cortan en el punto A (1. 2. -1). 

Hallar los cosenos directores de la tangente a la curva (5) 

Sol. 

e) Hallar los cosenos directores de la tan ge nte a (6) en A. 

d) Hállar el ángulo de intersección de las curvas en A. 

en el punto A . 

4 I 

VJ8' VT8 
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13. Dadas las dos curvas 

x = 2 - t. Y = (2 - 4. z = ( 3 - 8; 

x = sen e. y = e. z = 1 - cos e. 
a) Demostrar que las dos curvas se cortan en el origen O. 

b) Hallar los cosenos directores de la tan ge nte a cada curva en O. 

e) Hallar el ángulo de intersecc ión de las curvas en O. 

14. a) Si OF. OE. ON de la figura 197 se eligen como ejes de coorde
n ad as OX. OY . OZ. resp ectiva mente . y si P (x. y . z) es un p unto de la 
esfe ra . demostrar que x = a cos <f> sen (J . y = a cos <f> cos (J. z = a se n <f>. si <f> y (J 

son . re specti va mente. la latitud y lon g itud de P. 

b) Empleando (3). y (3) del Artículo 4. hallar el á n g ulo a. en P que 
forman el paralelo que pasa por P y una curva sob re la esfera para la que 
(J = f (<f» • 

Sol. tg a. = sec <f> d<f>. como en el Art. 222. 
dO 

237. Ecuaciones de la normal y del plano tangente a una superficie. 
Se dice que una recta es tangente a una superficie en un punto P si es 
la posición limite de una secante que pasa por P y un punto vecino 
pi de la superficie, cuando pi tiende a P a lo largo de una curva 
trazada sobre la superficie. Ahora vamos a establecer un teorema de 
importancia fundamental. 

Teorema. Todas las tangentes a una superficie en uno de su/; puntos 
están en un plano. 

Demostración. Sea 

(1) F (x, y, z) = O. 

la ecuación de la superficie dada , y sea P (x, y, z) un punto de la 
superficie . Si ahora hacemos que p i tienda a P a lo largo de una 
curva e situada sobre la superficie y que pasa por P y P I , entonces, 
por definición, la secante se aproxima a la posición de una tangente a 
la curva e en P. Sean las ecuaciones de la curva e 

(2) x = cp(t), Y=1jJ(t) , z =X(t). 

Entonces la ecuación (1) debe satisfacerse idénticamente para estos 
valores. Por tanto, si u = F (x , y, z) , entonces u = O, du = O, Y 
según (E) del Articulo 229, 

(3 ) aF dx + aF dy + aF dz = O 
ax dt ay dt az dt . 
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Esta ecuación (véase (3) del Art. 4) demuestra que la tangente 
a (2), cuyos cosenos directores son proporcionales a 

dx dy dz 
dt' dt' dt' 

es perpendicular a una. recta cuyos cosenos directores son proporcio
nales a 

aF aF aF 
ax' ay' az' (4) Según (3) del Art. 4 

Sea PI (XI, YI, Zl) un punto de la superficie, y sean 

(5 ) \~~Il' i~~ll' 1~~ll 
los valores de las derivadas parciales (4) cuando 

X = Xl, Y = yl, Z = ZI . 

La recta que pasa por PI y tiene por números directores (5) se llama 
la línea normal a la superficie en PI. De esta definición tenemos el 
siguiente resultado: 

Las ecuaciones de la normal a la superficie 

(1 ) F(x,y,z)=O 

(E) x - Xl Y - yl Z - Zl 

1~~\1 = \:;11 = -1~~ll 
Est.e razonamiento muest.ra que todas las tangentes a la superficie (1) 

en PI son perpendiculares a la normal en PI. Luego están en un 
plano. Así queda demostrado el teorema. 

Este plano se llama el plano tangente en PI. 
Ahora podemos enunciar el siguiente resultado. 

La ecuación del plano tangente a la superficie (1) en el punto de con
tacto PI (Xl, yl, Zl) es 

OBSERVACION. Si todos los denominadores en (E) se anulan, la normal y 
el plano tangente son indeterminados . Tales puntos se llaman puntos singu la
res, y no se estudian aquí. 
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En caso de que la ecuación de la superficie se dé en la forma 
z = f (x, y), sea 

(6 ) F(x, y, z) = f(x, y) -z = O. 

aF af az 
Entonces - = - = -

ax ax ax' 
aF =-1 
az . 

De esto, según (E), tenemos el siguiente resultado . 

Las e c u a c ion e s de la normal a la superficie z = f (x, y) en 
(Xl, yl, Zl) son 

(G) x - Xl Y - yl Z - Zl 

I:~ L = 1:; L =-=-1' 

Además, según (F) obtenemos 

(H) 1~~ll (x - Xl) + 1 ~;Il (y - y¡) - (z - Zl) = 0, 

luego ésta es la ecuación de un plano tangente en (Xl, yl, Zl) a una 
superficie cuya ecuación viene dada en la forma z = f (x, y). 

238. Interpretación geométrica de la diferencial total. Ahora es
tamos preparados para interpretar geométricamente la fórmula (B) del 
Artículo 227 " de modo análogo a lo hecho en el Artículo 91 . 

Consideremos la surperficie 

(1 ) z = f (x, y) , 

y el punto (Xl, yl, Zl) de ella. Entonces la diferencial total de (1) 
es, cuando 

X = Xl, Y = yl, 

(2) dz = I~I ~x + I~I ~y, ax 1 ay 1 

empleando (B) del Artículo 227, Y reemplazando dx y dy por sus 
equivalentes ~x y ~y respectivamente. Determinemos ahora la coor
denada z del punto del plano tangente en PI en donde 

X = Xl + ~x, y = yl + ~y. 
Sustituyendo estos valores en (H) del Artículo 237, encontramos 

(3) Z - Zl = \ ~: 11 ~x + I ~: 11 ~y. 
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Comparando (2) Y (3) , encontramos dz = z - Zl. De aquí el 
siguiente 

Teorema. La diferencial total de una función f (x, y), correpon
diente a los incrementos 
~x y ~y, es igual al in
cremento correspondiente 
de la coordenada z del 
plano tangente a la su
perficie z = f(x, y). 

Así, en la figura 212, 
ppl es el. plano tangente 
a la s u p e r fi c i e PQ en 
P(x,y,z). 

Sea AB = ~x 

y CD = ~y; 

entonces Fig. 212 

dz = z - z¡ = Dpl - DE = EPi. 

Obsérvese también que ~z = DQ - DE = EQ. 

EJEMPLO. Hallar la ec uación del plano tangente y la s ecuaciones de la 
normal a la esfera X2 + y2 + Z2 = 14 en el punto (1. 2. 3). 

Solución. Sea F (x. y. z) = X2 + y2 + Z2 - 14; 

en tonces 

Luego 

aF = 2 x. 
ax 

aF 
-= 2 y. 
ay 

aF = 2 z; Xl = 1. 
iJz 

loFI = 2. \aF\ = 4. \oF\ = 6. 
oXll ay 1 oz 1 

Sustituyendo en (F) . se encuentra 

Yl=2. zl=3. 

2 (x - 1) + 4 (y - 2) + 6 (z - 3) = O. 

o sea. x + 2 y + 3 z = 14. para ecuación del plano tangente. 

Sustituyendo en (E). 

10 que da 

x -l y-2 z -3 
- 2- = -4- = -6-' 

z = 3 x y 2 z = 3 y. 

para ecuaciones de la normal. 
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PROBLEMAS 

Hallar la ec uación del plano tangente y las ecuaciones de la normal a cada 
una de las siguientes superficies en el punto indicado. 

1. X2 + y2 + Z2 = 49; (6. 2. 3). 

Sol. 6x+2y+3z = 49; 

2. z = x 2 + y 2 - 1 ; (2 . l. 4). 

Sol. 4 x + 2 y - z = 6; 

3. X2 + xy2 + y3 + z + 1 = O; (2 . -3. 4). 

Sol. 13 x + 15 y + z + 15 = O; 

4. X 2 + 2 xy + y2 + z - 7 = O; (1. -2. 6). 

Sol. 2 x + 2 y - z + 8 = O; 

5. x 2y2 + xz - 2 y3 - 10 = O; (2. 1. 4). 

Sol. 4 x + y+ z - 13 = O; 

6. x 2 - y2 - Z2 = 1; (3 . 2 . 2). 

7. X2+y2 _ Z2=25; (5.5.5). 

8. 2 x 2 + 3 y2 + 4 Z2 = 6; (1. 1. Yi) . 

9. x+y - z 2 = 3; (3.4, 2). 

x-2 y-l z - 4 
-4- = -2- = -=1' 

x-2_y+3_z - 4 
-1-3- - -15- - -1-' 

x- l y+2 z - 6 
-2- = -' - 2- = --=-I' 

x-2 y -I z-4 
4 = -' -1-=-1- ' 

10. Hallar la ecuación del plano tangente al hiperboloid e de dos hojas 
x_·2 _ y_2 _ Z2 __ 

1 en el punto (Xl, Yl. Z¡). Sol. 1. 

11. Hallar la ecuación del plano tangente en el punto (Xl. y¡. z¡) a la 
superficie ax 2 + by2 + cz 2 + d = O. Sol. aXlX + by ¡y + cZ ¡Z + d = O. 

12. Demostrar que la ecuación del plano tangente a la esfera 

X2 + y2 + Z2 + 2 Lx + 2 My + 2 Nz + D = O 

en el punto (Xl, y¡ . ZI) es 

XIX + y¡y + z¡z + L (X + Xl) + M (y + Yl) + N (z + ZI) + D = O. 

13. Hallar la ecuación del plano tangente en un punto cualquiera de la 
superficie 

x % + yJ1, + zn = an . 

y demostrar que la suma de los cuadrados de los segmentos que determina sobre 
los ejes coordenados es constante. 
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14 . Dem ost rar que el tet raedro formado por lo s planos de coordenadas y un 
plano cualquiera tangente a la s uperficie xyz = a3 es de vo lum en constante . 

(2 4 ( - 2 {2 
15. La curv a x = - . y = - . z = cort a a la superficie 

2 t 2 
X2 - 4 y2 - 4 z = O en el punto (2. 2 . - 3). ¿Cuál es el ángulo d e inter
sección ? 

S ol. 
19 

90° - arc cos --- = 32° 37'. 
3 Vrn 

16. La superficie X2+y2+3 Z2 = 25 y la cur va x = 2 t •. Y = 2.. z =-2 (2 
t 

se cortan en el punto de la curva correspond iente a t = l. ¿Cuál es e l á ngulo de 
intersección ~ 

19 
Sol. 90° - arc cos ---= 30° 16'. 

7V29 

17. E l elipsoide X2 + 2 y2 -l- 3 Z 2 = 20 y la cur va alabeada 

x = + «(2 + 1). y = (4 + 1. z = (3 

se cortan en el punto (3. 2. 1) . D emo strar que la cur va corta a la superficie 
ortogonalmente. 

239. Otra forma de las ecuaciones de la tangente y el plano normal 
a una curva alabeada. Si la curva en 
cuestión es la intersección AB (figu
ra 213) de las dos superficies 

F (x, y, z) = O Y G (x , y , z) = O , 

la tangente PT en P (XI, yl, ZI) es la 
intersección de los planos tangentes 
en ese punto CD y CE; en efecto, la 
tangente a las dos superficies, debe 
estar en los dos planos tangentes y, 
por tanto, es la recta de intersección. 
Las ecuaciones de los dos planos tan
gentes en P son, según (F) , 

Fig. 213 

(1) 
laF¡ (a F¡ ¡aFI ax 1 (x - XI) + ay 1 (y - YI) + az 1 (z - ZI) = O, 

laGI laGl laGj ax l (X -Xl)+ ay, (y-y,)+ az 1 (z-z¡) = o. 

Estas ecuaciones, tomadas simultáneamente, son las ecuaciones de 
la tangente PT a la curva alabeada AB. 
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Si A, B, C son los parámetros o números directores de la recta 
de intersección de los dos planos (1), entonces, según (6), Artícu
lo 4, tendremos: 

A _¡aFllaGI _1 aFllaGj - ay 1 az 1 az 1 ay 1 ' 

(2) B _laFllaG\ \aF\laG! - az 1 ax 1 - ax 1 az 1 ' 

C = laF\laGI _ \aF\ laG! ax 1 ay 1 ay 1 ax 1 . 

Entonces las ecuaciones de la tangente CPT son 

(3) x - Xl Y - YI Z - Zl 
-A- = -B- = -C-

La ecuación del plano normal PHI es 

(4) A ex - Xl) + B (y - YI) + C (z - z¡) = O. 

EJEMPLO 1. Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuación del plano 

normal en (r . r. r VI) a la curva de intersección de la esfera y el cilindro 

(fig. 214) cuyas ecuaciones son, r~spectivamente, 

X2 + y2 = 2 rx. 

Solución. Sea F = X2 + y2 + Z2 - 4 r2 y G = X2 + y2 - 2 rx. 

laF \ = 2 r, [aFI = 2 r, laFI = 2 r VI; ax 1 ay 1 az 1 

laG I = o, 
ax 1 laGI = 2 r, laG I = o. ay 1 az 1 

Sustituyendo en (2) , encontramos 

A = - 4 r2 VI, B = o, e = 4 r 2 • 

En consecuencia, según (3), tenemos 

o sea, 

x-r y-r 
--=-0-= 
-VI 

z - r VI 
1 

y = r, x + VI z = 3 r, 

y éstas son las ecuaciones de la tangente PT en P a la curva de intersección. 
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Sustituyendo en (4), obtenernos la ecuación del plano normal, 

o sea, 

-V2 (x - r) +O(y - r)+ (z - r \12) = o, 
v2 x - z = o. 

x 

Fig, 214 

EJEMPLO 2. Hallar el ángulo de intersección de las superficies del ejemplo 
anterior en el punto dado. 

Solución. El ángulo de intersección es igual al ángulo formado por los 
planos 'tangentes o por las normales. En el ejemplo l (v éase (E) del Art. 237) 
hemos obtenido para números directores de las normales 

a = 2 r, b = 2 r, e = 2 rV2; 
a' = 0, b' = 2 r, e' = O. 

Luego, según (6 ), Art. 4, 

cos O 4 r2 
() = 60°. =~ = 2 

PROBLEMAS 

Hallar las ecuaciones de la tangente y la ecuac ión del plano normal a cada una 
de las sigui entes curvas en el punto ind icado . 

1. X2+y2+Z2 = 49, X2+y2=13: (3.2, -6). 

Sol. x-3 _ y-2 z+6=0: 2x -3 y=0. 
- 2- ----=T ' 

2. z = x 2 + y2 - \, 3 X2 + 2 y2 + Z 2 = 30: (2,1.4). 

Sol. x - 2 y - l z - 4. 
- 5- = -=-iI = -=2 ' 5 x - 1I Y - 2 z + 9 = O. 
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3. x 2 + y2 - Z2 = 16. x 2 + 4 y2 + 4 Z2 = 84; (2. 4. 2). 

Sol. x-2=y-4=z-2; 16x-5y + 6z = 24. 
16 - 5 b 

4. x2 + y' + 3 Z2 = 32. 2 X2 + y2 - Z2 = O; (2. I. 3). 

Sol. x - 2 = JL..=.J. = Z - 3; 6 x - 21 y + z + 6 = O. 
6 - 21 l 

5. X2 - y2 - Z2 = I. X2 - y2 + Z2 = 9; (3. 2. 2). 

6. X2 + 4 y 2 - 4 Z2 = O. 2 x + y + Z - 24 = O; (8. 3. 5). 

7. Las ecuaciones de la hélice son 

X2 -1- y2 = r 2 • 

y = x tg ~. 
c 

Demostrar que en el punto (XI. yl. z 1) las ecuaciones de la tangente son 

C(X - xI)+YI(z - ZI)=O. 

c (y - YI) - XI (z - ZI) = o. 
y la ecuación del plano normal es 

Y¡X - X¡Y - c (z - Z I) = o. 

8. Las superficies x 2 y2 + 2 X + Z3 = 16 Y 3 x 2 + y2 - 2 Z = 9 se cortan 
en una cur va que pasa po r el p unto (2. 1. 2). ¿ Cuáles son las ecuaciones de 
los respecti v'os planos tangentes a las do s superficies en este punto ? 

Sol . 3x + 4 y+ 6z=22; 6x+ y-z=ll. 

9 . Demostra r que el elipsoide x 2 + 3 y2 -j- 2 Z 2 = 9 Y la esfera 

X2 + y2 + Z2 - l' X - 0 y - 6 z + 24 = O 

son mutuamente tangentes en el punto (2. l. 1). 

10. Demos t rar que el paraboloide 3 X2 + 2 y2 - 2 z = I y la esfe ra 

X2 + y2 + /,2 - 4 y - 2 z + 2 = O 

se co rtan ortogo nalm en te en el pu nto ( 1. l . 2). 

240. Teorema del valor medio. Las aplicaciones de las derivadas 
parciales que se darán a continuación se basan en el teorema del valor 
med io para funciones de varias variables. E l resultado que se ha ele 
deducir se funda en lo esturliado en el Artículo 116 _ Vamos a estable-
cer la fórmula 

(1) j(xo+ h, yo+k)=j(xo , 7fo)+hjx(:-co+Bh, yo+Bk) 

+kjil(xo+Bh, yo+Bk). 

(O < B < 1) 
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Con este fin sea 

(2 ) F (t) = f (Xo + ht, yo + kt). 

Aplíquese (D), Art. 116, a F(t), con a = O, Y !1a = 1. En
tonces tenemos 

(3 ) F (1) = F (O) + F 1(0) . (O < O < 1) 

De (2), según (D), Art. 229, por ser x = Xo + ht, y = yo + kt , 

(4) F'(t)=hfx(xo+ht, yo+kt)+kfy(xo+ht, yo+kt). 

Entonces obtenemos de (2) 

(5) F(l)=f(xo+h, yo+lc), F(O) =f(xo, yo), 

y de (4) 

(6) F'(O) = hfx(xo + Oh, yo + ek) + lcfl/(xo + Oh, yo + OJe) . 

Cuando estos resultados se sustituyen en (3), obtenemos (1) . 
Si desearnos una fórmula análoga a (F), Art. 124, tenemos que 

formar F" (t) . Aplicando otra vez (D), Art. 229, obtenemos 

d 
dt fx(xo + ht, yo + kt) = hfxz(xo + ht, yo + Jet) 

+ kfllx(xo + ht, yo + kt) ; 

d 
dt j y(xo + ht, yo + Jet) = hj2Y(XO + ht, yo + k!.) 

+ kjvII(xo + ht) yo + kt) . 

De (4), derivando con respecto a t, tenemos 

(7) F" (t) = h2Jxx(xo + ht, yo + Jet) + 2 hkfxy(xo + ht, yo + let) 

+ k2 f yy(xo + ht, yo + let) . 

De (F), Art. 124, haciendo b = 1, a = O, X2 = O, resulta 

(8) F(l)=F(O)+F'(O)+ I ~ F"(O). 

Ahora podernos fácilm ente demostrar el teorema generalizado del 
valor medio para una función de dos variables, sustituyendo en (8) los 
valores dados por (5), (4) y (7). Así obtenemos 

(9) f(xo + h, yo + le) = f (xo, yo) + hfx(xo, yo) + kfy(xo, yo) 
1 + I~ [h2f xx(xo + Oh, yo + Ole) + 2 hkfxy(xo+Oh, yo+Ok) 

+ le 2jyy(xo + Oh, yo + ele) l. (O < e < 1) 

N o es difícil establecer las fórmulas correspondientes para las 
funciones de más de dos variables, ni generalizar los teoremas de 
una manera análoga a la del final del Articulo 124 . 
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241. Máximos y mínimos de funciones de varias variables. En 
los Artículos 46 y 125, se dedujeron condiciones necesarias y suficien
tes que deben cumplir los máximos y mínimos de una función de · una 
variable. Ahora emprenderemos la resolución de este problema para 
el caso en que la función dependa de varias variables independientes. 

Se dice que la función f ex, y) es máxima en x = a, y = b cuan
do fea, b) es mayor que f (x, y) para todos valores de x y y en la 
vecindad de a y b. Análogamente, se dice que f (x, y) es minima 
en x = a, y = b cuando f (a, b) es menor que f (x, y) para todos 
los valores de x y y en la vecindad de a y b. 

Estas definiciones pueden enunciarse en forma analítica como sigue: 

Si para todos los valores de h y k menores en valor absoluto que 
alguna cantidad positiva pequeña, es 

(1) fCa + h, b + k) - fCa, b) = un número negativo, 

entonces fea, b) es un valor máximo de f ex, y). Si 

(2) fCa + h, b + k) - fCa, b) =- un número positivo, 

entonces f (a, b) es un valor mínimo de f (x, y). 

Z F 

x 

r 

Fig. 215 

Estas propOSICIOnes pueden interpretarse geométricamente como 
sigue . Un punto P de In, superficie 

z = f(x, y) 

se dice que es un máximo cuando es "más alto" que todos los otros 
puntos de la superficie en su vecindad, suponiéndose horizontal el 
plano de coordenadas XOY . Análogamente, pi es un mínimo cuando 
es "más bajo" que todos los otros puntos de la superficie en su 
vecindad. 
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Por tanto, si 

zl = f(a,b) 

es maXIlna o mllllma, el plano tangente en (a, b, z¡) debe ser hori
zontal; es decir, paralelo a XOY. Pero el plano tangente (H) (Ar
tículo 237) es paralelo a XOY cuando los coeficientes de x y y son 
cero. Luego tenemos el siguiente resultado: 

Una condición necesaria para que f (a, b) sea un valor máximo o 
minimo de f (x, y) es que las ecuaciones 

(3 ) af = O 
ax ' 

se satisfagan para x = a, y = b. 

if.. = O ay 

Las condiciones (3) pueden obtenerse sin recurrir al plano tangen te . 
En efecto, cuando y = b, la función f(x, b) no puede ni aumentar 
ni disminuir cuando x pasa por a (véase el Art. 45). De esto se sigue 
la primera de las ecuaciones (3). La misma proposición se aplica a la 
función f (a, y). Así tenemos la segunda ecuación de (3). 

E l método que acaba de exponerse se aplica a una función de tres 
variables f (x, y, z). Es decir, una condición necesaria para que 
f(a, b, e) sea un valor máximo o mínimo es que las ecuaciones 

(4) 

tengan la solución común x = a, y = b, z = c . 
El problema de encontrar condiciones generales necesarias y sufi

cientes es mucho más difícil (véase más adelan te) . Pero en muchas 
aplicaciones la existencia de un valor máximo o mínimo se sabe de 
antemano, y no es necesario ningún criterio. 

EJEMPLO l . U n a pieza de hojal ata de 24 cm de ancho ha de convertirse en 
artesa doblando hacia arriba los dos lados . Hallar 
el ancho y la inclinación de cad a lado si la capa -
cidad es máxima. 

Solución. El área de la sección transversa, 
que se muestra en la figura 216 debe ser máxima. 
La sección transversa es un trapecio cuya base 
superior es 24 - 2 x + 2 x cos a, su base infe
rior es 24 - 2 x y su altura x sen a. El área A es 

~-----------~ 

~24-2x--+l , , 

Fig. 216 

(5) A = 24 x sen a - 2 X2 se n a + x2 sen a cos a. 
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D eri va ndo, tenemos 

aA = 24 sen a - 4 x se n a + 2 x sen a cos a, 
ax 

vA = 24 x cos a - 2 X2 cos a + X2 (cos 2 a - se n 2 a) . 
aa 

Igualando a cero la s deri vadas parciales, ten emos las dos ecuac ion es 

2 sen u. (12 - 2 x + x cos a) = O, 

x [24 cos a - 2 x cos a + x ( co s2 a - sen 2 a) 1 = o. 

Una so lu ción de este sistema es a = O, x = O, lo que daría la capacidad mí
nima, a saber, cero. Suponiendo que a. y x no sean igual a cero, y re so lviendo 
el sistema. obtenemos co s a = Yz, x = 8. 

La natural eza del probl ema mue stra que debe existir un va lor m áx imo del 
área. Luego, este valor má xi mo se encuentra cuando a. = 60° Y x = 8 cm. 

Ahora establezcamos una condición suficiente. Suponiendo que las 
ecuaciones (3) sean ciertas, de (9) del Art. 240, sustituyendo 
Xo = a, yo = b y transponiendo, resulta 

(6) f (a +h, b+k ) -f(a, b ) = ,1 [h2 fxx(x,y)+2hkfxv(x, y ) 

+k2 f !IV(x , y ) J, 
e11 donde hemos hecho x = a. + eh, y = b + ek. Según (1) Y (2) , 
f (a, b) será máxima (o mínima) si el segundo miembro es negativo 
(o positivo) para todos los valores de h y k suficientemente pequeños 
en valor numérico (exceptuando el valor cero) . Hagamos 

(7) A = f xx (x, y), B = fx v (x, y), C = f Y!l (x, y), 

y consideremos la identidad 

(8) Ah2 + 2 Bhk + Ck2 = ~ [(Ah + Bk)2 + (AC - B2) k2 J. 

La expresión dentro de los corchetes en el segundo miembro de (8) 
es siempre positiva si 

(9 ) AC - B 2 > O, 

y, por tanto, el primer miembro tiene el mismo signo que A (1) C, 
puesto que según (9) A Y C tienen que ser del mismo signo). En con
secuencia, lo que debemos hacer ahora es a plicar el criterio (9) al 
segundo miembro de (6) , en el cual, como ya se ha dicho, h y k son 
numéricamente pequeños . Supongamos que (9) es cierta cuando 
x = a, y = b. Entonces , siendo continuas las derivadas en (7) J 
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también será cierta para valores de x y y próximos a a y b. Ade
más, el signo de A (o C) será el mismo que el de 

Así hemos establecido la siguien te regla para hallar valores máximos 
y mínimos de una función f(x, y}: 

PRIMER PASO. Se resuelve el sistema formado por las ecuaciones 

af = O 
ax ' 

SEGUNDO PASO. Se calcula para los valores de x y y encontrados 
el valor de 

TEnCER PASO. La función tendrá: 

a2 f( a~f) un valor máximo si tl > O Y ax2 o ay2 < O ; 

. a2 f ( a2 f) un valor mínimo s¿ tl > O Y ax2 o ay2 > O. 

SI tl es negativo, no es difícil ver que f (x , y) no tendrá ni máximo 
m mínimo. 

El lector debe observar que esta regla no da necesariamente todos 
los valores máximos y mínimos . En efecto, un par de valores de 
x y y determinados por el primer paso pueden anular a tl, Y pueden 
conducir a un máximo o a un mínimo o bien ni a máximo ni a mínimo . 
Por tanto, para tales valores se necesita un análisis adicional. Sin 
embargo, la regla basta para la resolución de muchos problemas 
importantes . 

La cuestión de los máxirrios y mínimos de funciones de tres o más 
variables independientes se deja para los tratados más adelantados. 

EJEMPLO 2. Calcular los máximos y mínimos de la función 

3 axy - x 3 - y3. 

Solución. 

Pri m er paso. 

f(x, y) = 3 axy - x 3 - y3. 

~ = 3 ay - 3 X2 = o. 
ax 

~ = 3 ax - 3 y2 = O. 
ay 
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Resol viendo el sistema formado por estas dos ecuaciones, obtenemos

x = O, x = a,

y = O, y = a.

Segundo paso. a2f __ 6 x ,
ax2 -

a2f-- = 3 a,
ax ay

Tercer paso. Cuando x = ° y y = O, es /').
para (O, O) no hay ni máximo ni mínimo.

- 9 a2, y por lo tanto,

Cuando x = a y y = a, es /'). = + 27 a2; y puesto que a2
f = - 6 a, te n e-

ax2

valor máximo de la función.
obtenemos su valor máximo

mos realizaJas en (a, a) las condiciones para un
Sustituyendo x = a, y = a en la función dada,
igual a a3,

EJEMPLO 3. Dividir a en tres partes tales que su producto sea máximo.

Solución. Sea x = primera parte, y = segunda parte; entonces

a - (x + y) = a - x - y tercera parte;

y la función por examinar es

i t;x , y) = x q t;« - x - y).

af
ay

af
ax

ax - 2 xy - x2 O.ay - 2 x u - y2 = O,Primer paso.

Resolviendo este sistema, obtenemos como una pareja de valores

a
3'

a
Tx =

Segundo
¡¡2 f - 2 y, ~= a - 2 x - 2 y, a2f - 2 x :paso. = ay2ox2 ax ay

/').= 4 x u (a - 2 x - 2 y) 2.

Tercer Cuando a y a es /'). a2
y puesto quepaso. x =- y = T'3 3

2 a
-3 '

a
y = T la terceraa

T
Luego,se ve que el producto es máximo cu-ando x

a a3
parte es también T' y el valor máximo del producto es 27'

AP.LICACIONES [

Calcular los máximos y rr

1. x2 + x u + y2 - 6 x -t

2.4x+2Y-X2+xy-

5. sen x + sen y + sen ()

6. x2 - xy + y2 +ax +

7. a3 b3
xy +-+-.

x y

8. Demostrar que el valo

9. Hallar el paralelepíped

caras en los planos coordenada

10. Hallar el volumen má
x2

cribirse en el elipsoide - +.
a2

11. Un pentágono está fOI
un triángulo isósce!es. Si el
hallar los valores de x , y y

Sol. a = 30°,

p
y = -- x

2

12. Hallar la distancia r

x=JL=.!.. y x=y-3=;
2 3

13. Un fabricante produ
costos medios con s tan t e s .
Si el precio de venta de la p
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PROBLEMAS 

Calcular los m áxi mos y mínimos dé las sig uientes funciones: 

1. X2 + xy + y2 - 6 x + 2. Sol. x = 4, Y = - 2 da mínimo. 

x = '%, y = % da máximo. 

3. 2 X2 - 2 xy + y2 + 5 x - 3 y. x - 1, y = Yz da mínimo. 

4. x 3 - 3 uxy + y3. 

5, sen x + se n y + sen (x + y) • 

6. 

7. 

X2 - xy + y2 + ax + by + c. 

a 3 b3 
xy+-+-. 

x y 

x y = a da mínimo. 

x Y 11: da má ximo. . -3 

x = y 511: da mínimo. 
3 

8. Demostrar que el v alor máximo de la función 

(ax + by + e) 2 

X2 + y2 + l 

9. Hallar el para lelepípedo rectá n g ulo de vo lum en máximo que tiene tres 

caras en los planos coordenados y un vé rtice en el plano ~ + J!.. + l:.. = 1. 
a b e 

Sol. Volumen = abe 
Ti' 

10. Hallar el volumen máximo del paralelepípedo 

cribirse en el elipsoide X2 + i:... + ~ = l. 
a2 b 2 c2 

rectángulo que puede ins· 
8 abe 

Sol. 3 V3' 

11. Un pentágono está formado (fig. 217) por un rectán g ulo coronado de 
un triángulo isósceles. Si el perímetro del pentágono tiene un valor dado p, 
hallar los valores de x, y y (J. para que el área sea m áxi ma. 

Sol. 2 x = 
P a = 30°, 

2 + 2 sec (J. - tg a 

y = .!:. - x (1 + sec a) . 
2 

12. Hallar la distancia más corta entre las rectas 

x =J!..= 3:.. y x=y-3=z . 
2 3 

13. Un fabricante produce dos clases de dulces de 

fJ 

2x 

Fig. 217 

costos medios con s tan t e s de IDO centavos y 120 centavos por kilogramo. 
Si el precio de venta de la primera es x centavos por kilogramo y el de la 
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segunda y centavos, el número de kilogramos que pueden vende rse cada semana 
se da por las fórmulas 

NI = 125(y - x), N 2 = 16000 + 125(x - 2 y). 

Demostrar que para máxima ganancia los precios de venta deben ser 178 centavos 
y 188 centavos por kilogramo. 

14. Un fabricante de máquinas y hojas de afeitar produce a un costo medio 
constante de 40 centavos de dólar por máquina y 20 centavos por docena de 
hojas. Si las máquinas se ve nden a x centavos cada una y las hojas a y centavos 

la docena, la demanda del mercado en cada semana es 4000000 máquinas y 
xy 

8000000 docenas de hojas. Determinar los precios de venta para la máxima 
xy 

ganancia. 

242. Teorema de Taylor para funciones de dos o más variables. 
El desarrollo de f (x, y) se encuentra empleando los métodos y resul
tados de los Artículos 194 y 240. Consideremos 

(1 ) F(t)=f(x+ht, y+kt), 

y desarrollemos F (l) como en (5) del Artículo 194. El resultado es 

(2) F(t) = F(O) + F/(O) Il + FI/(O) I~ + .. . 

+ F(n-I) (O) t"-l +R. I n -1 

Los valores de F (O), F 1 (O), F 1/ (O) los obtenemos sustituyen
do t = O en (2), (4), (7) del Artículo 240. Derivando (7) y ha
ciendo t = O, resultarán las expresiones para F 11/ (O), etc. Estas se 
omiten aquí. Sin embargo, obsérvese que F 11/ (O) es homogénea y de 
tercer grado en h y k. Lo mismo es cierto para las derivadas su
periores. Si se sustituyen estos valores en (2) Y hacemos t = 1, el 
resultado es 

(3) !(x + h, Y + k) = f(x, y) + hfzez, y) + kfy(x, y) 

+ I~ [h2 fxx (x, y) + 2 hkfxy (x, y) 

+ k 2 fyy (x, y) 1 + ... + R. 

La expresi6n para R es complicada, y se omitirá de aquí en 
adelante. 
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En (3) hagamos x = a, y = b, Y entonces reemplácese h por 
(x - a) y k por (y - b). El resultado es el teorema de Taylor para 
una función de dos variables, 

(l) f(x, y) = fea, b) + fx (a, b) (x - a) + f y (a, b) (y - b) 

+ I~ [Jxx (a, b) (x - a}2 

+ 2 fJY (a, b) (x - a) (y - b) 

+ fyy (a, b) (y - b) 2] + .... 
Finalmente, haciendo a = b = O, obtenernos el siguiente des

arrollo que corresponde a la serie de Maclaurin, (A) del Artícu
lo 194, 

(J) f(x, y) = feO, O) + fx (O, O) x + fy (O, O) Y 

1 + I~ - [fu (O, O) X2 + 2 fxy (0, O) xy 

+fyy (o, 0)y2] + .... 
El segundo miembro de (J) puede escribirse como la serie infinita 

(4 ) 

en donde 
V o = f (O, O), 

Ul = fx (O, O) x + fu (O, O) y, 

U2 = f xx (O. O) X2 + 2 fxv (O, O) xy + fyy (O, O) y2 , 

etc . 

Los términos de (4) son polinomios homogéneos en (x, y). El 
grado de cada uno es igual al subíndic~. Es decir, mediante la 
fórmula (J) la función queda desarrollada en una suma de polinomios 
homogéneos en (x, y) y de grado ascendente. Análogamente, en (1) 
los términos del desarrollo son polinomios homogéneos en 

(x - a, y - b). 

La fórmula (I) se llama desarrollo de f (x, y) en el punto (a, b) . 
Debe recurrirse a tratados más adelantados para la resolución del 

problema de determinar los valores de (x, y) p:l ra los que los des
arrollos (l) y (J) son aplicables. 
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Limitando la serie (4) en cualquier término, se obtiene una
fórmula aproximada para f (x, y) con respecto a valores próximos
a (a, b) o (O, O). Compárese con lo dicho en el Artículo 200.

EJEMPLO. Desarrollar la función

x q? + sen xy

en el punto (l. Yz rr ) hasta términos de tercer grado.

Solución. Aquí
a = l. b = Yz re,

f (x. y) = xy2 + sen x u .

f,,(x. y) = y2 + Y cos x q,

f,,(x. y) = 2 xy + x cos x u ,

fu (x. y) = - y2 se n x q,

(XI/(X. y) = 2 y + cos x u - xy se n x u ,

fyv(x. y) = 2 x - x2 sen xy.

Sustituyendo x = 1. y = 76: rt, los resultados son

f (1. 76: zt) = !;,í 1t2 + 1.

f", (1. 76: 1t) = !;,í 1t2.

f¡¡ (1. .J;;1t)=1t.

fxx (1. X n ) = - !;,í Jt2.

f :¡; (1. Yz re) = X re,

f¡¡y(1. Yz n ) = 1.

Susti tu yendo en (l). obtenemos

x u? + se n xy = 1 +!4 Jt2 + ~ 1t2(x - 1)+ Jt(y - JI:í rt)

+~[_~Jt2(x-l)2+Jt(x-l) (y-~Jt)/2 4 2

+ ( y - + 1tYJ + ....
Fácilmente se pueden deducir fórmulas para desarrollar una función de tres

variables f (x. y. z ) . Estas se dejan como problemas.

PROBLEMAS

1. De (1) del Artículo 242. demostrar que

APLICACIONE~

2. Verificar el siguien

cos x cos y

3. Desarrollar sen x s'

4. Verificar el siguien

a'" log (1 + y) = y

5. Desarrollar x3 + XI

6. Verificar el sig uier

sen (x + y) =

Verificar las siguientes f

7. eX sen y = y + )
8. eX In (1 + y) =
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2. Verifica r el siguien te desarrollo 

cos x cos y = 1 

3. Desarrollar sen x sen y en potencias de x y y. 

4. Ve rificar el siguiente desarrollo : 

aX lag (1 + y) = y + Yt (2 xy lag a - y2 + x2y log2 a 

- xy2 lag a) + 7~ y3 + .. . 
5. Desarrollar x 3 + xy2 en el p un to (l. 2). 

6. Verificar el siguiente desarrollo: 

x 3 + 3 x2y + 3 xy2 + y3 
sen (x + y) = x + y - 12 + .. . 

Verificar las siguientes fórmulas aproximadas para valores p eq ueños de x y y: 

8. eX In (1 + y) = y + xy. 
9. ~:!~ = l + Y2(x - y). 

7. eX sen y = y + xy. 
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CAPITULO XXV 

INTEGRALES MULTIPLES 

243. Integración parcial y sucesiva. Correspondiente al capítulo 
de diferenciación parcial del Cálculo diferencial, tenemos el procedi
miento inverso de integración parcial en el Cálculo integral . Como se 
puede colegir de la conexión, ( ( integración parcial " quiere decir que, 
teniendo una expresión diferencial que contiene dos o más variables 
independientes, la integramos considerando en primer lugar que una 
sola de ellas varía, y que todas las otras son constantes . Entonces 
integramos el resultado dejando variar alguna otra de las variables y 
manteniendo las otras como constantes, y así sucesivamente. Tales 
integrales se llaman dobles, triples, etc. según el número de variables, 
y, en general, integrales múltiples. 

En la resolución de este problema no hay nada nuevo excep
to que la constante de integración tiene una forma nueva. Ilus
traremos esto por medio de ejemplos . Supongamos que deseamos 
hallar u dado 

Integrando con respecto a x, considerando y como constante, 
cenemos 

u = X2 + xy + 3 x + 1> , 

en donde 1> representa la constante de integración . Pero, puesto 
que durante e s t a integración y se consideró como constante, 1> 
puede contener y. Indicaremos que 1> depende de y, reemplazan
do 1> por el símbolo 1> (y). En consecuencia, la forma más general 
de u es 

ti. = X2 + xy + 3 x + 1> (y) . 
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Otro problema: hallar 

u = S S CX2 + y2 )dy dx. 

Esto quiere decir que deseamos hallar u, dado 

Integrando en primer lugar con respecto a y, considerando x como 
constante, obtenemos 

en donde '\jJ(x) es una función arbitraria de x . 
Integrando ahora este resultado con respecto a x, considerando y 

como constante, tenemos 

en donde 1> (y) es una función arbitraria de y, y 

244. Integral doble definida. Interpretación geométrica. S e a 
f (x, y) . una función continua y uniforme de x y y. Geométrica
mente. 

(1 ) z = f(x, y) 

es la ecuación de una superficie, tal como KL (fig . 218). Conside
remos un recinto S en el plano XOY, y construyamos sobre S 
como base el cilindro recto cuyas generatrices son paralelas a OZ. 
Este cilindro determina sobre KL el recinto S'. Tratemos ahora de 
hallar el volumen V del sólido limitado por S, S, y la superficie 
cilíndrica. Para ello procederemos como sigue: 

A distancias iguales ( = ~x) en el recinto S tracemos una serie 
de rectas paralelas a OY, y después una segunda serie de rectas 
paralelas a OX a distancias iguales (= ~y). Por estas rectas ha
gamos pasar planos paralelos a YOZ y XOZ, respectivamente. 
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Entonces tenemos dentro de los recint.os S y S I una red de lineas, 
tal como se indica en la figura; la red de S se compone de rectán
gulos, cada uno de área LlX Lly. Esta construcción divide el cilindro 
en varias columnas verticales, como MNPQ, cuyas bases superiores e 
inferiores son porciones correspondientes de las redes en S' y S, 
respectivamente. Puesto que las bases superiores de estas columnas 
son curvas, por supuesto que no podemos calcular directamente el 
volumen de las columnas. Reemplacemos estas columnas por prismas 
cuyas bases se hallan así: cada columna se corta por un plano 
paralelo a XOY que pasa por aquel vértice de la base superior de la 
columna para el que los valores numéricos de x y y son mínimos . 

----L 

G 

Fig. 218 

Así la columna MNPQ se reemplaza por el prisma recto MNPR, 
cuya base superior est.á en un plano paralelo al plano XOY, tra
zado por P. 

Si las coordenadas en P son x, y, z, entonces MP = z = j(x, y), 
y, en consecuencia: 

(2) Volumen de MNPR = j(x, y)LlY LlX. 

Si calculamos el volumen de cada uno de los otros prismas que se 
han formado de la misma manera, reemplazando x y y en (2) por los 
valores correspondientes, obtenemos un volumen V I aproximadamente 
igual a V; es decir, 

(3 ) V' = L. L. j (x, y) LlY !'!x , 
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en donde el doble signo de 8uma L L indica que en la cantidad que 

debe sumarse, hay que tener en cuenta valores de dos variables x, y. 
Si ahora aumentamos indefinidamente el número de divisiones 

de la red en S, haciendo disminuir indefinidamente Llx y Lly, y si en 
cada caso calculamos la suma doble (3), entonces, evidentemente, 
V I tenderá hacia V como límite. De aquí el resultado fundamental 

(4) V = lím L L j (x, y) Lly Llx. 
L'.z--¿O 
L'.y --¿O 

Ahora demost.raremos que este límite puede hallarse por integración 
sucesiva. 

El volumen pedido puede hallarse como sigue: 
Considérese cualquiera de las rebanadas en las que el sólido queda 

dividido por dos planos sucesivos paralelos a YOZ; por ejemplo, 
aquella cuyas caras son F 1 HG y JT L I K l. El espesor de esta reba
nada es Llx. Ahora bien, los valores de z a lo largo de la curva HI 
se encuentran haciendo x = OD en la ecuación z = j (x, y). Esto 
equivale a decir que '1 lo largo de HI es 

z = jCOD,y). 

Luego i
D G 

Area FIHG = j(OD, y) dy. 
DI' 

El volumen de la rebanada que consideramos es, aproximadamen-· 
te , igual al de un prisma de base FIGH y altura Llx, es decir , 
igual a 

i
DG 

Llx· área FIHG = Llx j(OD, y) dy. 
})I' 

Evidentemente, el volumen pedido de todo el sólido es el límite de 
la ~uma de todos los prismas construí dos de igual manera, va riando 
x(= OD) de OA a OB; es decir, 

(5 ) i 08 fIJG 
V = dx . j(x, y)dy. 

011 DI-' 

De la misma manera puede demostrarse que 

(6 ) S()V fEU 
V = dy j(x, y)dx . 

oc EH' 
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Los integrales (5) Y (6) se escriben igualmente en la forma más 
abreviada 

1,:JB fD:G 
f (x, y) dy dx y fo;¡' fE~~ f (x, y)dx dy. 

En (5) los límites DF y DG son funciones de x, puesto que se 
hallan resolviendo con respecto a y la ecuación de la curva que limita 
la base del sólido. De la misma manera, en (6) los lími tes EW y E U 
son fun ciones de y. 

Ahora bien, la comparación de (4), (5) Y (6) da el resultado 

(A) V= lím LLf(x,Y}I1Y.l1x= (aIsulf(x,Y}dYdX 
6 r-70 J a o u o 
~-70 - -

= (b l [Vlf(X, y) dx dy, 
J b2 JV2 

en donde, en general, VI Y V2 son funciones de y, y Ul y U2 funcio
nes de x. En cada caso el segundo signo integral se aplica a la primera 
diferencial. 

La ecuación (A) es una extensión del teorema fundamental del Ar
tículo 156 relativo a las sumas dobles. 

N uestro resultado puede enunciarse en la siguiente forma: 

La integral doble defin ida 

(al [UI f(x, y) dy dx 
Ja2 J U2 

puede interpretarse como porción de.l volumen de un cilindro recto limi·· 
tado por el plano XOY y la superficie 

z = f(x, y), 

siendo la base del cilindro el recinto en el plano XOY limitado por las 
curvas 

y = Ul, Y = Ut, X = a l, x = a2 . 

Una proposición semejante es cierta para la segunda integral . 
Es instructivo considerar de la siguiente manera el procedimiento 

anterior de hallar el volumen del sólido. Considérese como un ele
men to de volumen una columna de base rectangular dy dx y de 
altura z. Al sumar todos los elementos de esta clase desde y = DF 
hasta y = DG , siendo x entretanto constante (d igamos = OD), se 
encuentra el volumen de. una delgada rebanada que t iene FG H l como 
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una cara . Entonces el volumen de todo el sólido se halla sumando 
todas estas rebanadas desde x = OA hasta x = OB. 

En una integración sucesiva que implica dos variables, el orden de 
integración representa que los extremos que se escriben en el sig:po 
integral de la derecha corresponden a la variable cuya diferencial se 
escribe primero, escribiéndose en orden inverso las diferenciales de las 
variables y sus limites correspondientes. 

Antes que el estudiante intente aplicar la integración sucesiva a los 
problemas prácticos, es mejor que adquiera por medio de ejercIcIOs 
alguna facilidad en determinar los valores de integrales múltiples 
definidas. 

EJEMPLO l. Hallar el valo r de la integral doble definida 

Solución. 

f af"a2
-

X2 

O O (x+y)dydx. 

f a f "a2 
- 2

2 

O O (x+yjdydx 

f a [f"~ ] = O O (x + y)dy dx 

-f a [ y 2 J ..,¡-¡;z=-;¡2 
- O x y + "2 O dx 

= f oa (x vi a" _ x2 + a
2 

~ x
2

) dx 

2 a3 

-3- z 

Interpretando geométricamente este re
sultado. h emos determinado el vo lumen 
del sólido de forma ci líndri ca (fíg. 219) 
cuya base es OAB y limitado en su parte 
superior por el plano z = x + y. 

La base del sólido está en el plano 
X O Y. y está limitada por los ex tre
mos de y: 

y = O (recta OB) 

y = ~(cuadrante del círculo AB) Fig. 219 

y x = O (recta OA) t . 
x = a (recta BE) \ seg un los extre mo s de x • 

.. f2bf" 7a 2 b3 
EJEMPLO 2. Ven bcar (a - y) X2 dy dx = _-o 

b O 6 

Solución. y) x 2 dy d x = ay - _ X2 d x f 2bf(((a - f2 b[ y2J" 
b o b 2 O 

f 20 a2 _ 7 a2 b 3 

= I1 T X2 dx - -6-' 
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EJEMPLO 3. V if i f"f ~ 2a3
en rca r - x d u dx =-.

O -~ 3

Solución. faf -Va2_x2 d d fa [ ] -V,,2_x2 d
O _ -V a2 _ x2 X y X = O x y _ -V a2 _ "," X

=f"2xVa2-x2dx
O

[
2 ( )3~] a 2= - T a2 - x2

I O = T a3
.

En una integración sucesiva que implica tres variables, el orden de
integración se representa de la misma manera que para dos variables;
es decir, el orden de los extremos que se escriben en los signos inte-
grales , leyendo de derecha a izquierda, es el mismo que el orden de
las variables correspondientes cuyas diferenciales se leen de izquierda a
derecha.

EJEMPLO 4. f 3 f 2 f 5 35Verificar xy2 d z dy d x = -.
2 1 2 2

3f2f3 f3f2[f5 ]f x u? dz d q d x = X~!2dz d u dx
2 1 2 2 1 2

3f?[ ]'=f - xy2 Z v d u dx
2 1 ~

r.r.=3
21

-xy2dljdx

3 [2 ]= 3 f
2

f
l

xlj2dy dx

f3[Xlj3J2
= 3 2 3 1 d x

En los problemas 1 a 10 de la siguiente lista, debe describirse el
sólido cuyo volumen es igual al valor de la integral.

PROBLEMAS

Calcular el valor de las siguientes integrales definidas.

flf2 f"fVx 2 %lo (x+2)e/¡¡dx = 5. 3. d u d x = -Q

O O O u 3
1!...

f4fx 32 4. f
1
'2 f02 72. lj dlj dx = 3' lj dx d u = -.

o u . 6

INTE

5. f 2 fx2 16y dy d x = -.
O O 5

6. f2 fy2 (x+2y)dxd~
1 v

7. f-I f2Y 1xy dx dy = -
O v+1 2·

1lo fa f a (>2 se
b P

12. f" faco'9Q
O O

13. f rr f"(I+cos

O o

rr-
14. f: faacos 9 o

15. fa fb r:
b O a

16. r. rr-O O O

f1 fl fl17.
O y2 O

18. flfl-xf
O O

19. f2f=fxV
1 O O

f 1 J' x f x-t2().
O O O

245. Valor de una inte
En el articulo anterior la
volumen. Esto no signific
sea un volumen; en efec
depende de la naturaleza d
Si x, y, z son las coordei
el resultado es efectivarne:
doble definida en cuestión
riamente el concepto georm
ble z no aparece explícita
podemos limitamos al plan
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5. f 2 fX
2 

y dy dx = ~. 
O O 5 

8. f I fx
2 

(x + y) dy dx = l . 
-1 O 5 

6. Y (x+ 2y)dxdy =-. f 2 f 2 143 
1 v 30 

9. f 2 f x (X 2 + y2) dy dx =~. 
O O 3 

7. f -1 
f 2 V xy dx dy = .!.!.. 

O v+ l 24 f 
I fx 2 JI.. 1 10. exd ydx = - . 

O O 2 

11. f a f "Q2 sen O d8 dQ = l (a 3 - b 3 ) (cos (3 - cos a) . 
b fJ 3 

f " f aco. 8 1 12 . QsenlJdQd8=_a2. 
O O 3 

f
"f a(\+coS OJ 2 Od d"- 4 3 13. Q se n Q u - - a . 
O o 3 

" 
14. f2 f a Q< dQ d8 = (n: - ~)~ . 

O a cos 8 15 10 

15. f
a fbf 2a 1 x 2y2z dz dy dx = _ a2b 3 (a3 - b 3 ) . 

b O a 6 

16. f
afXf!1 1 x 3 y2z dz dy dx = _ a9 • 

O O O 90 

17. fOI fyl2 fOI - X X dz dx dy =~ . 

18 . f 1 f I - x f I - y 2 Z d z d y d x = 6Q!..! . 

O O O 

19. .. --- d y dx dz = -n:. f 
2 f .. f x v¡ ( X ) 1 

I O O X2 + y2 2 

20 . f I j' x f X+V ez+v+': dz dy dx = 1.. e4 - ~ e2 + e -.2.. 
O O O 8 4 8 

245. Valor de una integral doble definida extendida a una región S. 
En el artículo anterior la integral doble definida apareció como un 
volumen. Esto no significa necesariamente que toda in tegral doble 
sea un volumen; en efecto , la interpretación física del resultado 
depende de la naturaleza de las magnitudes representadas por x, y, z. 
Si x, y, z son las coordenadas de un punto en el espacio, entonces 
el resultado es efectivamente un volumen. A fin de dar a la integral 
doble definida en cuestión una interpretación que no implique necesa
riamente el concepto geométrico de volumen, observemos que la varia
ble z no aparece explícitamente en la integral, y que, por tanto, 
podemos limi tarnos al plano XOY. De hecho, consideremos solamente 
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una región S (fig, 220) en el plano XOY y una función dada f(x, y), 
Dentro de esa región constrúyanse elementos de área rectangulares, 

yo 

K-+-+-+-+S 

( x,Y)-Ftx-l--MI'" 

trazando una red de paralelas como 
indicamos en el Artículo 244, Elíjase 
un punto (x, y) del elemento de área 
rectangular ~x ~y, dentro del rectdngulo 
o sobre su perímetro. Fórmese el pro
ducto 

f (x, y) ~x ~y , 

I 
y productos semejantes para todos los 

IO'it----...i....----x otros elementos rectangulares, Súmense 
estos productos, El resultado es 

Fig, 220 L. L.f(x, y) ~x ~y, 
Finalmente o hagamos que ~X--70 y ~y--70, 

Escribimos el resultado en la forma 

(1) 6!í~0 L. L. f (x, y) ~x ~y = f f f (x, y) dx dy, 
6y --70 S 

Y lo llamamos la 1'ntegral doble de la función f (x, y) extendida a la 
región S, 

Según (A) el valor del primel' miembro de (1) se encontró por 
integración sucesiva cuando f (x, y) no tenía valores negativos para la 
región S, Sin embargo, el razonamiento del Artículo 244 será válido 
si la porción S I de la superficie z = f (x, y) está debajo del pla
no XOY, Entopces el límite de la suma doble será el volumen con 
signo negativo, Las integrales en (A) darán el mismo número nega
tivo, Finalmente, si f (x, y) es positiva para algunos puntos de S y 
negativa para otros, podemos dividir S en subregiones en las que 
f (x, y) sea o siempre positiva o siempre negativa , El razonamiento 
será válido para cada subregión, y en consecuencia para la región 
total S, De aquí la siguiente conclusión: en todos los casos el valor 
de la integral doble en (1) puede determinarse por integración sucesiva , 

Queda por explicar el método de determinar los extremos de la 
integración, Esto se hace en el siguiente artículo, 

246. Area de una superficie plana como integral doble definida: 
coordenadas rectangulares. El problema de las áreas de superficies 
planas se ha resuelto por integración simple en el Artículo 145, 
El estudio relativo al cálculo de áreas mediante las integrales dobles 
es útil principalmente porque aclara la manera cómo se determinan 

http://carlos2524.jimdo.com/



INTEGRALES MUL TIPLES 6 1 1 

los extremos o limites de las integrales en el problema general del 
Artículo 245. Para cllo procedamos como sigue: 

Tracemos una red de rectángulos como antes. Entonces, en la 
figura, tenemos: 

(1 ) Elemento de área = ~x ~y . 

Evidentemente, si A es el área entera de la región S, según (1) 
del Articulo 245, es 

(B) A = lím L L~X ~y = ffdX dy. 
8"---70 
811---70 S 

Aplicando el resultado enunciado en el Artículo 245, podemos 
decir: 

El área de una regi6n cualquiera es el valor de la integral doble de 
la funci6n f (x, y) = 1 extendida a esa regi6n. 

O también: El área es igual, en valor absoluto, al volumen de un 
cilindro recto de altura 1·gual a la unidad levantada sobre la base S. 
(Articulo 244. ) 

Los ejemplos siguientes muestran cómo se hallan los extremos de la 
integración. 

EJEMPLO 1. Calcular el área de la porClOn de superficie situada arriba 
de OX y limitada por la parábola semicúbica y2 = x 3 y la recta y = x. 

Solución. El orden de integración se indica 
en la figura 221. Hay que integrar. en primer 
lugar. con respecto a x. Es decir. hay que sumar 
los elementos dx dy en una tira horizontal. 
Entonces tenemos 

r AC dx dy = dy r AC dx 

J AB J AH 

= área de una tira horizontal de 
altura dy. 

Después. hay que integrar este resultado con 
respecto a y. Esto corresponde a sumar todas 
las tiras horizontales. De esta manera obtenemos 

l OD'S AC A = dx dy. 
o AB 

Fig. 221 

Los extremos AB y AC se encuentran despejando x de cada una de las ecua
ciones de las curvas que limitan la superficie. Así. de la ecuación de la recta 
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se deduce x = AB = y: y de la ec uación de la cur va se obtiene x = Ae = y%. 
A fin de determinar OD. se resuelve el sistema formado por las dos ecuacio nes 
para obtener el punto de intersección E. Esto da el p un to (l. 1): lue go 
OD = 1. Por ta nt o. 

A i 1S l17:í 
dx dy 

O Y 

= i l (y% - y ) dy 

3 
2 10 

Podemos tambi én empezar po r su mar los elementos dx dy en una tira ve rri
cal. y después sum a r estas tiras. Ento n ces tendremos: 

(1 31 1 2 
dy dx = J O ex - xf2) dx = '2 - "5 = 10' 

En este ejemplo se puede eleg ir uno u otro orden de in tegrac ió n . Esto no es 
siempre cierro. como lo mue Slra el siguiente ejemp lo: 

EJEMPLO 2. Hall a r el á rea de la supe rficie situada en el primer cuadra nt e y 

limit ada po r el eje de las x y las cur vas X2 + y2 = 10. y2 = 9 x. 

y 

F ig. 222 

S olución . Aquí integraremos en primer 
lugar con respecto a x para cubrir una tira 
horizontal : es dec ir . desde la parábola hasta 
el círc u lo. E n to nces tene mos . para toda el 
área. 

A = ( 3 (Hl
dxdy

. 

J o JHG 
p ues to que el punto de intersección S es 
(1. 3). A fin de hallar HG. despeja remos x 

de y2 = 9 x . Entonces 

x 

A fin de hallar HI. resolveremos X2 + y2 
co n tr amo s 

JO co n respecto a x. E n-

x = HI + V 10 - y2 . 
Luego 

A= ( 3 (V~0-V2dXdY= [f"¡lO_y2+5a rcsen y -b Y3 J3=6.75. 
Jo J }~ y - vi 10 O 
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Si integ ramos en primer lugar con res pecto a y. empleando tiras verticales. 
se nec es ita n dos integrales. Entonces 

A ili 3~XdYdX 

+ S~lO So ~10 - L2 dy dx = 6.75. 

El orde n de integración debe ser t al que el área 
se da por una sola integral, s i esto es posible. 

Los ejemplos anteriores muestran que 
hacemos 

y 

F ig. 223 

A = f f dx dy o A = f f dy dx 

según la naturaleza de las curvas que limitan la superficie . Las 
figuras 224 y 225 ilustran de una manera general la diferencia de 
procedimientos de suma que las dos integrales indican. 

r 

--~o~-----------------x --~o~---------------x 

F ig. 224 Fig. 225 

PROBLEMAS 

1. Hallar. por integración dobl e, el área de la superficie limitada por las 
dos parábo las 3 y2 = 25 x y 5 X2 = 9 y . a) integra ndo en p rime r lu g ar con 
respecto a y; b) in tegrando en pri!)1er lugar con respe cto a x. 

Sol. a) 

~25 '" 
( 3 ( -3-d Y d x = 5; 

Jo J 5",2 
~ b) ( 5 ( -5-

dXdy
=5. 

Jo J~ 
25 

Calcular por integraci ó n dob le el área finita de la superficie limitada por cada 
uno de los sigu ien tes pares de curvas: 

2. Y = 4 x - x 2 , y = x. So l. 4 Y2. 

3. y2 = 4 x, 2 x - y = 4. 9. 
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4. Y = X2. 2x - y+3 = O.

5. y2 = 2 X. x2 = 6 y.

6. y2 = 4 x , x = l2+2y-y2.

7. y2 = 2 X. x2 + y2 = 4 x .

8. y2=9+x. y2 = 9 - 3 x .

9. (x2 + 4 a2) y = 8 a3, 2 y = x. x = O.

Sol. 3%.

4.

409%5'

Jt - %.

48.

a2(Jt - 1).

7~a2
•

7~2( 16 - 3 n) a2•

16.

10. xYz + yYz = aYz, x+y = a.
11. x% + y% = a%, x+y = a.

12. y = x3 - 2 x, y =6 x - x3•

13. x =6 y- y2, Y = x. 16. X2+y2=25, 27y2=16x3.

14, 4 y2 = x3, y = x . 17. (2a - X)y2 = x3, y2 = ax.

15. y2=x+4, y2=4-2x. 18. x2 - y2 = 14, x2 + y2 = 36.

247. Volumen bajo una superficie. En el Articulo 244 hemos
estudiado el volumen de un sólido limitado por una superficie

(1) z = f (x, y),

el plano XOY y un cilindro. Las generatrices del cilindro eran parale-
las a OZ, y su base era una región S en el plano XOY. El volumen
de este sólido es, según lA),

(2) v = S S z dx dy =S S f (x, y) dx dy.

S S
El orden de integración y los extremos de las integrales son los

mismos que para el área de la región S. El volumen de un sólido de
este tipo es el "volumen bajo la superficie (1)". El problema aná-
logo para el plano, "área bajo una curva", se ha tratado en el
Capítulo XIV. Como caso especial, el volumen puede estar limitado
enteramente por la superficie y el plano XOY.

Obsérvese que el elemento de volumen en (2) es un prisma recto de
base dx dy y altura z.

EJ EMPLO 1. Hallar el vol urnen limitado por el paraboloide elíptico

(3) 4 z = 16 - 4 x! - y2

y el plano XOY.

INTI

Solución. Despejando z

(4)

Haciendo z = O. resulta

(5)

que es la ecuación de la curv
según (2), empleando el valo

z

8~--
Y

Fig. 226

EJEMPLO 2. Hallar el ve
re v o l ución

(7)

el plano XOY y el cilindro

(8)

Solución. Despejando z
de la base del cilindro (8) en'

Para el área ONA (fig. 2;
y de (8) l; y OA = 2 a. E!
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Solución. Despejando z de (3). obtenemos 

(4) 

Haciendo z = O. resulta 

(5) 4 x2 + y2 = 16. 

que es la ecuaClon de la curva de la base del sólido en e! plano XOY. Luego. 
según (2). empleando el valor z en (4). 

r 2 r 2 v 4 - ,,> 1) 
(6) V = 4 Jo Jo ( 4 - X 2 - "4 y2 dy dx = 16 it. 

z 

Fig. 226 

Los extremos de las integrales se to
man para e! área OAB de la elipse (5) 
que está en el primer cuadrante. 

k----.."B 

x 

Fig. 227 

EJEMPLO 2. Hallar el volumen del sólido limitado por el paraboloide de 
revol ución 

(7) az. 

el plano XOY y el cilindro 

(8) X2 + y2 = 2 ax. 

Solución. Despejando z de (7). Y determinando los extremos para el área 
de la base de! cilindro (8) en el plano XOY. obtenemos. empleando (2). 

V = 2 ---y- dy dx = -ita3 50 
2a50 V2ax - x 2 

X2 + 2 3 

O o a' 2 

Para el área ON A (f ig. 227). M N = V 2 ax - x2 [obtenida despejandd 
y de (8) l; y OA = 2 a. Estos son los extremos. 
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PROBLEMAS 

1. Hallar el volumen bajo la superficie z = 4 - X2. arriba del plano 
z = O y limitado por la curva y2 = 4 x. 

Sol. V = 2 So 2i 2Vx (4 - x2) dy dx = 17.24. 

2. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano x + z = 2. 
arriba de z = O y adentro de X2 + y" = 4. 

'S2iV~ Sol. V=2 (2 - x)dydx= 8 ¡¡. 
-2 O 

3. Hallar el v olumen limitado por el plano.!... + J{ + ~ = 
a b e 

coordenados. 

y 10s planos 

Sol. }~ abe. 

4. Hallar el vo lumen limitado arriba por x + z = 4. abajo por z = O y 
lateralmente por y2 = 4 x. Sol. 5¡~;5. 

5. Hallar el vo lumen del sólido limitado arriba por y2 

por z = O. y dentro de X2 + y2 = a2 • 

a 2 - az y abajo 
Sol. %1(a 3 • 

6. Hallar el v.olumen comprendido debajo del paraboloide elíptico 

z = I _ ~ X2 _ 1 2 
4 '9 y 

y arriba de z = O. Sol. 3 ¡¡. 

7. Hallar el volumen del espac io comprendido debajo del plano 

x + y + z = 8. 

arriba de z = O y entre los planos x + 2 y = 8. x - 2 y = 8. So/. 170 %. 

8. Hallar el volumen limitado por la superficie cilíndrica X 2 + az = a2 y 
los planos x + y = a. y = O. z = O. Sol. % a~. 

9. Un sólido está limitado por las superficies y2 + Z2 = 4 ax. x = 3 a. 
y situado en el interior de y2 = ax. Hallar el v olumen. 

10. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de la superficie 
cilíndrica y2 = a 2 - az. arriba de z = O y dentro de la superficie cilíndrica 
x2 + y2 = ax. Sol. 1%. ¡¡a3. 

11. Hallar el vol umen del espacio comprendido debajo de z = 2 x + a. 
arriba de z = O y dentro de x2 + y2 = 2 ax. Sol. 3 ¡¡a 3 • 

12. Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de y2 + z = 4. 
arriba de z = O y dentro de las superficies cilíndricas y2 - 2 x = O. y2 = 8 - 2 x. 

Sol. 51%5' 
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13. Un sól ido está limitado por el paraboloide X2 + y2 = az, la superficie 
cilíndrica y2 = a 2 - ax y los planos x = O, z = O. Hallar el volume n . 

14 . Hallar el volumen del espacio comprendido debajo de 

4 z = 16 - 4 X2 - y2, 

arriba de z = O y dentro de X2 + y2 = 2 x. 

Sol. y¡ a3 • 

Sol. 4%6 n. 

15. Los ejes de dos superficies cilíndricas de rev olución se cortan en ángulo 
recto. Sus radios son iguales (= r). Hallar el vo lumen común. Sol. 1% r3. 

16. Hallar el vo lum en de la sup erficie cerrada x % + y% + z % = a%. (Su 
interse cc ió n con cada plano coord enado es la astroide , C ap. XXVI.) 

Sol. %snal . 

17 . Hallar el v olumen común a y2 + Z2 = 4 ax y X2 + y2 = 2 ax. 

Sol. (2n+ 1%)a3. 

248. Instrucciones para establecer, en la práctica, una integral 
doble. Ahora enunciaremos una regla para llegar a establecer la inte
gral doble que dará una magnitud buscada. Veremos algunas apli
ciones en los artículos siguientes. La regla correspondiente para la 
integración simple se ha dado en el Artículo 156 . 

PRIMER PASO. Se trazan las curvas que limitan la región en cuestión. 

SEGUNDO PASO. En un punto cualquiera P (x, y) dentro del recinto 
se construye el elemento de área rectangular ~x ~y . 

T E RCER PASO. Se determina la función f (x, y) por la cual ~x ~y 
debe multiplicarse para dar la magnitud buscada asociada al elemento de 
área rectangular. 

CUARTO PASO. La integral que se busca es 

SSf(x,y)dXdy 

extendida a la región dada. El orden de integración y los extremos de las 
integrales se determinan como para calcular el área misma. 

249. Momento de una superficie y centros de gravedad. Este pro
blema se ha tratado en el Artículo 177 por integración simple. Muchas 
veces conviene más la integración doble. 

Seguiremos la regla del Artículo 248. Los momentos de una super
ficie para el elemento rectangular del área son respectivamente 

x ~x ~y, con respecto a OY, 
y ~x ~'J, con respecto a OX. 
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Luego para la superficie entera, empleando la notación del Artícu-
lo 177 , tenemos

(e) M" = S S y dx dy, My = S S x dx dy.

El centro de gravedad de la superficie se da por

(D) -- Myx=--
área'

- Mx
y = área·

En (e) las integrales dan los valores de las integrales dobles de las
funciones

f (z , y) = y y f (x, y) = x,

respectivamente, extendidas al área dada. (Art. 245.)
Para una superficie limitada por una curva, el eje de las x y dos

ordenadas (el "área bajo la curva' '), deducimos de (e)

M:¡;=i bSo Yy dy dx = Y2i by2 dx,

M y =i bSo yz dy dx = i bxy dx.

Estas ecuaciones están de acuerdo con (2) del Artículo 177. Obsér-
vese que y en (1) es la ordenada de un punto de la curva, y su valor
en función de x debe hallarse de la ecuación de la curva y sustituirse
en el integrando antes de integrar.

(1)

y

/ ...•., ....•..
"\

\ s
--~,!!!~~ J

"- J.....

--~~---------x

0\'

o x

Fíg. 228 Fig. 229

EJEMPLO. Hallar el centro de gravedad de la superficie situada en el primer
cuadrante y limitada por la parábola serni cúb ioa y2 = x3 y la recta y = x ,

Solución. El orden y los extremos de la integración se han hallado en el
ejemplo I del Artículo 246.

INTE

Luego. empleando (e),

-i1fY%M:¡; - y
o 11

-i1fY%My- x
o 11

Puesto que

tenemos, según (D), x = !Q
21

250. Teorema de Papp
gravedad y el volumen de
siguien te teorema:

Si un recinto plano gira
lo corta, el volumen del sólí
producto del drea del recinto
cribe su centro de gravedad.

Demostración. Hagamo
to S (fig. 228). El elemenl
en P (x, y) engendrará un (

Descomponiendo en fact

Ahora bien, en (1), A
"interior al rectángulo PQ o
es un punto del contorno
Entonces Ll V tiene la form
lo 245, Y (e)

(1 ) V:¡; = 2 Jt I
v

Por último, empleando

(2)

en donde A es el área de
producto del área por la I
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Luego . empl ea ndo (e), 

11f 1l% li1 I 
M 11 = xdxdy="[ (y % -y2)dY=21' 

o 11 o 

Puesto que 

tenemos, según ( D ), 

A = área = ~ 
lO' 

x = !Q = 0.48, Y = 2. = 0.42. 
21 12 

619 

250. Teorema de Pappus. Una relación útil entre el centro de 
gravedad y el volumen de un sólido de revolución se expresa en el 
siguiente teorema: 

Si un recinto plano gira alrededor de un eje situado en su plano y no 
lo corta, el volumen del sólido de revolución así engendrado es igual al 
producto del área del recinto por la longitud de la circunferencia que des-o 
cribe su centro de gravedad. 

Demostración. Hagamos gira r alrededor del C'j e de las x el recin
to S (fig . 228 ). El elemento de área rec cangular dent ro de la región S 
en P (x, y) engendrará un cilindro circular hueco cuyo volumen /1 V es 

Descomponiendo en factores y simplificando, obtenemos 

/1 V = 2 n: (y + 72 /1y) /1 x /1y. 

Ahora bien, en (1), Art . 245, (x, y) en f (x, y) es un punto 
"interior al rectángulo PQ o sobre su contorno' '. Pero (x, y + 72 /1 y) 
es un punto del contorno de PQ . Por tanto, sea f (x, y) = 2 n:y . 
Entonces /1 V tiene la forma f (x, y) /1x /1y, y según (1), Artícu
lo 245 , Y (e) 

(1 ) V", = 2 n: f f y /1x /1y = 2 n: M z . 

s 
Por último, empleando (D), obtenemos 

(2) Vx = 2 n:Y· A, 

en donde A es el área del recinto S . El segundo miembro es el 
producto del área por la circunferencia que describe su centro de 
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gravedad. Por tanto, el teorema queda demostrado, y podemos
escribir:

(3) V = 2 ny . A .

Si se conocen dos de las cantidades V, y, A, la otra puede
hallarse por medio de la fórmula (3).

EJEMPLO. Hallar. por el teorema de Pappus. el centro de gravedad del
trapecio OM P B de la figura 230.

Solución. El área OMPB = Yz (3 + 5)8 = 32. Haciendo girar la figura
alrededor de OX. el sólido que se forma es un
tronco de cono de revolución. Luego según (12).
Artículo 1. puesto que a = 8. R = 5. t = 3.
resulta:

B V" = ~ (25 + 9 + 15)
392

5 3
= -3-n.

J Luego. según (3).
O 8 M

X

Fig. 230
Y = V", = 392 = 2.0~.

2 nA 192

Haciendo girar la figura alrededor de OY. el volumen que se engendra es la
diferencia entre los volúmenes del cilindro engendrado por OCPM y del cono
engendrado por el triángulo BCP. Por tanto.

V U = 320 n _ 128 n = 812 n.
3 3

Luego. según el teorema. x = Vy = 832 = 42-.
2 nA 192 3

El centro de gravedad es (4 %. 2.04).

PROBLEMAS

Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por cada una de las
siguientes curvas:

1. y=x3• y=4x. (Areaene\primer.cuadrante.) Sol. ('%5.6~L).

2. y=6x-x2• y=x. o~.5).

(1. %).

(1. %).

3. y=4x-x2• y=2x-3.

4. x2=4y. x-2y+4=0.

5. Y = x2• 2 x - y + 3 = O. (I.'}t).

6. !I = x2 - 2 x - 3. y = 2 x - 3. (2. -%).

lNTEGR

7. y2 = X. X + Y = 2. ~=0

8. y" = x. x+ y = 2. x

9. y3 = x2. 2 y = x.

10. 4 Y = 3 x2• 2 y2 = 9 x .

11. y2 = 2 x , y = x - x2.

12. y2 = 8 x , x+y = 6.

13. y2 = 4 X. y2 = 5 - x.

14. Y = 6 x - x2• X + Y = (

Ifi , x = 4 Y - y2. Y = x.

16. y=4x-x2• y=5-2

17. y2=4x. 2x-y=4.

18. y=x2-2x-3. y=é

19. x2+y2=1, x+y=1.

20. X2+y2=32. y2=4x.

21. y2=4x. 2x+y=4.

22. x2 + y2 - 10 x = O. X2,

23. x2=y. 2y=6x-x2.

24. x% + y% = a%. (Area e,

25. xy, + yy, = ay,. x = O.

26. Hallar el centro de graveda
dex=a(O-senO). y=a(l-

27. Empleando el teorema de
semicírculo.

28. Empleando el teorema de P
. 2 2

de superficie de la eli pse ~ +.'L ,
a2 b2
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o, y podemos

la otra puede

de gravedad de!

o girar la figura
e se forma es un
uego según (12) •
. R = 5. r = 3.

5) = 392 n,
3

Ot

se engendra es la
CPM y del cono

r cada una de las

u~.5).

(I. %) .

(1. %) .

(1. 1%).

(2. -%) .
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7. y2=x. x+y=2.!1 =0 (Primercuadrante.) Sol. ( 3%5. %.) .

(%5. 1}{o) .

(1%. 4%1) .

(J{ o. 2%0) .

( I:y\S. _17\S).

(3%. - 4).

(¡ Ys. O) .

8. lj'i. = X. X + Y = 2. x = O.

9. y3 = x2• 2 Y = x .

10. 4 y = 3 x2• 2 y2 = 9 x .

11. y2 = 2 x , y = x - x2.

12. y2 = 8 x , x+ y = 6.
13. y2 = 4 X. y2 = 5 - x.

14. Y = 6 x - x2• X + Y = 6. (%. 5).

15. x = 4 Y - y2. Y = x . ('%, %1.
16. Y = 4 x - x2• y = 5 - 2 x . (3. %).
17. y2=4x. 2x-y=4. (%. 1).

(2. 1).

(0.585.0.585) .

18. Y = x2 -2x - 3. y =6x - x2 - 3.
19. x2 + y2 = 1, x+y = 1.

20. x2 + y2 = 32. y2 = 4 x .

21. y2 = 4 x , 2 x + y = 4.

IOx=O. x2 y.

23. x2 = y. 2 Y = 6 x - x2•

(
256 a.
315 rt

256 a).
315 J't

24. x% + y% = a%. (Ar ea en el primer cuadrante.)

25. xy, + yYo = aYo. x = O. y = O.

26. Hallar el centro de gravedad de la superficie bajo una arcada de la cicloi-
de x = a (O - se n O), Y = a (1 - co s O).

Sol. (J'ta,5
6

a).

27. Empleando el teorema de Pa p p u s , hallar el centro de gravedad de un
semicírculo.

Sol. Distancia del diámetro = ±..::.
3J't

28. Empleando el teorema de Pa p p us, hallar e! centro de gravedad de la parte

de superficie de la elipse x
2 + JC. = I que está en el primer cuadrante.

a2 b2

(~.
3J't

4 b).
3J't

Sol.
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29. Empleando el teorema de Pappus , hallar el volumen del toro que se 
engendra haciendo girar el círculo (x - b) 2 + y2 = a2 (b > a) alrededor del 
eje de las y. So/. 2 n 2a2 b. 

30. Un rectán gulo gira alrededor de un eje que está en su plano y que es 
perpendicular a una di-agonal en uno de sus extremos. Hallar el vol umen del 
sólido engendrado. 

251. Centro de preslon de liquidos. El problema de calcular la 
presión de un líquido sobre una pared vertical se estudió en el Ar
tículo 179. 

Las presiones sobre los elementos rectangulares de la figura 231 
constituyen un sistema de fuerzas paralelas, puesto que son perpen-

b 

j 
Fig . 231 

diculares al plano XOY del recinto. 
La resultante de este sistema d~ fuer
zas es la presión total P del líquido, 
dada por (D), Art. 179. 

(1 ) P = W ibyx dx. 

El punto de aplicación de P se 
llama centro de presión del líquido . De
seamos hallar la coordenada x( = xo) 
de este punto . 

Con este fin emplearemos el prin
cip1·o de momentos de fuerza, que se 
puede enunciar así: 

La suma de los momentos de un sistema de fuerzas paralelas con 
respecto a un eje es igual al momento de su resultante con respecto a 
este eje . 

Ahora bien, la presión dP del líquido sobre el elemento rectangu
lar EP es, según el Artículo 179, 

(2 ) dP = Wxy tix. 

El momento de esta fuerza con respecto al eje OYes el producto 
de dP por su brazo de palanca) OE (= x), o sea, empleando (2), 

(3 ) Momento de dP = x dP = Wx%y tix. 

De esto tenemos, para el momento total de la presión distribuída 
del líquido, 

(4 ) Momento total = i b Wx2y dx. 
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Pero el momento de la presión resultante P del líquido es xoP 
Luego 

(5 ) 

Despejando 3"0 Y empleando (1), obtenemos para la profundidad 
del centro de presión, la siguiente fórmula: 

(6 ) 
Xo = i b

X2 
dA r b , 

Ja x dA 

en donde dA = elemento de área = y dx o 

En (6) el denominador es el momento de la superficie plana ABCD 
con respecto a OY (véase el Art o 177) o El numerador es una integral 
que no hemos encontrado hasta ahora o Se llama el momento de inercia 
de la superficie ABCD con respecto a OY o 

Ordinariamente se emplea la letra I para el momen to de inercia con 
respecto a un eje, y se añade un subíndice para señalar el eje o Así (6) 
se convierte en 

(7 ) Iv 
3"0 = -M o 

- v 

La notación ordinaria para el momento de inercia con respecto a un 
eje l es 

(8) 11 = Sr2 dA, 

en donde 

(9) r = distancia del elemento dA al eje l o 

El problema de este artículo es uno de los muchos que conducen a 
momentos de inercia o En el Artículo 252 se explica el cálculo de mo
mentos de inercia por integración doble y simple; también se dan 
aplicaciones o 

252. Momento de inercia de una superficie. En mecánica el mo
mento de inercia de una superficie con respecto a un eje es un concepto 
importante o Ahora vamos a explicar el cálculo de los momentos de 
inercia. Seguiremos la regla del Artículo 248 o 

http://carlos2524.jimdo.com/



624 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

Para el rectángulo elemental PQ en P (x, y) el momento de iner
cia con respecto a OX se define como 

(1) 

y con respecto al eje de las y es 

(2) X2 I1x l1y. 

Entonces, SI 1,. e Iv son los momentos de inercia correspondientes 
a la superficie entera, tenemos (compá-

y rese con (8) del Artículo 251) 

o x 

Fig. 232 

(E) Ix = f fy2dXdY, 

1 y = f f X2 dx dy. 

Los radios de giro Tx y Ty VIenen 
dados por la fórmula 

(F) rx2=~, 
area 

9 Iv r- ---
v - área' 

En (E) las funciofJes cuyas integrales se extienden a la superficie 
son f (x, y) = y2 Y f (x, y) = x2

, respectivamente. 
Las fórmulas (E) se simplifican para una superficie, "bajo una 

curva' '; es decir, una superficie limitada por una curva, el eje de 
las x y dos ordenadas. Así obtenemos 

(3 ) 
f. bi v 1 f. b Ix = y2 dy dx = "3 y3 dx, 

(t o a 

Eü estas ecuaciones y es la ordenada de un punto de la curva, y 
su valor, en función de x, se obtiene de la ecuación de la curva y se 
sustituye en el integrando. 

Las fórmulas para los momentos de inercia 1 se escriben en la 
forma 

(G) 

en donde A = área y T = radio de giro. Esta forma se obtiene des
pejando de (F) los valores de Ix e I!J. 

Dimensiones. Si la unidad lineal es 1 cm, el momento de inercia 
tiene las dimensiones cm4

• Según (F), Tx y Ty son longitudes en 
centímetros. 
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EJEMPLO l . H a ll ar Ix, Iy y los radios de giro correspo ndi en tes para la 
superf icie del ej emp lo 1 del Artículo 246. 

Solución. Empleando el mi smo orden de integració n y lo s mismos extre
mos, tenemos, segú n (E), 

Puesto que A área 

Fi g. 233 

1 
16' encontramos, seg ún (F), 

rL = 0.48. r u = 0.53. 

Fig. 234 

44' 

e 

EJEMPLO 2. Hallar Ix e I!/ para el segmento parabólico BOe en la figu
ra 234 . 

Solución . L a ecuació n de b pa rábola referida a los eje s coordenados que se 
indican es 

(1) y 2 = 2 px. 

P uesto qu e B (a . b) es un punto de la cur va . obtenemos. sustituyendo x a. 
y = b en (4). 

b2 = 2pa. 

Despejando 2 p de esta ecuación, y sustituyendo su valor en (4), obtenemos 

(5) b 2 x b xX 
1J2 = - , o sea. IJ - --a a ~ • 
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Los momentos de inercia de la superficie bajo el a r co OPB en el primer
cuadrante serán las mitades de los momentos buscados. Por tanto. empleando
(3) y sustituyendo el valor de y según (5). obtenemos

_i 3lx-15ab.

1 i a b 1 2-2 Ty = x2 y¡ xY2 dx = ya3b.
O a "

Para el área del segmento. encontramos

ia i a b 2J.- A = !J dx = -,- x>-2 dx = - ab.
2 O O a!-2 3

4
A ="3 aá.

Luego. según (F).

1T I
= A ="5 i», Ix = +Ab2•

3
ly = lAa2

•

Los resultados están en la forma (G).

En la figura 165 el eje OY está en la superficie del líquido. Si en
cualquier figura llamamos s a este eje, entonces la profundidad del
centro de presión es, según (7), Art. 251 ,

(6 )
_ .L.. _ Ts2

Xo M, - hs'

si rs = radio de giro alrededor del eje s

h., = profundidad del centro de gravedad debajo del eje s .y

EJEMPLO 3. Hallar la pro-
fundidad del centro de la presión
sobre la compuerta trapecial de la
figura 235. Compárese con el
ejemplo 2. Art. 179.

Solución. Elíjanse los e j es
OX y OY como se muestra. y
trácese una tira· elemental hori-
zontal. Sea r la distancia de esta
tira al eje s en el nivel de agua.
Entonces

Nio¡e/ del ecce

/2

\ JSC641
\--'\----+------1 ,c A.Y)

----4"------~o~------7A(~.~'".),--+x
i---- 8 ----...-.<,

Fig. 235 r = 8 - y. dA = 2 x d q .

INTEC

Luego. según (8). Art. 251.
(Art. 177). tenemos

1s =f r2 d.(7)

(8) M s =f r di

La ecuación de AB es y =
y (8) e integrando con extremo

18 = 50 \8
M s = 50 4 (6'

De aquí. según (7). Art. 25

253. Momento polar de
tángulo elemental PQ con n
origen O es el producto del
-2
OP , es decir,

Luego, según el Articulo 2
el área entera

N o obstante, podemos escrii
gundo miembro como la surr
dente que (2) es lo mismo q

(3) lo = S S x2 dx a

De aquí tenemos el siguiente

El momento de inercia de 1

suma de los momentos de inerc
las y.

http://carlos2524.jimdo.com/



n el primer
• empleando

= i. ab.
3

ido. Si en
ndidad del

el eje s.

\lar la pro-
de la presión
apecia l de J a
re se con el

se los e j e s
muestra. y

mental ho ri-
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Luego. según (8). Art. 251. y según la definición del momento de superficie
(Art. 177). tenemos

(7) 1s =f [2 dA = f (8 - y) 2 2 x d u ,

(8) M s =f r dA = f (8 - y)2 x d q,

La ecuaci on de AB es y = 2 x - 8. Despejando x , sustituyendo en (7)
y (8) e integrando con extremos y = O. y = 4. obtenemos

1 s = 50 4 (8 - y) 2 (8 + y) dy = 1429 }~.

M s = 50 4 (64 - y2) dy = 234 %.

De aquí. según (7). Art. 251. xo ~ 6.09.

253. Momento polar de inercia. El
tángulo elemental PQ con respecto al
origen O es el producto del área por
-2
OP , es decir,

momento de inercia del rec-

y .-~
'\..

O 1"'-
p.ilY J ", Vil.x

S ~1 I• """1.. ---
Luego, según el Articulo 248, para
el área entera {fj

(2) lo = f f (X2+ y2)dx dy. --;=:tC--------~x

Fig. 236
No obstante, podemos escribir el se-
gundo miembro como la suma de dos integrales. En efecto, es evi-
dente que (2) es lo mismo que

(3) lo = f f x2 dx dy +f f y2 dx dy = t.+ t..

De aquí tenemos el siguiente teorema:

El momento de inercia de una área con respecto al origen es iquol a la
suma de los momentos de inercia con respecto al eje de las x y al eje de
las y.
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PROBLEMAS

Hallar l«, l u » 11) para cada una de las figuras que se describen a co nt i-
n uación:

1. El semicírculo que está a la derecha del eje de las y y limitado por
x2 + y2 = r2.

Sol. Ar2
Ix = Iy = --.

4

2. El triángulo i s ó s c e l e s

(O, O), (h, 1), (h, -1)-'
de altura h y base a cuyos v é rt ices son

Aa2 Ah2

Sol. i, = 24' Iy = 2'

3. El triángulo rectángulo cuyos vértices son (O, O), (b, a),
Aa2

Sol. t, = 6'
(b. O),

Ab2

Iy = 2

4. . x2 y2
La e l ipse - +-- = l.

a2 b2

Ab2

Ix = 4' Aa2

11/=4'Sol.

5. La superficie del primer cuadrante limitada por y2 = 4 x , x = 4, Y = O.
16 A 4S A

Sol. i, = -5-' 11/ = -7-'

6.
x2 y2

La superficie incluida entre la elipse 9 + 4' = 1 Y la circunferencia

Sol. Ix 19 A
20'

53 A
Iy - 20'

7,
2 2 2

La superficie incluida entre las e l ip se s x6 + J:L = 1 Y x2 + JL
J <) 4

1.

Sol. 1 - 5 A
x - -Y' 19 A

Iy = ••

8. La superficie incluida entre la circunferencia x2 + y2 = 16 Y la c i rc u n-

f e r e n cia x2 + (y + 2) 2 = l.

Sol. 1 - 239 A l u = 17 A .
x --W-' 4

9, La superficie incluida entre la circunferencia x2 + y2 = 36 Y la Cl rcun-

fercncia x2 + (y + 3)2 = 4.

Sol. 7lA
L = -S-' Iy = lOA.

10, La superficie limitada por la circunferencia x2 + v? = 4 Y la elipse
x2 y2 _ S 23 A 1 53 A
36 +T6- 1. al. l « = -5-' y = -5- .

11. La superficie limitada por xYi + y%

Sol. i, 7 Aa2

Iy = ---¡;¡- .

11\

12. Hallar la profundi
guIar cuya base es horizont

13. Hallar la profundi
guIar de 2 m de ancho y I
arriba de la parte superior (

14. Hallar la profundi
que cilindrico horizontal dI
del petróleo es: a) 1m;

Sol. a) 3 ¡(

lb

254. Coordenadas pl
las curvas que limitan
polares, es necesario ha:
anteriores.

Ahora se divide la fig
Se trazan arcos circul

cia de los radios sucesivo

01

Después se trazan desde
rectas consecu tivas cual
Así, en la figura 237 el i

o,~~-----------

Fig. 237

De esta manera la fig:
porciones rectangulares,

Sea PSQR = i1A. A
de los sectores circulares

(1)
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12. Hallar la profundidad de! centro de presión sobre una compuerta trian 
gular cuya base es horizontal y al nivel de la superficie de! agua. 

13. Hallar la profundidad del centro de presión sobre una compuerta rectan
gular de 2 m de ancho y 1 m de hondo . cuando e! ni ve! de! agua está 1.25 m 
arriba de la parte superior de la compuerta. 

Sol. 1. 8 m debajo de la su perficie del agua . 

14. HJllar la profundidad del centro de presión sobre el extremo de un tan 
que cilíndrico h o ri zontal de petróleo de 2 m de diámetro cuando la profundidad 
del petróleo es: a) 1 m; b) 1. 6 m; e) 2.4 m. 

S 01. a) L~=O.59m; b) O.96maprox.; 
10 

e) 221 
140 

1. 58 m. 

254. Coordenadas polares. Area plana. Cuando las ecuaciones de 
las curvas que limitan una superficie plana se dan en coordenadas 
polares, es necesario hacer algunas modificaciones a los procedimientos 
anteriores. 

Ahora se divide la figura en porciones elementales como sigue: 
Se trazan arcos circulares con el centro común O, siendo la diferen-

cia de los radios sucesivos ~Q . Así, en la figura 237 , 

OP = Q, OS = Q + ~Q. 
Después se trazan desde O rectas tales que el ángulo formado por dos 
rectas consecutivas cualesquiera sea siempre el mismo e igual a ~(}. 

Así, en la figura 237 el ángulo E'S POR = ~(} . 

o·~~------------------

Fig . 237 Fig. 238 

De esta manera la figura quedará dividida en un gran número de 
porciones rectangulares, como PSQR (fig. 237) . 

Sea PSQR = ~A. Ahora bien, ~A es la diferencia de las áreas 
de los sectores circulares POR y SOQ. Por tanto, 

(1 ) ~A = Yz (Q + ~Q)2 ~(} - Yz 0 2 M 

= º ~º ~(} + Yz ~º2 M. 
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La función f (x, y) del Artículo 245 ha de reemplazarse por una 
función que emplee coordenadas polares. Sea ésta F (Q, ()). Enton
ces, procediendo como en el Artículo 245, elegimos un punto (Q, ()) 
de ~A, formamos el producto F (Q, ()) ~A para cada ~A dentro de 
la región S , sumamos estos productos y, finalmente, hacemos que 
~Q ----7 O Y ~() ----7 O. En el Artículo 258 se demostró que el valor 
límite de esta suma doble puede hallarse por integración sucesiva. 
Podemos, pues , escribir (compárese con (1), Art. 245) 

lím LL F(Q, (}) ~A =ffF(Q, (}) Q dQ d(}, 
6 p ----7 0 
6 0 ----7 0 S 

(2) 

Y a esta expresión la llamamos la integral doble de la función F (Q, ()) 
extendida a la región S. 

Obsérvese que en (2) el valor de ~A dado por (1) se ha reempla
zado en la integral por Q dQ d(} . 

La aplicación más sencilla de (2) es la de hallar el área de la 
región S. Entonces tenemos 

(H) A = f f Q dQ d(} = f f Q d(} dQ. 

Estas fórmulas se recuerdan fácilmente si consideramos los elemen
tos de área como rectángulos con dimensiones Q d(} Y dQ, y, por 
tanto, de área Q d(} dQ. 

Las figuras 239 y 240 ilustran de un modo general la diferencia de 
de los procedimientos indicados por las dos integrales. 

o~~~--------------~x 

Fig. 239 Fig. 240 

En la primera, puesto que dQ antecede a d(} , integramos en pri
mer lugar con respecto a Q, manteniendo () constante. Este proceso 
cubrirá la tira radial KGHL (fig. 238) . Los extremos para Q son 
Q = OG y Q = OH, que se encuentran resolviendo con respecto a Q 

en función de () la ecuación (o las ecuaciones) de la curva (o de las 
curvas) que limita la figura. De~pués integramos haciendo variar () , 
siendo los extremos () = L JOX y () = L fOX . 
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La segunda integración en (H) se ejecuta integrando con respecto 
a (J, permaneciendo O constante. Este paso cubre la tira circu
lar ABCD (fig . 237) entre dos arcos circulares consecutivos . Des
pués se integra haciendo variar o. 

Cuando la superficie está limitada por una curva y dos de sus radios 
vectores (área barrida por el radio vector), obtenemos, de la primera 
forma en (H), 

de acuerdo con (D) del Artículo 159. 
Las integrales dobles en coordenadas polares tienen una de las 

formas 

(3 ) 

o 

f f F(g, (J) O dO d(J 

f f F (O, (J) O d(J dg. 

EJEMPLO 1. Hallar los extremos para la integral doble que permite calcular 
alguna magnitud pedida relativa al área de la superficie interior a la circunferen
cia O = 2 r cos e y exterior a la circunferencia O = r (fig . 24 1) . 

Solución . Los puntos de intersección 

son A (r, -r) y B (r, -;). Emplean-

do la primera forma de (3), tendremos 
que los extremos para O son 

O = OG = r , 

O = OH = 2 r ces O; 

Jt Jt 
Y para e son "3 y - 3' Fig. 241 

EJE MPLO 2. Hallar el área de la superficie interior a la circunferen cia 
Q = 2 r cos e y exterior a la circunferencia O = r. 

Solución. Según el ejemplo anterior, tenemos 

A 53 i 2 ,. cos o S3 1 
O dO dO = -;;-

rr rr Z 
, - 3 l' -3 

(4 t 2 ces 2 0- r2 ) dB 
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255. Fórmulas que emplean coordenadas polares. No hay difi-
cultad en establecer las siguientes fórmulas:

(1) Mx =f J' g2 sen e dg de .

(2) MlI = f f g2 cos e dg de .

(3 ) Tx =f f g3 sen? e dg de.

(4 ) t, = f f g3 cos" e dg de.

(5 ) lo = f f g3 dg de .

Habrá que cambiarse el orden de las diferenciales SI se ejecuta en
primer lugar la integración con respecto a e.

EJEMPLO 1. A causa de sus importantes aplicaciones. vamos ahora a de ter-
minar los momentos de inercia de un círculo.

Sea a = el radio. Entonces. según (5). el momento polar de inercia con
respecto al centro es

(6) 11) = la[i 2rr dO] Q3dQ = n;4 = 4 aZ•

en donde A área del círculo.
Además. puesto que. por simetría. Ix =1." tenemos. según (3). Art. 253.

Estas fórmulas nos dicen: a) El momen-
x to polar de inercia de un círculo con respecto

a su centro es igual al producto de la mitad del
área por el cuadrado del radio; b) el mo-
mento polar de inercia con respecto a un diá-
metro cualquiera es igual al producto de un
cuarto del área por el cuadrado del radio.

(7) Ix = 2- 10 = ~ a2•2 4

Fig. 242

EJEMPLO 2. Hallar el centro de gravedad de un lazo de la lemniscata

Solución. Puesto que OX es un eje de simetría. tenemos !i = O.

l r J4rr r a" eos 2 6 a2 r J4rr a2

"2 A = J O J O Q dQ ae = "2 J O cos 2 e de = "4 .

INTE<

Cálculo del momento:

~ _ r Yirr r a" eos 2 6

2
My

- s. Jo
1 J:Yirr=-a3 (1-2s3 O

"r J: 1= __2 a3 (1 - z '
6 O

Luego x = ~I = i a VI = o.

Fig. 243

EJEMPLO 3. Hallar lo par
gión limi tada por la circunferen.

Q = 2 r cos O.

Solución. Sumando con res¡
los extremos de Q son cero y 2 I

rencia) .

Sumando con respecto a toda,

Por tanto. según (5).

o bien. sumando en primer
circular (como QR). tenemos

J:1>"J10 =
O

Hallar el área de cada una de l

1. In re rio r al círculo Q = %
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Cálculo del momento : 

l _ 1 x"1 a .,¡ cos 28 J 1 x" 3 1 - M y - Q 2 cos () dQ d() = -3 a 3 O (cos 2 () ) ; 2 COS () d(). 
2 O O 

= - a 3 (1 - 2 sen 2 ()) ; 2 cos O d() l 1 x" 3 1 

3 O 
seg ún (5) . Art. 2 

= ~2 a3 So 1 (1 - Z2) % d z (Si sen () = + Z\O;) = TI a 3 v2. 

Luego x = M y = .::. a v2 = 0.55 a . 
A 8 

o~--~----~+---~---+---x 

Fig. 243 

EJEMPLO 3. Hallar lo para la re
gión limitada por la circunferencia 

Q = 2 ecos (). 
Fig. 244 

Solución . Sumando con respecto a los elementos en la tira OP (fig. 244) . 
los extremos de Q son cero y 2 e cos () (o bten idos de la ec uación de l a circ unfe
rencia ) . 

lt lt Sumando con respecto a todas esas tiras. los extremos de () so n -"2 Y"2 . 

Por tanto. según (5). 

f 2 i ~,.cos8 
/ n = " Q3 dQ d() 

-- O 
2 

3 JIe' 
- 2-

o bien. sumand o en primer lugar con respecto a los elementos en una tira 
circular (co mo QR). tenemos 

So 
~,. f arccos f-;: 

/ 0 = Q3 d()dQ 
o - are cosf-;: 

3 ltr 4 

= --y-

PROBLEMAS 

Hallar el área de cada una de l as superficies siguientes: 

1. In terior al círculo Q = % y a la derecha de la recta 4 Q 

Sol. 

cos () = 3. 

3 (4 lt - 3V3) 
16 
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2. Interior al círculo O = 3 cos (j y exterior al círculo O = ;v.. 
3 (2 3t + 3 V3) 

Sol. 8 

3. Interior al círculo O = 3 cos (j y exterior al círculo O = cos (j. 

Sol. 23t. 

4. Interior a la cardioide O=I+cos (j ya la derecha de la recta 4 O cos (j=3. 

Sol. ~+9V3. 
2 16 

5. Interior a la cardioide O = 1 + cos (j y exterior al círculo O = l. 

Sol. .¡. + 2. 

6. Interior al círculo O y exterior a la cardioide O + cos O. 

Sol. 2-'¡'. 
7. Interior al círculo O 3 cos (j y exterior a la cardioide O = l + cos (j. 

Sol. re. 

8. Interior al círculo O l Y exterior a la parábola 0(1 + cos O) = l. 

SoL. 

9. Interior a la cardioide O 
O (I + cos (j) = 1. 

l + cos (j y exterior a la par á bol a 

S l 2...:::+~. o . 4 3 

10. Interior al círculo O cos (j + sen (j y exterior al círculo Q = l. 

Sol. 

11. Interior al círculo O = sen (j y exterior a la cardioide O = l - cos (j. 

Sol. 3t 

12. Interior a la lemniscata 0 2 = 2 a 2 cos 2 (j Y exterior al círculo O = a. 

Sol. 0.684 a2 • 

13. Interior a la cardioide Q = 4 (I + cos (j) 

Q (I - cos (j) = 3. 
y exterior a la parábola 

Sol. 5.504. 

14. Interior al círculo Q 

también el centro de gravedad. 

Sol. A 

I:JI 

= 2 a cos (j y exterior al círculo O = a. HaIlar 
Ix e Iy. 

(T+ ~3)a2. x 
(

3t 3 V3) 12+-16- a4
• 

(S3t+3V3)a 

2 (2 3t + 3 V3) . 
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15. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por la cardioide 
Q = a (1 + cos O) • 

- 5 a 
Sol. x = 6' 

16. Hallar el centro de gravedad de la superficie limitada por un lazo de la ' 
curva Q = a cos 2 O. 

Sol. x = 128V2 a 
105 1t 

17. Hallar el centro de gra vedad de la slolperficie limitada por un lazo de la 
curva Q = a cos 3 O. 

Sol. 

18. Hallar Iv para la lemniscata Q 2 = a2 cos 2 O. 

x = 
81 '\13 a 

801t 

Sol. ~ (3 1t + 8)a 2
• 

19. Hallar Ix para la cardioide Q = a (1 + cos O). 

20. Hallar Ix e Iy para un lazo de la curva Q = a cos 2 (J. 

21. Demostrar, por medio de (I) del Artículo 254, que 

Iím ~A = I. 
ÓP-70 Q ~Q ~O 
Óe-7 o 

y que, por tanto, ~A "difiere de Q ~Q ~O en un infinitésimo de orden supe 
rior" (Art. ,99) . Entonces ~A en el primer miembro de (2), Art. 254 , puede 
reemplazarse por Q ~Q ~O-. (La demostración se ami te . ) 

256. Método general para hallar las áreas de las superficies curvas. 
El método que se dió en el Artículo 164 era aplicable sólo al área 
de una superficie de revolución . Ahora vamos a dar un método 
más general . Sea 

(1) z = f (x, y) 

la ecuación de la superficie 
KL en la figura 245, Y su
pongamos que se pida calcular 
el área de la región S' de la 
superficie. 

Designemos por S la re
gión del plano XOY que es la 
proyección ortogonal de S, y 

sobre este plano. Hagamos 
pasar planos paralelos a YOZ 
y XOZ a distancias iguales 

K 

o 

Fig. 245 
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a ~x y ~y respectivamente. Como vimos en el Artículo 244, estos 
planos forman prismas truncados (como PB) limitados por arriba por 
una porción (como PQ) de la superficie dada, siendo la proyección de 
esta porción sobre el plano XOY un rectángulo (como AB), de área 

. ~x ~y. Este rectángulo forma la base inferior del prisma. Las coorde
nadas de P son (x, y, z). 

Ahora consideremos el plano tangente a la superficie KL en el 
punto P. Evidentemente, el mismo rectángulo AB es la proyección 
sobre el plano XOY de la porción PR del plano tangente que es 
intersecada por el prisma PB. Designando por y el ángulo que 
forman el plano tangente y el plano XOY, tenemos 

o sea, 

Arca AB = área PR · cos y , 

r La proyección de una área plana sobre un segundo Plano] 

les igual al producto del área de la porción proyectada 
por el coseno del ángulo entre los planos. 

~y ~x = área PR· cos y. 

Ahora bien, y es igual al ángulo que forman OZ y la recta per
pendicular al plano tangente trazada por O. Por tanto, según (H), 
Artículo 237, y (2) y (3) del Artículo 4, tenemos 

1 

Entonces Area PR = [1 + (~:r+ (~~r] y; ~y ~x. 

Tomamos éste como el elemento de área de la región S'. Entonces 
definimos el área de la región S' como 

extendiéndose la suma a la región S, como en el Articulo 245. Deno
tando por A el área de la región S', tenemos 

y los extremos de la integración dependen de la proyección sobre el 
plano XOY de la región cuya área deseamos calcular. Así, para (1) 
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deducimos los extremos de la curva o curvas que limitan la región S 
en el plano XOY J exactamente como lo hemos hecho en los artículos 
anteriores. 

Antes de integrar) debe reducirse la expresión 

a una función de x y y solamente, empleando la ecuación de la 
superficie curva. 

Si conviene más proyectar el área buscada sobre el plano XOZ, 
empléese la fórmula 

en donde los extremos de las integrales se hallan de las curvas que 
limitan la región S, que ahora es la proyección de la superficie cuya 
\ 
área se busca sobre el plano XOZ. 

Análogamente, podemos emplear 

hallándose los ex tremos de las curvas que limitan la proyección de 
la superficie cuya área se busca sobre el plano YOZ. 

En algunos problemas se pide el área de la porción de una super
ficie determinada por una segunda superficie que la corta. En tal 
caso, las derivadas parciales que se necesitan para sustituirse en la 
fórmula deben hallarse de la ecuación de la superficie cuya área parcial 
se desea. 

Puesto que los extremos de las integrales se encuentran proyectando 
la superficie cuya área se busca sobre uno ue los planos de coordena
das, debe recordarse que: 

Para hallar la proyección sobre el plano XOY de la superficie cuya 
área se busca, debe eliminarse z entre las ecuaciones de las superficies 
cuyas intersecciones forman el contorno de la superficie. 

Análogamente, para hallar la proyección sobre el plano XOZ basta 
eliminar y, y para hallar la proyección sobre el plano YOZ basta eli
minar x. 
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Esta área de una superficie curva da un ejemplo más de la integra
ción de una función sobre una área dada. Así, en (1) integramos la 
función 

sobre la proyección en el plano XOY de la superficie curva en 
cuestión. 

Como ya se ha observado, (J) y (K) deben reducirse a 

f f f (x, z) dz dx y f f f (y, z )dy dz , 

respectivamente, por medio de la ecuación de la superficie en la que 
está la superficie curva en cuestión. 

EJEMPLO l. Hallar el área de la superficie esférica x2 + ¡j2 + Z2 = r 2 por 
integración doble. 

y 

Solución. Sea ABC (fig.246) un octavo de la superficie. En es te caso : 

az ~. az = _ JL 
ax z ay z 

La proyección sobre el plano XOY es A OB. una región limit ada por x = O 
(es deci r. O B). y = O (e s de c ir. O A) y 

z 

Fig. 246 

X2 + y 2 = r 2 (es decir. B A). 
Integrando en primer lu gar co n resp ecto 

a ¡j. sum amos todos los elementos a lo largo 
de una tira (como DEGF) qu e se pro yec ta 

sobre el plano XOY en una ti ra (como 

MNGF) ; es decir . los ex tremos de y son cero 

y MF (=Vr2 _X 2 ) . Después. la integra

ción con re specto a x suma todas esas tiras q ue 

componen la superficie ABC; es decir. lo s 

extre mos de x son cero y OA (= r). Susti

tuyendo en (1). obtenemos 

o sea. 
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EJEMPLO 2. El centro de una esfera de radio r está en la superficie de un 

cilindro recto . cuya base tiene un radio igual a +. Hallar el área de la parte 

de la superficie del cilindro que está dentro de la esfera. 

Solución. Tomando el origen de coordenadas en el centro de la esfera. una 
generatriz del cilindro como el eje de las z 
y un di ámetro de un a sección recta del zl<-_____ ~ 

cilindro como eje de las x. la ecuación 
de la esfera es 

X2 + y2 + Z2 r 2 

y la del cilindro 

X2 + y2 = rx. 

Evidentemente. ODAPB (fig.247) es un 
cuarto de la superficie cilíndrica cuya área 
se busca. Puesto que esta superficie se 
proyecta en el arco semicircular ODA en y 

el plano XOY. no hay región S de la 
que pudiéramos determinar los extremos Fig. 247 
en este plano; en consecuencia vamos a 
proyectar la superficie sobre el plano XOZ. Entonces la región S sobre la que 
integramos es OACB. que está limitada por z = O (es decir. OA). x = O (es 
decir, OB) y Z2 + rx = r 2 (es decir, ACB); la última ecuación se encuentra 
eliminando y entre la s ecuaciones de las dos superficies. En primer lugar inte' 
gramos con respecto a z ; esto quiere decir que sumamos todos los elementos en 

una tira vert ica l (como PD ), siendo los ext remos de z cero y Y r 2 - rx. 
Desp u és, integra ndo con respecto a x. sumamos tod as esas tiras. siendo los 
extremos de x cero y r. 

Puesto que la superficie cuya área se busca está sobre el cilindro. es preciso 
hallar de la ec uación del cilindro las deri va das parciales que se necesitan para 
aplicar la fórmula (J). 

Por ta n to. ay r - 2 x 
ax = -2-y-' 

ay = o. 
az 

Sustituyendo en (J), 

A 5o'i ~[ (r -2x)2V
€ T = 1 + - 2-- J dz dx. 

O O Y 

Sustituyendo el valor de y en función de x obtenido de la ecuación del 
cilindro, resu l ta 

i 'i ...J,2_rx dz dx 
A = 2 r 

O O Y rx - X2 i 'Yr2 -rx 
2 r dx 

O v'rx-x2 
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PROBLEMAS 

1. En el ejemp lo anterior, hallar el área de la parte de la superficie esférica 
interceptada por e! cilindro. 

4 r1 1' 1""X-X" V dydx Sol . = 2(n - 2) r 2 • 
r 2 - X2 _ y2 

2. Los ejes de dos cilindros circ ul ares rectos iguales se cortan en ángulo 
recto. El radio de sus bases es r. Hallar el área de la superficie de uno de ellos 
que está den tro de! otro . 

SUGESTION . Tómense como ecuaciones de los cilindros 

8 r11' Sa "r2 -x" dy dx 
Sol. = 8r2 . 

o O V r2 - X2 

3. Hallar el área de la porción de la esfera X2 + y2 + Z2 

dent.ro de una hoja del cono X2 + Z2 = y2. 

2 ay que está 
So/. 2na 2 • 

4. Hallar el área de la parte del cilindro X2 + y2 

no z = mx y el plano XOY. 
r 2 que está entre el pla

Sol. 4r 2 m. 

5. Hallar el á rea de la parte d el plano ~ +.JL + !:.. = 1 limitada por los 
a b e 

planos de coordenadas. 

6. Hallar el área d e la porción de la esfera X2 + y2 + Z2 = 2 ay que está 
dentro del paraboloide by = X2 + Z2. Sol. 2 nabo 

7 . En el problema anterior, hallar e! área de la porción del paraboloide que 
está dentro de la esfe ra. 

8 . Hallar el área de la superf icie del parabo loide y2 + Z2 

por el cilindro parabólico y2 = ax y el plano x = 3 a . 
4 ax intersecaJa 

Sol. 5% na 2 • 

9. En e! problema anterior, hallar el área d e la s u pe rficie del cilindro inter-
secada por el paraboloide y el plano. a2 

Sol. (13 VD - 1) V3' 

10. Hallar la superficie del cilindro Z2 + (x cos a + y sen a) 2 = r 2 situado 
en el primer octante. 

SUG ESTION . E l eje de este cilindro es la recta z = O, x cos a+ y se n a = O, 
y el radio de la base es r. 

Sol. 
sen a cos a 
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11. Hallar el área de la porción de la superficie del cilindro y % + z % = a% 

limitada por una curva cuya proyección sobre el plano XY es x % + y % = a73. 
Sol.1%a 2 

12. Hallar por integración el área de la porción de la superficie esférica 
X2 + y2 + Z2 = 100 que está entre los planos paralelos x = - 8 y x = 6. 

257. Cálculo de volúmenes por integración triple. En muchos 
casos, si se dan las ecuaciones de las superficies que limitan un sólido, 
el volumen de éste puede calcularse por medio de tres integraciones 
sucesivas. El procedimiento no es más que una extensión de los méto
dos que ya se han empleado en este c2.pítulo (entre otros, véase 
el Art. 247). 

Supongamos que mediante planos paralelos a los planos de coorde
nadas, dividimos el sólido en paralelepípedos rectangulares de dimen
siones !J.z, !J.y, !J.x, y que, como elemento de volumen, tomamos el 
volumen !J.z·!J.y·!J.x, de uno de estos paralelepípedos. 

Si ahora sumamos todos esos elementos dentro de la región R limi
tada por hlS superficies dadas, sumando en primer lugar todos los 
elementos en una columna paralela a uno de los ejes de coordenadas, 
después sumando todas esas columnas en una rebanada paralela a uno 
de los planos de coordenadas que contenga ese eje y, por último, 
sumando todas esas rebanadas dentro de la región en cuestión, enton
ce5 el volumen V del sólido será el límite de esta suma triple cuando 
!J.z, !J.y, !J.x tienden a cero. Es decir, 

(1 ) V = lim LLL!J.z!J.Y !J.x, 
ÓX-70 R 
ÓY-70 
ÓZ-70 

extendiéndose las sumas a toda la región R que limitan las superficies 
dadas. Este límite se representa por 

(L) v = 5 5 5 dz dy dx. 

R 

Por extensión del principio del Artículo 245, llamamos a (L) la 
integral triple de la función f (x, y, z) = 1 extendida a la región R. 
Muchos problemas se resuelven mediante la integración de una función 
variable de x, y, z extendida a una región dada. La notación es 

(2) 5 5 5 f(x, y, z) dz dy dx, 

R 
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que representa, por supuesto , el limite de una suma triple análoga a 
las sumas dobles que ya hemos discutido. En tratados más adelantados 
se demuestra que el valor de la integral triple (2) se determina por 
integración sucesiva. Los extremos o limi tes de las integrales se hallan 
de la misma manera que para los de (L). 

Ejemplos sencillos de aplicación de (2) son las fórmulas para el 
centro de gravedad (x, 11, z) de un sólido homogéneo, a saber, 

l'x = S S S x dx dy dz , 

Vi! = S S S y dx dy dz, 

VZ = S S S z dx dy dz. 

Estas se obtienen razonando como en el Artículo 249, empleando 
momentos ele volumen. En los integrandos, (x, y, z) es un punto 
in terior. 

El centro ele gravedad estará en cualquier plano de simetría. 

E.JEMPLO 1. Hal lar el vol umen de la porción del eli psoide 

X2 t¡2 Z2 _ 

? + b t +72-
que rst.í en el prim er oc tante. 

Solución. Sea O-AB C (fig.248) la porción del elip so id e cuyo vo lumen 
se pide, siendo la s ecuaciones de las super
ficies que los limitan 

(3 ) 

(4) 

(5) 

(6) 

X2 t¡2 z 2 - + ~ + - = 1 ( = ABC) , 
a2 b2 [2 

z = O( =OAB) , 

y = O ( = OAC), 

x = O ( = OBC ) . 

Trazando planos para lelos a los planos 
de coordenadas el cuerpo se divide en ele
mentos que son para lelepípedos rectángulos 
de dimensiones 8x, 8y, 8 z . En la figura, 

Fig. 248 PQ es uno de es to s elementos. 
Integrando en primer lugar con respecto 

a z , sumamos todos eso, elementos en una columna (como RS), siendo los 

ex tre mos de z , según (4) y (3), cero y TR = [~ 1 - :: - ~:' respecti va

mente, obtenidos despe jando z. 
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Integrando después con respecto a y. sumamos todas esas columnas en una 
rebanada (como DEMNGF). siendo los extremos de y cero [según (5) 1 y 

/---2 X2 y2 

MG = b \J 1 - :2 (según la ecuación de la curva AGB . a2 + b2 = l. despe-

jando y). 
Por último. integrando con respecto a x. sumamos todas esas rebanadas 

dentro de la región entera O-ABC. siendo los extremos de x. cero [se
gún (6) 1 y OA = a. 

Luego. 

_ rrCbJ: a( 2 2) d _ rrabc 
- 4-Z a - x x - -6-' 

a O 

4 rrabc 
Por tanto. el volumen del elipsoide entero es --3-' 

EJEMPLO 2. Hallar el volumen del sólido limitado por las superficies 

(7) 

(8) 

z = 4 - X2 1 2 '4 y. 

z = 3 X2 + ~ y2. 
4 

Solución. Las superficies son los paraboloides 
elípticos de la figura 249. Eliminando z entre (7) 
y (8). encontramos 

(9) 4 x2 + ~ y2 = 4. 
2 

que es la ecuaClOn del cilindro ABCD (véase la 
figura) que pasa por la curva de intersección de (7) 
y (8 ) Y tiene las generatrices paralelas a OZ . 

Tenemos 

z 

Fig. 249 

11 __ 411S2V2(1-X2ii 4- X2 - XY2 
(10) " dz dy dx. 

o O a x 2 + X y2 

Los extremos se determinan como sigue: 
Integrando con respecto a z. sumamos los elementos de vol umen dz dy dx 

en una columna de base dy dx desde la superficie (8) hasta la superficie (7) 
(de MP a MQ en la figura). Por consiguiente. los extremos de z se d an por 
los segundos miembros de estas ecu~ciones. 

Así encon tramos 

S lJ: 2 "2(1- x 2
} 

(11) V = 4 (4 - 4 X2 - J;í y2)dy dx. 
O O 
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Los extremos para esta integral doble son los correspondientes para la reglOn 
OAR. la porción de la base del cilindro (9) que está en el primer cuadrante . 

E jecutando las operaciones en (11). hallamos V = 4Jt v"2 = 17.77 unidades 
cúbicas. 

Puede ser que el problema dado sea tal que la primera integración 
deba ejecutarse con respecto a x o y, no con respecto a z como arriba. 
Entonces los extremos deben determinarse conforme a la discusión 
anterior. 

258. Cálculo de volúmenes, empleando coordenadas cilíndricas. En 
muchos problemas que implican integraciones, el trabajo se simplifica 
bastante empleando coordenadas cilíndricas (Q, e, z) según se definen 
en (7) del Artículo 4. A menudo la ecuación cilíndrica de cualquiera 
de las superficies que limitan el cuerpo puede escribirse directamente a 
partir de su definición . En todo caso puede hallarse a partir de su 
ecuación cartesiana por medio de la sustitución 

(1) x = O cos e, y = O sen e. 

Las coordenadas cilíndricas son útiles, sobre todo, cuanuo una de 
las superficies que limitan el cuerpo es una superficie de revolución. 

r 

En efecto, la ecuación 
z de una superficie, cuan

8 5 

do el eje es OZ, tiene la 
forma z = f (O) ; es de 
cir, no aparece la coor
denada e. 

Volumen bajo una 
superficie. Sea 

.JI (2) z =F (Q,e) 

A la ecuación cilíndrica de 
una superficie, como KL 
de la figura 250. Desea
mos hallar el volumen 
del sólido limitado arriba 

F ig. 250 por esta superficie, de-
bajo por el plano XOY 

y lateralmente por la superficie cilíndrica cuya secclOn recta por el 
plano XOY es la región S. Esta superficie cilíndrica interseca en 
la superficie (2) la región SI. 
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Para ello, dividamos el sólido en elementos de volumen como 
sigue: dividamos S en elementos de área L1A trazando rectas radiales 
desde O y arcos de círculos de centros O, como en el Artículo 254 . 
Hagamos pasar planos por las rect.as radiales y OZ . Hagamos pasar 
por los arcos circulares dentro de S superficies cilíndricas de revolución 
con eje OZ. De eeta manera el sólido queda dividido en columnas 
tales como MNPQ, en donde área MN = L1A Y MP = z. Así el 
elemento de volumen es un prisma recto con base L1A y altura z. 
Por tanto, 

(3 ) L1 V = z L1A. 

El volumen V se halla sumando los prismas (3) cuyas bases están 
dentro de S, y determinando el limite de esta suma cuando el número 
de las rectas radiales y los arcos circulares dentro de S aumenta infi
nitamente de manera que L1g -7 O y L18 -7 o. Es decir, 

(4 ) V = lím LL> L1A. 
6 p-70 
6 8-70 

Ahora demostremos que el límite doble en (4) puede encontrarse 
por integración sucesiva. (Compárese con el Artículo 244 . ) Esto se 
hace hallando el volumen aproximado de una rebanada del sólido 
incluída entre dos planos radiales como ROZ y SOZ, y después 
tomando el límite de la suma de estas rebanadas. 

Sea DEFG la sección del sólido en el plano ROZ. Los valores de z 
a lo largo de la curva GPF se dan por (2) cuando 8 (= ángulo XOR) 
se mantiene fijo. En el plano ROZ tomemos OR y OZ como ejes 
rectangulares, y (g, z) como coordenadas. Sea (Q, ;-) el centro de 
gravedad de la superficie DEFG. Entonces, según (2) y (3) del Ar
tículo 177, 

º. área DEFG = r OE gz dg = r DE gF( Q, 8 )dg . 
J OD J O/J 

La integral será una función de 8 . 
Hagamos ahora girar el recinto DEFG alrededor de OZ. Según 

el Art. 250, el volumen del sólido así engendrado es 2 J"tQ' área DEFG. 
Los planos ROZ y SOZ cortan de este sólido de revolución un prisma 
cuadrangular cuyo volumen es L18Q· área DEFG, puesto que el ángulo 
ROS = L18 (radianes). Por tanto, 

(5 ) M rOE Q F(g. 8)dQ 
JOD 
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es igual, aproximadamente, al volumen de la rebanada del sólido 
incluída entre los planos ROZ y SOZ. El límite de la suma de los 
prismas (5) cuando 118 -7 O es el volumen exacto. 

Por tanto, 

(6 ) f llfP2 V = F (g, 8) g dg d8 , 
« PI 

en donde 

a = L XOA, ~ = L XOB, gl = OD = JI (8), g2 = OE = h (8) , 

valores que han de determinarse según las ecuaciones polares de las 
curvas que limitan la región S . 

El elemento de la integral en (6), a saber, 

F (g, 8) g dQ d8 = zg dQ d8 , 

puede concebirse como el volumen de un prisma recto de altura z y 
base de área Q dg d8. Así se reemplaza I1A en (3) por g I1g 118 , 
como en el Artículo 254. 

Ahora tenemos la fórmula * 

(M) V = S S zg d!} d8 = S S F(g, 8) g dg d8 

S S 

para el volumen bajo la superficie (2) y los extremos de las integrales 
se hallan como se hallaron en el Artículo 254 los extremos para el área 
de la región .') . 

De (M) y (4) podemos deducir (2) del Artículo 254. 

EJEMPLO l. Demostrar que el volumen del sólido limitado por el elipsoide 
de revolución b 2 (x 2 + y2) + a'z2=a 2b 2 y la superficie cilíndrica x 2+y2 -ax=O 
viene dado por la fórmula 

(7) 
b i y. " 50 a cos 8 

V = 4 - v' a" - Q2 Q dQ dO. 
a O O 

Determinar el valor de esta integral. 

Solución. Según (1), la ecuación cilindrica del elipsoide es 

Por tanto, 

(8) z = .!?-. v' a 2 - Q2 • 
a 

* El orden de la integración no importa. La demostración se omite. 
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La ecuación polar de la circunferencia x2 + y2 - ax = O que limita la región S 
en el plano XY es, según (1), 

(9) Q = a cos O. 

Para el semicírculo los extremos de Q so n cero y a cos O, cuando O se mantiene 
fijo; y para O, cero y Yz n. Sustituyendo en (M) el valor de z según (8), Y 
los extremos mencionados, _obtenemos (7). Integrando 

y 

V = ~ a2 b (3 n - 4) = 1.206 a2 b. 
9 

z 
e 

Fig. 251 

Cálculo de volúmenes por integración triple. El elemento de volu
men ~ V será ahora un elemento del prisma recto que se empleó en (3) ; 
es decir, un prisma recto con base ~A y altura ~z. El sólido se 
divide en tales elementos haciendo pasar por él los planos y superficies 
cilindricas que se emplearon en la figura 250 , Y también planos parale
los al plano XOY a distancias iguales a ~z. Ahora tenemos 

(10) ~ V = ~z ~A. 

Sumando, y tomando el límite cuando ~z --7 0, ~p --7 O, j.1J --7 O, 
tenemos 

(N) v = S S S Q dz dp de , 

puesto que ~A puede reemplazarse por Q ~(! ~() como antes. 
Las fórmulas (3) del Artículo 257 para el centro de gravedad se 

convierten en 

Vx = S S S 02 cos e dz dg de , Vy = S S S 02 sen e dz dQ de , 

Vz = S S S UZ dz dQ de, 

cuando se emplean las coordenadas cilíndricas. 
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EJEMPLO 2. Hallar el volumen del sólido cuya superficie superior está 
sobre la esfera 

(11) 

y cuya superficie inferior está sobre el paraboloide de revolución 

(12) X2 + y2 = 2 z. 

Solución. La figura 252 muestra la esfera y el paraboloide en el primer 
octante. La curva de intelsección AB está en el plano z = 2. Su proyección DE 
sobre el plano X Y es la circunferencia 

(13) 

z 

Fig. 252 

Las ecuaciones cilíndricas son. según (1). 

(14) 

(15) 

(16) 

Q2 + Z2 = 8 [la esfera (11) J : 

Q2 = 2 z [el paraboloide (12) J : 

Q = 2 [la circunferencia (12) J. 

x 

Un elemento de área ~A en el círculo (16) ha sido dibujado en M (Q. O) en 
la figura. Un elemento de volumen ~ V se muestra en P (Q. O. z). 

Tenemos. según (N). 

(17) So 2 "1 2i -.Js=p2 V = Q dz dQ dO. 
O o y, p2 

Los extremos de las integrales se hallan como sigue: Integrando con respecto 
a z (manteniendo fijos Q y O). sumamos los elementos de volumen (10) en 
una columna desde la superficíe (15) hasta la superficie (14) (de MP2 a MP¡ 
en la figura). Según ( 15 ). Z=MP2 = YzQ2; según (14). z = MP 1=V8- Q2; 
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estos son los extremos de z. Los extremos de O y O son los correspondientes al 
círculo (16). La integración con respecto a O da la suma de las columnas en la 
rebanada incluída entre el plano que pasa por OZ y OM y el que pasa por 
OZ y ON. La integración final suma estas rebanadas. 

Integrando en (17). 

En los siguientes problemas, las fórmulas {M} y {N} deben em
plearse cuando la ecuaciones de las superficies que limitan al cuerpo 
vienen dadas en coordenadas cilíndricas. Si para trazar una figura, se 
necesitan las ecuaciones rectangulares correspondientes, pueden obte
nerse por medio de la transformación 

(18 ) () = arc tg .JL . 
x 

Pueden agregarse a éstas las siguientes: 

(19 ) sen () = y 
V X2 + y 2 

cos () 
x 

PROBLEMAS 

1. HaJlar el volumen del espacio comprendido debajo de la superficie cilín
drica X2 + z = 4. arriba del plano x + z = 2 e incluido entre los planos 
y = o. y = 3. 

Sol. V = r 3f 2 r 4-l'2 dz dx dy = 13.5 unidades cúbicas, 
Jo -IJ2- ", 

2, Resolver el ejemplo 2 del Artículo 247 empleando coordenadas cilíndricas. 

Sol. V = 2 - ~ dO dO = - Jta 3 • 1 Yz "1 2 a cos e 3 3 

o o a 2 

3. HaJlar el volumen del sólido limitado arriba por el cilindro z = 4 - X2 

y debajo por el paraboloide elíptico z = 3 X2 + y2 . 

Sol . V = 4 r 1 r 2 ~ r 4 - ",2 dz dy dx = 4 Jt. 

Jo Jo J 3 ",2 + Jl2 

4. Dos planos se cortan bajo un ángulo de CI. radianes. en un diámetro de 
una esfera de radio a. HaJlar el volumen de la cuña esférica incluída entre los 
planos y la superficie esférica , empleando coordenadas cilíndricas. 

5. HaJlar el volumen del espacio comprendido debajo del plano z = x y 
arriba del paraboloide elíptico z = X2 + y2. Sol. ~2 Jt. 
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6. Resolver el problema 5 emp leando coordenadas cilí nd ricas. 

Sol. 50 
~ "So cos 8i p cos 8 

V = 2 O dz dO dO = 7~2 JT. 
o O p2 

7. Hallar el volumen del sólido limitado por la esfera 0 2 + Z2 = a2 dentro 
del cilindro O = a cos (J. Sol. % a 3 (n - Ya ) . 

8. Hallar el volumen del espacio comprendido arriba de z = O. debajo del 
cono Z2 = X2 + !J2 Y dentro del cilindro X2 + !J2 = 2 ax. empleando coordena
das cil índricas. Sol. 3% a3 • 

9. Hallar el volumen del sólido limitado por z x + l Y 2 z = X2 + !J2. 

Sol. % n. 

10. En el problema 3. demostrar que la integración con respecto a z da 
(si n integración adicional ) V = 4 A - 4 Iv - Ix. en donde A es el área de la 
elipse 4 X2 + !J2 = 4. h e Iv son los momentos de inercia para esta elipse dados 
por las fórmulas (E) del Artículo 252. 

11. fIallar el volumen del espacio comprendido debajo del plano 
2 z = 4 + O cos O. arriba de z = O y dentro del cilindro O = 2 cos O. 

Sol. % n. 

12. Un sól ido es tá limitado por el paraboloide de revoiución az = 0 2 Y el 
plano z = c. Hallar el centro de gravedad. Sol. (O. O. % e). 

13. Un sólido está limitado por el hiperboloide Z2 = a2 + Q: y la hoja 
superio r del cono Z2 = 2 0 2 • Hallar el vo lumen. 

1!. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema 13. 

Sol. [O. O. Ysa (V2+1)]. 

15. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema l. 
Sol. O~. %. 1%) . 

16. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema 2. 
S ol. (Ya a. O. 1% a) . 

17. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema 8 . 

18. Hallar el vo lumen del sólido limitado debajo por z = O. arriba po r el 
cono z = a - O Y lateralmente por O = a cos O. Sol. %6 a3 (9 n - 16) . 

19. Hallar el centro de gravedad del sólido del problema anterior. 

20. Hallar el vol umen del sólido debajo de la superficie esférica 0 2 + Z2 = 25 
Y arriba de la hoja superior de la superficie cónica z = 0+ 1. 

21. Comparar el ejemplo 3 del Artículo 165 y el ejemplo 1 d el Artículo 257. 
y deducir (N) del Artículo 165 de (L) del Artículo 257. 

22. Deducir la fórmula (2) del Artículo 178 de la primera fórmula de (3) 
del Artículo 257. 
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PROBLEMAS ADICIONALES 

1. Hallar el volumen del sólido limitado arriba por la esfera 0 2 + Z2 = e2 , 

debajo por el cono z = O ctg cp, e incluído entre los planos e = 13, e = 13 + AB, 
siendo cp y 13 ángulos agudos. (El sólido es parte de una cuña esférica, como 
O-SQN de la figura 197, cuando se traza OQ.) 

Sol. + e3 AB (1 -coscp). 

2. Hallar (sin integración) el volumen del sólido limitado por la esfera 
0 2 + Z2 = r 2 , los conos z = O ctg cp y Z = O ctg (cp + ACP) y los planos 
fJ = B. fJ = 13 + AB, empleando el resultado del problema anterior. (El sólido 
es uno como O-P,RQS, de la figura 197, cuando se trazan OR y OQ.) 

Sol. ~ e3 AB sen (cp +..!... ACP) sen..!... Acp, 
3 2 2 

3. Hallar (sin integración) el volumen del sólido limitado por 
z = Q ctg cp, z = Q ctg (cp + Acp), fJ = B. fJ = B + AB. e incluído entre las 
esferas (>2 + Z2 = r 2 • Q2 + Z2 = (r + Ae) 2. empleando el resultado del pro
blema 2. 

Sol. 2 AB Ae sen (cp + + ACP) sen + Acp (e 2 + e Ae + + A( 2
) • 

(El sólido se obtiene de la figura 197 prolongando cada uno de los radios 
OP" ORo OQ, OS, una distancia Ae hasta PI', R', Q/, S' sobre la esfera 
0 2 + Z2 = (r + Ar) 2. Los conos cortan esta esfera según los arcos circulares 
P,'R' y Q'S'; los planos la cortan según los arcos de círculos máximos 
P,'S ' , R'Q ' . El sólido tiene los vértices P1RQS-P 1' R ' Q'S'.) 

4. El sólido del problema 3 es el elemento de volumen AV cuando se em 
plean coordenadas esféricas, (8) del Artículo 4, sustituyendo B por fJ. Enton
ces un vértice P de A V tiene las coordenadas esféricas (r, cp, e). Demostrar del 
problema 3 que 

lím AV 
[:; ,. --70 r" sen rp Ar Arp AfJ 
[:; 0--70 
[:; '/>--70 

1. 

Luego A V difiere de r 2 sen cp Ar Arp AfJ en un infinitésimo de orden superior 
(Art. 99). 

5. En el sólido del prob lema anterior, demostrar que las aristas de A V que 
se encuentran en un vértice cualquiera son mutuamente perpendiculares , y que 
las longitudes de las que se cortan en (r, rp , 11) son, respectivan:~nte, 

Ae, e Arp, r sen rp AfJ. 

6. Describir los tres sistemas de superficies (esferas, conos y planos) que 
han de trazarse para dividir un sólido R en elementos de volumen AV (pro
blema 4) cuando se emplean coordenadas esféricas . Sea (e, cp, fJ) un punto 
cualquiera de AV . Entonces escribimos 
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En el primer miembro. 1'1 V puede reemplazarse por r 2 sen p 1'1( I'1P 1'10 
(véase el problema 4) ; es decir. por el producto de las tres aristas del proble
ma 5. El segundo miembro se calcula por integración sucesiva. (La demostra
ción se omite.) 

7. Efectuar la integraclOn del problema anterior s i F (r. p. O) = ( y si R 
es la esfera ( = 2 a cos p . es decir . X 2 + y2 + Z 2 = 2 a z . 

Sol . So 2" So Yz " i 2 a cos "'r 3 sen p dr dp dO = ~ rra 4 

8. Efectuar la integración del problema 6 si F ( r. p . O) 
es la región r = 2 a cos p. 

(2 cos P y si R 

So/. 64 5 
:rrrra • 
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CAPITULO XXVI 

CURVAS IMPORTANTES 

Para comodidad del estudiante, damos aquí las ecuaciones y gráfi
cas de las curvas más comunes que se emplean en el texto. 

y 

o 

Parábola cúbica Parábola semicúbica 

y = ax3 • 

La bruja de Agnesi 

Cisoide de Diocles 
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E3f3x 
Lemniscata de Bernoulli 

(X2 + y2)2 = a2 (X2 _ y2) . 

(>2 = a2 eos 2 () . 

}lr~~ 
O X 

CicLoide ordinaria 

x = a are vers L _ V 2 ay_ y2. 
a 

f x = a «() - sen ()) , 

\y = a (1 - eos ()) . 

a 

o 
Catenaria 

X 

a - - - x 
(

XX) 
y = 2 e" + e a = a eosh a. 

y 

Concoide de Nicomedes 

x2y2 = (y + a) 2 (b2 _ y2) 

(En la figura, b > a.) 

y 

CicLoide con vérlice en eL 
origen 

X 

x = a are vers 1L + ',/2 ay _ y 2 • 
a 

f x = a «() + sen (}) , 

\y = a (1 - eos O) . 

Parábola 

1 1 1 - - -
X2 + y2 = a2 • 
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y y 

x X 

Astroide Evolula de la elipse 

222 - - -
x:J + y3 = a 3 . 

f x = a cos3 e, 
t y = a sen3 e. 

Cardioide 

2 2 2 

(ax) ~ + (by) ~ = (aZ - b2 )¡j. 

f x = a cos3 e, 
t y = b sen3 e. 

r 

x 

HOJQ de Descarles 

X2 + y2 + ax = a V X2 + y2 . 

g = a (1 - cos e) . 

x3 + y3 - 3 axy = O . 

y y 

Sinusoide Cosinusoide 

y = sen x. y = cos x . 
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CURVJ656 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

y

x x

Espiral parabólica
Caracol de Paseal Estrofoide

º = b - a cas () .
(En la figura, b < a. )

2 2 a + xy=x--.a-x

(Q-a)2=4ac()

y
y

o x

Curva oxponencia!

EspIral de Arqu[medes Espirallogarítmica

Q = ae . º = eo.8, a sea,
lag º = a().

Espiral hiperbólica Liluus

y

I
I

I
I i\I I

I
I

I
,
I

I : I

-:f I 'TT :~'T TT
o i~

I

Sacanloide

-4=-x ~x

Q() = a. y=secx
Geenvnte. Cálculo. - 42.
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CURVAS IMPORTANTES 

, .-....... .,' 
-----~ 

Espiral parabólica 

(Q - a)2 = 4 ac() 

Curva exponencial 

y=e:" 

y 

o 

, 
I 

: 
'17 '. 17 

ir\ 
I 

Secanloide 

y=secx 
Granv lll e. Cálculo. - 42. 

, 
IX 

I 
I 

" 

x 

Curva logarítmica 

y = log x 

Curva de probabilidad 
(Curva de Gauss, Curva 

de campana) 

y = e-:c2 

Tangenlolde 

y = tg X 

657 

X 

x 
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658 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

y 

x x 

2 
Rosa de tres hojas Rosa de tres hojas 

(l = aRen 3 () Q = a cos 3 () 

Y4 
y 

x x 

2 
Rosa de cuatro hojas Rosa de cuatro hojas 

(l = a sen 2 () Q = a cos 2 () 

y 
3 6 

x 

2 7 

Rosa de dos hojas Rosa de ocho hojas 

º = a sen 4 () 
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f X 
\ y 

CURVAS IMPORTANTES 

x 

Parábola 

• e 
a sec- 2 

y 

f volvenle del circulo 

reos e + ¡'e sen e 
r sen e - re cos e 

x 
x 

X 

{:~ 

x 

xy a 

o 

Troclriz 
(lru.ctrlZ de HUlJoens ) 

a sech- 1 JL _ vi a2 _ y2 

a 

t t - a tgh- , 
a 

t 
a sech -

a 

659 

X 
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CAPITULO XXVII 

TABLA DE INTEGRALES 

Algunas formas elementales 

1. fdf(X)~ ff'(X)dX = f(x)+C. 

2·fadu=afdU. 

3. f (d u ± d u ± d w ± . .. ) = f du ± f d u ± f dw ± .. .. 

f u n + 1 
4. un d u = -- + C . 

n+1 

5. f duu = In U + C . 

Formas racionales que contienen a + bu 

( n 'F- I ) 

(V éanse tambi én las fórmulas 96-104 de reducción para las int egrales binomí as) 

5 (a + bu) n+ 1 
6. (a+bu )n du = b(n+l) +c . (n-,é - I ) 

5 du I 
7. ~/+bu =¡;-In (a+bu) +C. 

f 

udu I 
8. a + bu = b2 [a + bu - a In (a + bu) 1 + C . 

9. 5~ = ~ [Yz (a + bu)2 - 2a(a + bu)+a 2 In (a + bu) l+C. 
a + bu b 3 

10. 5 (a u/:u ) 2 = ~ [ a +a bu + In (a + bu ) ] + C. 
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TABLA DE INTEGRALES 661 

11. f u
2 

du = J. [a + bu - _a_
2
_ - 2 a In (a + bu) ] + C . 

(a+bu )2 b 3 a+bu 

13 . f du - -al In (a +u bu) + C. 
u (a + bu) = 

14 f du - - _ 1 + ~ In (a +u bu ) + C. 
• u 2 ( a + bu) - ClU a 2 

15. f du = I _ J..ln( (/ +bu) +C 
u (a + bu ) 2 a (a + bu) a2 u . 

Formas racionales que contienen a2 ± b2u2 

5 du I bu 
16. (/2 + b 2 u 2 = -;;¡; are tg ~ + c. 

17. In(a+bu)+C. 
2 ab a - b u 

f b 2 2)" d = lE2 
± b

2
u

2
)"+1 + C 

18. u(a Z
± u u ±2b2 (n + l) . (nré- I ) 

f udu I 
19. = --- In (a 2 ± b 2 u 2 ) + C. 

a2 ± b 2 u 2 ± 2 b 2 

20. f [l7Il. du u m- 1 

± b 2 (m - 2 p + 1) (a~ ± b 2 u 2 ) p - 1 

f umdu 
21. ~(a~2~±-7b~2~u~2)~p-

m-2 p +3j' (( mdu 
~a2( /J -I ) (ú 2 ± iJ 2 U 2 ) p - 1 
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662 CALCULO DIFERENCIA L E INTEGR AL 

f du 
23. ?? = un! (a-±b2u-)p 

± b 2 (m+2p - 3)5 d" 
- a 2 (m - 1) u'''-2 (a 2 ± b 2 u 2 ) '/1' 

24. f u '" (a. d: b2u2) p = 2 a2 (p _ 1) u", - I (a 2 ± b2u2) 1,- 1 

+ m + 2 p - 3 5 du . 
2a 2 (p - l ) u '''(a~±b"u:!)P-1 

Formas que contienen V a + bu 

Los radicalfs p ueden q u ita rse en el integrando haciendo a + bu = u 2 • Véa n se 
tambié n las fó rmula s 96 ·1 04 de reducción para las integrales binomias 

25 f -/-+ b d = - 2 (2 a - 3 bu) (a + bu) % + C 
• u V a u u 15 b2 • 

2 (Sa 2 
- 12abu + 15 b" u 2

) Ca + hu)% +c . 
105 b j 

f 2um fu+ bu) !1: 
27 . u m Y a + bu du = --7'--'-.,..:-,=-,--

I> <2 m+3) I>(2m + 3) 

2um r u '" I vi u+bu duo 

28. f u du 

V a + bu = 

f u" du 
29 . 

,,/ a + bu 

2(2a - bu) Y~ 
3 b2 + C. 

2 (1< u" - 4 "bu + 3 !J2 u 2 ) ,/~ 
+C. 

15 ¡''' 

f u'''du =2umy~ _ 2am fU '''-ldU . 
30. V a + hu b (2 m + 1) b (2 m + 1) V a + bu 

31. f du I (V~-V~) = -- In + C. para a > O. 
uVa + bu Va Va+I>u + Y~ 

32. f du = 2 arc tg la + hu + e, para a < O. 
u~/ V -a '\J-a 

f 

d ,/~ b(2m-3)f du 
33. umV at/+ bu =-a(m-l)um- 1-Za(m - l) um-1Ya+bu ' 

fV~dU _/-- f du 34. =Zva+ bu +a _ _ _ o 

u V u + bu 

f
V~dU 

35. u m 
Ca + bu) % b (2 ro - 5) f V a + bu du 

-a(m - l ) um-1-Za(m-l) um- 1 ' 
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-1

u = U2• Véanse
s binomias

u 1 Va+bu d u.

1I

bu

a> O.

o.

c/u

m-IV a + bu .

TABLA DE INTEGRALES 663

Formas que contienen V u2 ± a2

En este grupo de fórmulas podemos reemplazar

In (u + V u2 + a2) por sen h r ! ~,

In(u + V u2-a2)
u

por cosh r ! -,
a

In(a+ v'~) por se n h r ! a
u

5 Y2 u - /--- a2 - /---)36. (u2±a2) 2 du =-v u2± a2±-ln (u+v u2±a2 +C.2 2

na2 f .!!.-l
±n+l (u2±a2)2 duo (n ~ - I)

5 n

38. u(u2±aZ)'du

n-+ 1(uZ±aZ)2

n + 2 + C. (n ~ -2)

1/

5 ~ um-1(u2±a2),+1
39. ulIL(u2±aZ)2du=

n +m+ 1
n

_ ± a2(m - l)fum-2(u2 ± aZ)2 duo
n +m+ I5 du (u+Vu2±a2)+C.40.

(u2 ± a2) Y2 In

5 du u41. 3( +C.
(u2 ± aZ) /2 ± a2V u2 ± a2

5 udu

l-.!!.

42. (u2±a2) 2 + C.11 2 - n
( u2 ± aZ) 2

In (u +V u2 ± a2)+ C.

II +ln(u+v'u2±(l2)+C.
V u2 ± aZ

45. 5 um d u um - 1

n
(m - n + 1) (u2 ± a2)2-1

~ (l2(m --1)5 um-2du
m-n+l ~

(uZ±a2)2
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664 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

u m du u m + 1 

46. S n 
± a2 (n - 2) (u 2 ± a2 )2 - 1 

m-n + 3 S u m du 
±a2 (n-2) "'-_1 

(u 2 ± a2 ) 2 

47. S du I 
y = - - In 

li(u2+a2)~ a (a+v~) +C. u 

48. S du I u 
J = - are see - + C. 

u(u2 - a2)Y:í a a 

49. S du 

u 2 (u2 ± a2) Yz = 

v~ 
±a2 u +C . 

S du v~ I (a+v~) 
50. Y:í = - 2a2u2 +2? In u +C. 

u3 (u2 + a2) 2 

5 du vI~ I u 
51. u

3 
(u 2 _ ( 2) Yz = 2 a2u2 + 2;l are see -; + C. 

52. 

53. 

" ± a 2 (m - 1) um-I (u2 ± (2) 2- 1 

m + n - 3 
±a2 (m-l) 

" ± a2 (n - 2)um - 1(u2 ± a2 )2 - 1 

+ m + n - 3 S du 
± a2 (n - 2) ~- l 

um(u2 ± a2) 2 

54. = Vu 2 +a2 - aln +C. 
S 

(u2 + a2) V, du ( a + V u2 + a2 
) 

u u 

55. = V u 2 - a2 - a are see - + C. 
S

{u 2 -a2) v, du --- u 

u a 

S

(u 2 ± a2) V, du 
56. u 3 

57 . S{U2±a2)i-du 
um 

vi u 2 ± a2 

..:..--=-----=:... + In (u + V u2 ± a2 ) + C. 
u 

± a2 (m - 1) um - 1 

m-n - 3 S (u 2 

± a2 (m - 1) 

n 
± a2 ) 2 du 
um- 2 
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TABLA DE INTEGRALES 

5 8 . (l/2 ± a 2) -;¡ d l/ = _--'.( :::.l/_2 _±---.:a=-2..:.)_2 _ _ S " " 
l/ m (n -m+l )l/ m- I 

Formas que contienen ,,/ a2 - u2 

S l/ ./--- a2 l/ 
59. ( a2 _ l/2) Yz dl/=2:va2 _ l/2+2:aresen-¡;+C. 

2'. 

f n l/ ( a 2 - l/2) 2 

60. ( a2 -u 2 )2dl/ = n+l 

61. 

n 
- - ] 

(a 2 - u 2 ) 2 duo 

62. u m (a 2 - l/2) 2 dl/ f 
n 

63. f 2 dl/ 2 Yo' = aresen~ +C . 
(a - l/ ) , a 

64. 

65. 

f dl/ 
31 

(a2 _ u 2) /2 

f l/ du n 

(a 2 - l/2)2 

f u2dl/ 
66. (a 2 -u 2 )Yz 

67. 

68. 

l/ 
__ +C. 

a 2 vi a2 - u 2 

1 _2': 
(,:::.a_2 

_----.:U=-2..:.)0--_2 - +C. 
n-2 

l/ --- u2 U 
- 2: V a 2 

- u 2 + "2 are sen -;; + C. 

---;-==u=== _ are sen ~ + C. 
V a2 - u 2 a 

urn -1 

2':_1 
(m - n + 1) (a 2 - u 2 ) 2 

a2 (m -1) f u m - 2 du 
+ m-n+l 2'. 

(a 2 - u 2) 2 

665 

(n ~ - 1) 

(n ~ - 2) 
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ó66 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

69. f u
m 

du " 

(a' - u 2 ) 2" 

7 O • f u (a 2·...:~:..:L::..l -U~2~) ~},-, 

73 . 

74. f dll 'n 

u'" (a 2 - u 2 ) 2" 

um+ 1 

!:.- - I 
a2 l n - 2) (a 2 - u 2 ) 2 

a In (a+v~)+ C 

cosh -1 ~ + C. 
a u 

v~ 
+c. 

~~ _~ In(a+v~)+c 

1 eosh-l E.... + C. 
2;3 u 

" a'(m - l)u"'-l (a2 - U2) -~ - 1 

n 
a 2 (n - 2) u1l1 - 1 (a 2 - u2) '2 - 1 

f (a" - (2
) Y, du _ /--- (a + V~) 

75. u = V a 2 
- u 2 - a In u + C 

f(a~ - u 2 ) y, du 
76. 

u 2 

f (a 2
-

n 

77. ( 2 ) '2 du 
llln 

Va2 - u 2 - u eosh - I.!:.. + C. 
u 

V a 2 - u 2 

- are scn~ + C. 
u a 

::" + 1 f :'.. _ (a 2 - ( 2 ) 2 + m - n - 3 (a 2 - ( 2) 2 

u2 (m-l)u m - 1 a"(m -I ) u m- 2 

du 

78. f(U2_ U2 )r~dU = (a2-u2 ) ~ + a"n f (a 2 -u ,);- l du 
u m (n-m+l)um - 1 n - m+1 u m 
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TABLA DE INTEGRALES 667 

Formas que contienen , / 2 au ± u2 

La s fórmulas 96 ·104 de reducción para las integrales binomias pueden 

ap li ca rse escribiendo V Z au ± u' = u X (2 a ± u) Ye . 

79. f VZau - u 2 du 

80. fuvzau-u 2 d u 

81. fu .n Vzau - u2du 

u - a a
2 ( u) -2-v'2au - u2+Tarccos 1--;;- +C. 

_ 3 a 2 + au - Z u 2 V 2 au _ u2 
6 

+ - a rc cos 1 - - + C. a
3 ( u) 

2 (/ 

u m - 1 (2 au - u2) % 
m + 2 

+ a(Z m + l )fum- 1 \ / 2au-u 2du. 
m +2 

f V2a"- U2d'!. ( 1I) 82. 1I =V2(/1I - 1I 2 +<1arccos 1--; +c. 

f v'2<1U-u 2 dll = 
83 . u 2 

f V2 aU-U2du 
84 . u 3 

f V2au- u2du 
85. U 111 

2 V 2 au - 1I 2 ( u) 
u - arccos l-~ +C. 

(2 au - u 2 ) X 
~~~3-a-u~3~-- + C. 

(2 au - u 2 ) % 
a (2 m - 3) u '" 

m - 3 f V2au-u2du 
+ a (2 m - 3) um - ¡ . 

86. f du =arccoS(I -~)+ C. 
V 2 au - u 2 

87. f d ll . / 
V = ln( 1I + <1+v2ulI+U 2 )+C. 

2 uu + u 2 

88. f F(u , V2au+u 2 ) du = f F(z- a , V Z2 - a2 ) dz, 

en donde z = 1I + <1. 

89 . j ' u du 

V2au - u 2 
V 2 au - [/2 + a arc cos (1 - -;) + C . 
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668 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

f u2du =_ (u+3a)V2au-u 2 
90. 

V 2 au - u 2 2 

3 a2 (u ) + "2- a re cos 1 - -; + c. 

u m - 1 vi 2 au - u 2 f umdu 
91. _ / 

v 2 au - u 2 m 

+ a (2 m - 1) f um - 1 du . 

m V 2 a u - u 2 

92 . f c/u 
u V 2 a u - u 2 

V 2 au -- u 2 

-'-----'-a u-- + c. 

93. 

94. 

f du 

umV 2 au - u 2 

vi 2 au - u 2 

a (2 m - 1) u m 

m - 1 f c/u 
+ a (2 m - 1) um - 1 vi 2 au _ u2 

f du tI - a 
31 = -=-~==:; + C . (2 au - u 2 ) 12 a 2 vi 2 au - u 2 

95. f u d u % = u + C. 
(2 au - u 2 ) 2 a vi 2 a u - u 2 

Fórmulas de reducción para las integrales binomias 

96. f u m (a + buq) p du = u
m-;+l (a + buQ{)P+l 

b pq + m + 

97. f u ln (a + buq) P du 

_ a (m - q + 1) fum - q (a + buq) l' c/u. 
b (pq+m+l) 

u m+ 1(a + buq)p 

pq + m + 1 

+ apq fu m ( a + buq)p - l duo 
pq + m + 1 

98. f um (a !u bu q ) p = - a (m - 1) um - 1 (a + bu") P - 1 

99 f c/u 
• u m ( a + bu" ) J' 

b (m - q + Pl/ - 1) f c/u 
a (m - 1) u m - Q (a + bu q ) p • 

aq (p - 1)u m - 1 ( u + bu'/ ) lJ- l 

+ m - q + pq - If du 
aq (p - 1) u m (a + bu q) p - 1 • 
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TABLA DE INTEGRALES 

100.5 du =..!..-I n( uq )+c. 
u(a+bu'l) aq a + buq 

5(a+buIJ)Pdu 
102. 

u m 

5 um du 
103. (a + buq)p 

(a + buq ) p + 1 

a (m - 1) um - 1 

_b_('-m_-....,..q.'-----'p:-q:'-_ I-'-) f (a + bu q) P d u . 
a (m - 1) u m - q 

Ca + bu") P 

(pq - m + 1) u m - 1 

+ apq f(a+bu q)p- 1du . 
pq - m + 1 u m 

b (m Pq + 1) (a + buq ) P - 1 

aCm - q + I)f um-qdu 
-b(m-qp+ l ) (a+buq)p' 

5 umdu u m + 1 
104 = -~-~~~~--~ . (a + buq)p aq(p - 1) (a + bUO)p-I 

m + q- pq + If u m du 
aq(p - 1) (a + buo)P-I' 

Formas que contienen a + bu ± cu2 (e > O) 

669 

La exp resión a + bu + cu' puede redu ci rse a un binomio escr ibi endo 

u = z ~. k = b
2 

- 4 (lC 
2 e 4 e2 

E n ton ces a + bu + eu 2 = e (Z2 - k). 

La expresión a + bu - eu 2 puede redu ci rse a un binomio escribiendo 

II = Z +~. h = b
2 + ;~. 

2 e 4 e-

Entonces a + bu eu 2 = e(k - Z2). 

105. 5a + b~u+ eu' = 2 are tg ( 2 eu + b ) + C. 
V 4 ac - b 2 V 4 (le - b 2 

cuando b 2 < 4 ae. 

f du ( 2 eu + b - V b 2 
- 4 ae ) 

106 + b + 2 = 1 n + c. 
• • a u· cu V b2 - 4 ae 2 eu + b + V b 2 - 4 (le 

cuando b' > 4 ac. 

5 du 
107. (l + bu - eu' 

In (V b
2 + 4 ac + 2 eu - b ) + C. 

V b' + 4 ac V b 2 + 4 ae - 2 cu + b 
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670 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGR AL 

108. S (Mu+N) du = ± M In (a + bu ± eu 2 ) 

a + bu ± eu 2 2 e 

+ (N T bM) f du . 
2 e a + bu ± eu" 

S I ? 2 eu + b . I 
109. ya + bu + eu-du = 4e va+bu+CLl 2 

b 2 - 4 ae _ 
- 31 In (2 eu + b + 2'11 c V a + bu + cut) + C. 

8 e / 2 

110. Va + bu - cut du = V a + bu - CLl 2 S 2CL1 - b.1 
4 c 

b 2 + 4 ae ( 2 eu - ¡, ) + 31 a re sen +C. 
8 e / 2 V b 2 + 4 ae 

111. S du = _ ~-e In (2 eu + b + 2 V: Va + bu + eu 2
) + C. 

.,,./ a + bu + cu 2 V 

112.S----:====d=U====;: = ~ are sen ( 2 eu - b ) + c. 
V a + bu - eu z V e v · b 2 + 4 ue 

S udu 
113. y ' 

a + bu + cut 

V a + bu + eu' 
e 

b 
'\ , 1 n (2 e u + b + 2 V: V a + b u + (U 2) + C. 

2c /2 

S udu 
114. • I 

V a + bu - eu e 

V a + bu - ¡z7 

115·S 

¡, ( 2 fu - h ) 
+~are;cn +C . 

2 C' " V b 2 + 4 (I( 

Otras formas algebraicas 

(~d({ = V(a+u) (b + u) 
h + u 

+(a - 1» loge (V u+u+Vb+u)+C. 

116.S la - U e/u = V(a - u) (1) + u) \1 b + u 

+ (a +b) a re se n lu+b+ C . 
'\ja+b 
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117.S la+ u du 
\lb-u 

118 . S 1I + u du \1 1- u 

TABLA D E INTEG RALES 

- v(a+u) (b -u ) 

b - u - (a + b) a re se n --+c. ~
-

a + b 

- V ~ + are se n u + C. 

119.S du = 2are se n lu -a+ c . 
V (u - a) lb - u) \1 b - a 

Formas exponenciales y logarítmicas 

S eau 
120. e(W du = -a + C. 

S bau 
121. baudu=~+C . 

S e'''' 122. ueOU du = - ., (uu 
u- 1) + c. 

123·S u n eU U du = 
a 

- ~ S U U - 1 e'1II du o 

124. S U U bUII du unbnn n S = al n b -~ u" - l b""du + C. 

Sb'''¡ du 
125. -- = 

un 
buu 

U In bSb flll d u +-- --( n - I )u 7l - 1 n - 1 u" - I ' 

126, SIn u du = u In u - u + C. 

127. S 11/1 In u c/ u = u" t l [~n~11 - ( n~ I )2 J + C. 

128. u m In" u du = --- In 1l u S um + l 

m+ 1 
__ n-Sum I n fl- 1u du. 
m +1 

S CU" 1 n 11 1 S eau 
129. eOIl In 11 c/u = . - - - du o 

a a I.l 

130·S~ 
1.1 In u 

In (lnu)+C . 

671 
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672 CALCULO DIFEREN CIAL E INTEGRAL 

Formas trigonométricas 

E n formas que contienen tg l/. ctg l/. sec l/. ese u. y que no aparecen debajo. 
emplea r en primer lugar las relacion es 

tg l/ 

131. 5 se n l/ du 

132.5 eos u dl/ 

sen u 

COS l/ 
ctg l/ COS l/ 

= - -. 
sen l/ 

- COS l/ + C. 

sen l/ + C. 

133.5 tg u dl/ = - In eos l/ + C 

134.5etg u du = In sen u + c. 

see l/ = - -o 

eos l/ 

In see l/ + C. 

135.5sec u du = f~ = In (sec u + tg u) + C 
cos u 

136. ese ti dtl = --5 f dl/ In(eseu-etgu)+C 
sen u 

In tg f + c. 

137.5 see 2 u du tg ti + C. 

138 .5cse2 ti dl/ = - etg l/ + c . 

139.5sec u tg u du see ti + c . 

140.5 f&c ti ctg ti du = - ese u + C . 

111. 5 sen 2 
II dl/ Yz l/ - Y4 se n 2 ti + c . 

142.5 cos 2 II d u Yz tI+ Y4 sen2u+ C . 

143.5 eosn u sen u du 
eosn+ 1 u 

n+1 
+C. 

I ese l/ = - -o 
sen u 
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144. sen" u cos u du = + C. 
5 

senn+ l u 

n+l 

14.5 . senmusennudu= - + . 
5 

se n (m+n)u sen (m - n)u+ C 
2(m+ n) 2(m-n ) 

146.5cos mu cos nu du = sen (m + n) u + sen (m - n) u + C. 
2(m+n) 2(m - n ) 

sen mu co, nu u = - - . 147 5 d cos(m+n)u cos(m -n )u+c 
. 2(m + n) 2(m - n) 

148 5 du = 2esea aretg(tg Y:í atgY:íu) + C. 
• 1 + eos a cos u 

149.5 du = esea ln(l +~gY:íatgVzu) + c 
cos a + eos u 1 - tg Y2 a tg Yz u 

(tg 2 Yz u < etg 2 Yz a) 

= 2 ese a tgh - 1 (tg Yz a tg Y2 u) + C 

(tg 2 Y:í u < ctg 2 Y2 a). 

150.5 du = 2 ese a are tg (ese a tg Y:í u + ctg a) + C. 
1 + eos a sen u 

151. 5 du 
cos a + sen u 

ese a 1 n (tI( a = tg Y2 u ' - see a) + C 
tg a + tg 7:í u + see a 

[ (etg a tg Y.i u + ese a ) 2 < 1] 

- 2 ese a tgh - I (etg a tg Y2 u + ese a) + C 

[ (etg a tg Yz u + ese a ) 2 < 11 

152·5 a" eos2 u ~' b2 sen" u = a~ are tg (b t; u) + c. 

153.5 COI' sen nu du 

154 .5 e"U cos n[l d[l 

155 .5u se n [1 du 

156.5 u eos u du 

eau(a $ \?n nu - n (OS nu) + c. 
a 2 + n 2 

rau(n sen nu +a eos nu) + C. 
a 2 + n 2 

sen {( - u eos [1 + C. 

eos u + {( sen u + c . 

673 
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674 CALCULO DIFERENC IAL E INTEGRAL 

Fórmulas de reducción para integrales trigonométrica!; 

157. S sen" u du se n n- I ll cos u + n - If n q d - --- se n - Lu u. 
n n 

158. S cos" u dll 
(OS11- 1 II sen u n lf 

n + ~ cosn - 2 u duo 

15 9 ·S~ se n il. u 
(Os u + n - 2 f du 

( n - 1) sen "- I u -;;-=-¡- se n n- 2 u' 

1 60 ·S~ = 
COS 11 u 

se n u +n - 2f du . 
(n - 1) COS"-I u n - 1 cosn-2 u 

161 . cosm u sen" u d u = + - ---- cosm-2 u senil u duo S cosm-I u sen ll+1 u m 1 f 
m+n m+n 

162 . S cos m II se n " II du 
se n "- I u cos 1ll+1 u n - 1 f - + --- cosmuse n n - 2 u du . 

m+n m+ n 

S dll 
1 63. 

co sm II sen tl ti (m - 1) sen n - \ u cosm - I u 

+m+n 2f' du 
m - 1 • cosm - 2 II se n" 11 

S dll 164'. ,~.::......_-
co~m II se nil u ( n - 1) se n ll - I II (Osl1l - \ II 

+ m + n - 2J' du 
n - 1 cos m II se n n- 2 u 

S (OS III ti dll 
165. = 

se n l1 u 

cosm.+ 1 Ll 

(n - 1) se n ,¡ - I II 

J' COSIll II au co sm- I u + ~f cosm- 2 u aH 

166. senil u = ( m - n) sen n- I 1I m -n sen" u 

' 6 S se n il u dll ... 7 . ----
cosm y 

168, Ssen ll 
u dll 

co sm u 

169 . S tg n u du 

se n ll + 1 II n-m + 2f se n" u dll . 
m - 1 cosm- 2 II (m - 1) COS m - lll 

sen" - \ u n - 1 fSe n?1-2 II du +-- . (n - m) ( O Sm- 1 II n - n? (OSlll u 

tg n - I II f ~~--=- - t g 7l - 2 u du. 
n - l 
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170. etg 1 II d :1 = -' - etg,, - 2 U du. S ctgu - l II f 
n -l 

171 S eau eos" u du = ea" eos"-I u Ca eos u + n sen u) 
, . u 2 + 11 2 

n Cn-l)f + ea" eos"-2 u du. 
a 2 + n 2 

172.Sea" sen " u du = eUl'Sen 1l
-

1 u Ca sen u - n eos u) 
a2 + n 2 

173. u m eos au dé! = --- Cau sen au + m eos au ) S um - l 

a2 

m C,:"- 1) f u m - 2 eos au duo 

S - u m- 1 
174. u .. sen au du - . - a-

2
- Cm se n uu - au eos au) 

175.Sare se n u du 

176. S are eos l JlI 

_m-,C_m--::: __ l .:..) fU nl-2 se n au duo 
a2 

Funciones trigonométricas inversa¡; 

U a re se n II + v~ + C. 

II are eo s u - v~ + c. 

177 . J'are tg ti du = II are I g u - In v~ + C. 

178.S ~ re etg" du " a re ctg " + In v~ + c . 

179 .Sare see u elu =" are see II - In (" +v~) +c 

= II a re see u _. eosh - 1 II + c. 

180 .Sare ese u elu = u are ese u + In (u +V~) + c 

= u a re ese ti + eosh- 1 ti + C. 

675 
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6 76 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 

Funciones hiperbólicas 

181. S se nh u du = cosh u + C . 

182. S cosh u du = senh u + C. 

183. S tgh u du In cosh u + C. 

184. S ctgh u du In sen h u + C. 

185. S sech u du arc tg (senh u) + C 

186 . SCSCh u du = In tgh Yz u + C. 

187.SseCh 2 udu = tgh u + C. 

188. S csch 2 u du = - ctgh u + C. 

189. Ssech u tgh u du = - sech u + C. 

190. S csch u ctgh u du - csch u + C. 

gd u + C . 

191. S senh 2 u du Y4 se nh 2 u - Yz u + C . 

192. S cosh 2 u du Yí se nh 2 u ..L Yz tI + C . 

193. S tgh 2 u dll = II - tgh II + C. 

194.SC¡gh 2 u du = II - ct gh u + C . 

195. S II se nh u du = u cosh u - se nh u + C. 

196. S u cosh u du tI se nh II - cosh u + C. 
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197. f se n h - 1 u du = u senh - 1 u - v' 1+ u 2 + C. 

19B. fCOSh - l u du = U eosh - 1 u - v'~ + C . 

199. f tgh - 1 u du = u tgh - 1 u + Yz In (1 - u 2 ) + C. 

200. J'ctgh -l u du = u etgh- 1 u + Yz In (1 - u 2 ) + C. 

201·f sceh - ludu u seeh - 1 u + gd (tg h- 1 u) + C 

u seeh - 1 u + are sen u + C . 

202. f eseh- 1 u du = U eseh- 1 u + se nh - 1 (1 + C. 

203 fsenh m u sen h nu du = se nh (m + n) u 
· 2 (m + n) 

204. S eosh mu eosh nl~ du 

se nh (m -n) u + C. 
2(m - n) 

senh(m+n)u 
2 (m + n) 

+ se nh (m-n)u + C . 
2 (m - n) 

205. fsenh mu eosh .nu du = eosh (m + n) u 
2 (m + n) 

+eosh(m - n) u+ C . 
2 ( m - n ) 

206 f dtl = 2 eseh a tgh- 1 ( tgh Yz ti tgh Yz a) + C . 
· eosh tl + eosh ti 

207.f du = 2 ese u are tg(tgh Yz u tg Vz a) + C. 
cos a + cosh u 

20B f du =2 escutgh - 1 (tgh Yz utgYza)+C 
· 1 + cos u cosh u 

677 

(tgh 2 Yz u < etg 2 Yz a) . 

209. f ea" se nh nu du 
ea" (a se nh nu - n cosh nu) =---...:.c::..._---,'------, ___ -'- + C. 

(1 2 - n'! 

210. e eOS1 nu II = +C . f QU 1 d e~ U Ca cosh nu - n senh nu) 
a2 - n 2 
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A C atenaria , 183, 329, 336, 343, 516, 

Aceleración, 101, 145. 
Agnesi, 76, 3U5, 327, 393, 653. 
Angulo, 

de conti nge ncia, 179. 
de dos planos, 9. 
de dos rectas. 8. 
excén rrico , 139. 
de intersección de curvas planas, 

53, 151. 
Area, 

como integral doble , 610. 
coordenadas polares, 629. 
sector hiperbólico, 515. 
de superficies , 

curvas, 635 . 
de revolución. 337. 

Areas, 288, 292, 314, 319, 337. 
Argolla, 326 . 
A rquímedes, 153, 154, 186, 337,656. 
ASlroide, 143, 655. 

B 

Bernoulli , 654. 
Binomio de New ton, 4. 
Boyle, 86. 
Bruja, 76, 305, 327, 393. 653. 

e 
Cambio de variables. 199. 290. 
Campo de convergencia. 429. 
Caracol de Pascal. 656. 
Cardioide . 141. 143. 150. 163. 174. 

186.296.330. 335. 343. 393, 409. 
634, 635. 655. 

517. 654. 
Centro de. 

curvatura. 188. 206. 575. 
gravedad. 390. 394. 409. 617. 

de un arco. 409. 
de un sólido de revolución. 394 . 

pres ión, 622. 
profundidad del. 623. 626. 

Cicloide. 140 . 143. 174. ISI . 193 . 296. 
329. 333. 336, 343. 654. 

Círculo . 
de curvatura. 184, 204. 
osculador. 204. 

Cisoide. 55. 57. 329. 337. 393. 653. 
Coeficiente diferencial. 165 . 
Concavidad . 92. 
Concoide de N icomed es. 654 . 
Conoide . 346 . 
Con stante. 11. 

de integración . 229. 277. 460. 
Construcción de curvas. 98 . 
Coordenadas. 

cilíndricas. 9 . 
esféricas. 9. 
polares. 85. 148. 

Coseno. 
cálculo del. 452. 
hiperbólico. 507. 

Cosinusoide, 655. 
Cuña esférica, 649. 
Curva. 

de Agnesi, 76. 305. 327. 393, 653 . 
expone ncial. 108. 657. 
de ferrocarril. 183. 
logarítmica. 109, 657. 
de probabilidad. 617. 
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Curva , 
de transición , 183. 

Curvas, 
alabeadas, 577 , 580, 587. 
construcción de , 98. 
ímportantes , 653. 

Curvatura. 179. 

D' Alembert, 422. 
Decremento . 25. 
Derivación . 

D 

lo ga rítmica. 113 . 
de se ries . 445. 

Derivada . 27. 
como rapidez de variación , 78. 
interpretación geométrica. 32 . 
s ímbolos, 28. 

D erivadas. 
cambío de variables . 558. 
fórmulas. 36. 105 , 138. 143, 514 . 

521. 522. 
de funcione s ímplícita s. 49, 90. 

185. 560 . 
de orden superior. 565. 
parciales. 544 . 

interpretación geométrica , 546. 
reg la general. 30. 
sucesi vas. 89, 565. 
totales. 556. 
transformación de. 199 . 

D esa rrollo en serie . 435. 
Descartes . 57 . 143 . 351 . 655. 
Desleimiento d e una solución , 488. 
Diferenciación . 170. 
Diferencial, 164, 

del a rco . 171. 173. 
del área, 287. 
binomia . 365 . 368 . 
como aproximación. 165. 
como incremento. 552. 
como infinitésimo. 176. 
in terpretación geométrica , 165. 
total. 549. 550. 

interpretación geométrica . 584. 
Diferenciales . 

definiciones , 164 . 
fórmulas, 169. 
trigonométricas. 369, 380. 

lr .'\ BETICO 

Dilatación, 403. 
Diocles , 653. 
Dirección de una curva, 52 . 
Discriminante. 3. 

E 
Ecuación. 

auxiliar. 497. 
característica , 497. 
del plano. 9. 
de segundo grado . 3 . 

Ec uaciones , 
diferenciales , 458. 

homog eneas . 464. 
lineales , 467. 
de orden n. 496. 498 . 
de orden superior. 473. 
reducibles a lineales. 470. 
de segundo orden . 476 , ,181. 
con variables separabl f s, 4 í'~. 

método de Newton . 158 . 
del mo vimiento. 144 . 
parametricas. 138. 
polares, 148. 
resolu ción g ráf ica. 155. 

E lemento . 309. 311. 
Elipse. 139. 
E lipso ide . 34 1, 347. 643. 646 . 
Envolvente. 570. 
Error. 

relativo. 167. 
en tan to por cien to. 167. 

Errores, 166. 552. 
Esferoide . 324. 
Espiral. 

de Arquímedes. 153. 154 . 186. 337 , 
656. 

hiperbóliCa. 143. 154.32 1.337. Cr,6. 
logarítmica . 153 . 154. 656. 
parabólíca . 657 . 

Estrofoide . 656. 
Evolvente, 196. 

de un círculo, 187. 336, 350. 
Evoluta. 190. 194. 575. 

de la cicloide. 193 . 
de la elipse. 192. 655. 
de la parábola . 19 1. 
propiedades. 194. 

Extremos, 
en una integral. 289. 
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F 

Fac tori a l. 413. 
Familia de curvas. 278. 570 . 
F 1 u x ion es. 25. 
F ormas elementales . 232. 
Fórm ula . 

parabólica. 300. 
de Simpso n . 300. 
de los trapecios. 298. 

Fórmulas. 
de A lgeb ra. 3. 
ap ro x imadas . 448. 454. 
en coo rdenadas polares. 632 . 
curvatura. 180. 182 . 
de derivación. 36. 105.514.521.522 . 
de diferenciación. 169. 
de Geometría. 4. 

analítica. 6. 
de reducción. 374. 380. 
de Trigonometría. 4. 

F ou ri er . 288. 
Función. 12. 

complementaria. 481. 
continu a . 18. 
creciente . 62. 
d ec rec iente. 62. 
explícita . 49. 
expo n encia l . !O8 . 
implícita. 49. 
in versa . 48 . 
logar í rmi ca. 109 . 
trascendente . 105. 

F un ciones. 
de dos o má s va riables . 543. 
hipe rbólicas . 507: 

in ve rsas. 518. 
tri go nom étri cas . 11 7. 11 9. 126. 

G 

Grado. 4. 459. 464. 
Gráficas. 15. 98. 653. 
Gudermaniano. 532. 
Gudermann. 532. 

H 

Hawkes. 353. 
Hipérbola equilátera. 514. 517. 534. 

659. 

Hipo ciclo ide . 57. 143. 187. 297. 327. 
329. 336. 341. 350 

Hoja de Descartes. 57. 143. 351. 655. 
Homogé nea . 464. 
Ho rn er . 156. 

1 

In creme nto total. 54C). 
In creme ntos . 25 . 
Ind eter min ada . 209. 
Infinitésimos. 22. 176. 

teorema de equivalencia. 177. 
Infinito. 19. 
Inflexión. 96. 
In tegración. 

aproximada. 297. 
cambio de límites. 303. 
como suma, 309. 
descomposición del int er va lo, 301. 
de diferenciales , 

binomias. 365. 
trigonometricas . 257. 369. 

doble . 617. 
definida . 603. 
ex tendida a una regi ó n S, 609. 

fórmulas de red ucci ó n , 374. 380. 
de fracciones racion a les. 352. 
interpretación geométr ica. 603. 
parcial. 602. 
por partes . 269. 
d e potencias f r a c c ion a r i a s d e 

a + bx , 362. 
por rac ionalización. 361. 
de series . 445. 
por s usti tución , 361 
por sustituciones diversas. 371. 
por tabla de inte g rale s, 384 . 

Integral. 459. 
definida, 287 . 
general. 460. 
indefinida. 229. 

Integrales. 
dobles. triples, etc . , 602. 
fórmulas, 526, 529. 
impropias, 304. 
inmediatas, 231. 232. 
múltiples. 602. 

Integrando. 236. 
Interés compuesto . 486. 
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1 n terpolación . 454 . 
Intervalo . 11. 

de convergenci a. 429 . 
Inversión del mascabado. 489. 

J acobi. 545. 

Kremer . 536. 

Laplace. 25. 
Leibnitz. 34. 

J 

K 

L 

Lemniscata. 152. 186. 320. 632. 634. 
635. 654. 

Ley. 
adiabática. 86. 
de Newton . 489. 

Límite. 16. 
Límites. 

en una integral. 289. 
teoremas sob re . 17. 

Línea . 
de rumbo. 537. 
telegráfica. 523 . 

L i tuus. 656. 
Logaritmos. 3. 

cálculo de . 442. 
módu lo. 108 . 
naturales . 107. 
neperianos. 107. 
vulgares . 108 . 

Longitud de un arco . 330 . 331 . 334. 
de una curva alabeada. 580 . 

Loxodrómica . 537 . 

M 

MacIaurin . 432. 435. 516. 
Máximo. 58. 64. 71. 92. 219. 
Máximos y mínimos. 64. 

de funciones de varias variables. 
592. 

Media aritmética . 406. 
Mercator. 536. 540. 
Mínimo. 58. 64 . 68. 71 . 92. 219 . 

Momento . 390 . 
de un cilindro . 394. 
de inercia. 623 . 

dimen si ones . 624. 
polar de inercia. 627 . 
de superficie. 390. 617. 

Movimiento. 
curvilíneo . 145 . 175. 
rectilíneo . 80. 111. 

N 

Newton . 25. 34 . 158. 159. 405. 489. 
Nicomedes . 654. 
Normal. 54. 

a una curva alabeada. 577. 
a una superficie. 582. 

Número. 
complejo. 538. 
e. 107. 416. 
n. 446. 

o 
Operador diferencial. 29 . 
Orden . 458. 
Osculador . 204. 

p 

Pappus. 409. 410 . 6 19 . 621. 
Parábola. 654. 659. 

cúbica. 188. 653. 
se micúbica. 324. 611. 653. 

Pa ra boloide. 327 . 
elíptico . 614. 616. 649. 
de revolución . (- 15. 

Parámetro. 11. 138 . 
variable . 570. 

Pascal. 656. 
Pendiente. 52. 139. 150. 
P lano. 

normal. 577. 579. 587. 
tangente. 582. 583 . 

Presión. 396. 
Problemas de Mecáníca . 490. 
Proyección de una superficie . 637. 
Proyectil. 282. 
Proyectiles. 146. 282 . 577. 
Punto de inflexión . 96 . 
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Puntos . 
de cambio . 65 . 
sin g ulares. 581. 

Radi an. 4. 

R 

Radio de curvatura. 183. 
Raíces. 154. 
Rapidez . 78. 82. 
Razón de cambio . 78. 
Rectificación de curvas. 330. 334. 580. 
Regla de potencias . 41. 
Residuo. 436. 
Rolle . 203 . 
Rosa de dos o m ás hojas. 658. 

s 

Secantoide. 657. 
Sector hiperbólico. 515. 
Segmento parabólico. 625 . 
Seno hip erbó lico . 507 . 
Separación de variab les. 462. 
Serie . 

bin ó mica . 43 1. 
con verge nte. 413. 415. 
di ve rge nte. 413. 415. 
geom étri ca. 413. 
de Macla urin. 435. 44R. 
osc il ante. 413. 
. ' p". 4 19. 

de potencias en (x - a) , 433. 
su m a de un a. 415. 
de Taylor . 450 , 452. 454. 
va lor de un a. 415. 

Se ri es. 412. 
absolutamente con vergentes. 425. 
alt er nad as. 423 . 
campo de convergenc ia. 429. 
crite ri os de co n verge ncia y di ver-

genc ia. 417. 42 5. 
int erva lo de convergencia. 429. 
operaciones con. 441. 
de potencias. 428 . 
razó n de D' Ale mbert. 422. 

Simpso n . 300 . 
Sin uso ide . 655. 
Soluc ió n . 459. 

completa. 460 . 

So l ución. 
genera l. 45 8. 460. 
particular, 460. 

Speed, 145. 
Stirling. 436 . 
Subnormal. 54. 152. 
S ubtan gente. 54, 152. 
Sucesión, 412 . 
Sustitución recíproca . 371. 

T 

Tabla de. 
funciones hiperbó lica s. 509. 
in tegra le s. 6éO. 

Tangente. 32. 54. 
a una curva alabead a. 577. 587 . 
hiperbó lic a. 508. 
hor izonta l. 52. 141 . 
a una superficie. 582. 
vertical. 53 . 141. 

Tangentoide. 657 . 
Taylor. 450. 452. 598. 
Teo rema. 

del binomio. 432. 
fu nd amen ta l del C álc ul o in tegra l. 

311. 
de Pappus. 409. 619. 
de Ro ll e. 203. 
de Taylor. 598. 
del valor medio. 207 . 218 . 590. 

Término complementario. 436. 451 . 
Toro. 326. 
Trabajo . 400. 
Tra.c tri z, 104. 329. 344. 513. 517 . 

533. 659 . 
T ri sec tr iz. IR7. 322. 

Va lor. 
abso luto . 11. 
m edio. 406. 
num érico. 11. 

v 

Va lores críti co s de la var iabl e ind e
pend ien te. 65. 

Var iab le. 11 . 12 . 
de i n tegración. 229. 

Ve locidad. 80. 144. 175 . 
V ibración . 492. 493. 494. 
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\ 'o lumen, 
bajo una sup erfic ie, 614 . 644. 
de un só lido de revo lu ción, 322 , 

325. 326, 0 19 . 
hu eco, 225. 

de sóli do s cuyas secciones tran sve r
sa les se conocen , 344. 

Vo lúm en es, 3-+5. 
en coorden ada s cilí ndri cas. 644. 
por doble inte g raci ó n , 604, 606. 
fórmulas de , 4. 
de só lidos de re volución, 6 19. 

que no son de revo luci ó n , 345. 
por triple integración, 641, 647. 
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Obras afines: 

INTRODUCCiÓN AL CÁLCULO Y AL ANÁLISIS 
MATEMÁTICO I Y 11 

Courant, Richard 
John, Fritz 

Ampliamente reconocidos y respetados como maestros en la 
materia, los autores presentan esta obra en dos volúmenes 
con el fin de ofrecer al estudiante los principios del cálculo en 
exposiciones que combinan la precisión con la intuición, y la 
teoría con la práctica. 

PROBLEMAS DE CÁLCULO 
Y ANÁLISIS MATEMÁTICO 

Blank, Albert A. 

Presenta todas las indicaciones necesarias para resolver no 
sólo los problemas planteados en la obra, sino los que pudieran 
presentarse posteriormente. En cuanto a los planteamientos 
que ofrecen mayor grado de dificultad, el autor proporciona 
exposiciones más precisas y análisis más detallados con el fin 
de facilitar la tarea del estudiante. 

GEOMETRíA ANALíTICA BIDIMENSIONAL 
Subconjuntos del plano 

Taylor • Wade 

El contenido de la obra versa sobre tres temas principales: el 
cálculo, la línea recta y las cónicas (parábola, elipse e hipérbola). 
Aborda el estudio de esta materia con base en gráficas de 
relaciones. Los autores también se valen del concepto de re
lación para estudiar las gráficas de conjunto de relaciones 
determinadas por expresiones entre dos variables. 

1 I 

j' 

http://carlos2524.jimdo.com/




	calculo0001
	calculo0002
	calculo0003
	calculo0004
	calculo0005
	calculo0006
	calculo0007



